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9. slovensko dřzavno prvenstvo

v gradbeni mehaniki

Ljubljana 2003

Letos smo na Fakulteti za gradbeništvo in geodezijo organiziralǐze 9. dřzavno pr-
venstvo v gradbeni mehaniki. Prvenstvo je pripravil organizacijski odbor v sestavi:

Goran Turk ,
Stane Srp̌cič,
Igor Planinc,
Rado Flajs,
Dejan Zupan,
Alenka Ambrož–Jurgec(Srednja gradbenǎsola, Maribor),
Bojan Lutman (Srednja tehniška in zdravstvenǎsola, Novo mesto),
Irena Posavec(Srednja tehniškašola, Celje),
Marlenka Žolnir Petri č (Srednja tehniškašola, Celje) in
Duška Tomšič (Srednja gradbena in ekonomskašola, Ljubljana).

Na tekmovanje smo povabili dijakinje in dijake tretjih inčetrtih letnikov srednjih
tehnǐskih šol in tehnǐskih gimnazij. Odbor je pripravil naloge za predtekmovanje
in sklepno tekmovanje ter pregledal in ocenil izdelke tekmovalk in tekmovalcev.

Na predtekmovanje se je prijavilo 66 dijakinj in dijakov tretjega in 59 dijakinj in
dijakov četrtega letnika. V sredo, 12. marca 2003, so na srednjihšolah rěsevali
enake predtekmovalne naloge. Osemindvajset najuspešneǰsih na predtekmovanju
se je uvrstilo na sklepno tekmovanje, ki je potekalo 16. aprila 2003 v prostorih
Fakultete za gradbeništvo in geodezijo v Ljubljani. Na sklepno tekmovanje so se
uvrstili naslednje dijakinje in dijaki:
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3. letnik
ime in priimek kraj mentor
Domen Aljǎz Ljubljana2 Duška Tom̌sič
Sǎso Emin Maribor4 Vili Vesenjak
Željko Hajdinjak Maribor3 Maja Lorger
Blaž Hostar Ljubljana2 Duška Tom̌sič
Boštjan Jagodic Ljubljana2 Duška Tom̌sič
Goran Keser Celje1 Mišo Knězevǐc
Matija Krǎsevec Novo mesto5 Bojan Lutman
Mateja Noviníc Celje1 MarlenkaŽolnir Petrǐc
Benjamin Puh Celje1 MarlenkaŽolnir Petrǐc
Marko Pungeřcar Novo mesto6 Nevenka Cesar
Anton Sagadin Maribor4 Vili Vesenjak
Gǎsper Selak Ljubljana2 Duška Tom̌sič
Drago Stanǐsa Novo mesto5 Bojan Lutman
Stǎs Stankovǐc Novo mesto5 Bojan Lutman

4. letnik
Andrej Bořsič Ljubljana2 Majda Pregl
Miha Bratkovǐc Novo mesto5 Bojan Lutman
Uroš Dimnik Ljubljana2 Majda Pregl
Jana Dragan Novo mesto5 Bojan Lutman
David Fiňsgar Maribor3 Maja Lorger
Robert Gavrilovíc Ljubljana2 Majda Pregl
Matej Kampl Maribor3 Maja Lorger
Boštjan Kastelic Novo mesto5 Bojan Lutman
David Nězič Maribor3 Maja Lorger
Aleš Omerzel Celje1 MarlenkaŽolnir Petrǐc
Janez Penca Novo mesto6 Nevenka Cesar
Anže Rezar Celje1 MarlenkaŽolnir Petrǐc
Marko Rǒzič Novo mesto5 Bojan Lutman
Blaž Šonc Novo mesto6 Nevenka Cesar
Luka Turk Novo mesto5 Bojan Lutman
Andrej Umek Novo mesto5 Bojan Lutman
Stevan Vukobrat Maribor3 Goran Perhavec

1 Poklicna in tehnǐska gradbenǎsola Celje
2 Srednja gradbena in ekonomskašola Ljubljana
3 Srednja gradbenǎsola Maribor
4 Srednja kovinarska, strojna in metalurškašola Maribor
5 Šolski center Novo mesto, Poklicna in tehniška elektrǒsola ter tehnǐska gimnazija
6 Šolski center Novo mesto, Poklicna in tehniška gradbena in lesarskašola
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Sklepno tekmovanje se je začelo 16. aprila 2003 ob 11.00 na Fakulteti za grad-
benǐstvo in geodezijo v Ljubljani. Po 120 minutah reševanja nalog so si tekmovalke
in tekmovalci ogledali laboratorij Iňstituta za hidravlǐcne raziskave.

Medtem je komisija za ocenjevanje v sestavi BojanČas, Rado Flajs, Igor Planinc
in Dejan Zupan (vsi Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo)
pregledala in ocenila naloge s sklepnega tekmovanja.

Po skupnem kosilu so bili popoldne v svečani dvorani Fakultete za gradbeništvo in
geodezijo objavljeni rezultati. Pohvale in nagrade je dijakinjam in dijakom podelil
dekan FGG izr. prof. dr. Bojan Majes, ki je tekmovanje tudi zaključil. Pohvaljeni
so bili vsi udelězenci sklepnega tekmovanja, najuspešneǰsi pa so bili:

3. letnik
ime in priimek kraj nagrada točke
Goran Keser Celje 1. nagrada 55
Drago Stanǐsa Novo mesto 2. nagrada 45
Stǎs Stankovǐc Novo mesto 2. nagrada 45
Mateja Noviníc Celje 3. nagrada 40

4. letnik
ime in priimek kraj nagrada točke
Boštjan Kastelic Novo mesto 1. nagrada 85
Marko Rǒzič Novo mesto 2. nagrada 73
Anže Rezar Celje 3. nagrada 65
Miha Bratkovǐc Novo mesto 3. nagrada 65

V naslednjih dveh preglednicah prikazujemo nekatere podatke o tem, kako so di-
jakinje in dijaki rěsevali predtekmovalne naloge in naloge na sklepnem tekmovanju.
Najvišja mǒzna ocena za posamezno nalogo je 25%.

Povprěcna ocena na predtekmovanju je bila odločno vǐsja kot lani in se je priblǐzala
nivoju preǰsnjih let (lani je bilo povprěcje na predtekmovanju 18.4 % za tretje let-
nike in 28.0 % zǎcetrte letnike). Na sklepnem tekmovanju so bile ocene nekoliko
boljše kot na predtekmovanju a niso dosegle lanskoletnih odličnih rezultatov sklep-
nega temovanja (lani v tretjih letnikih 34.5%, včetrtih pa 58.9%). Na sklepno
tekmovanje so se uvrstili vse dijakinje in dijaki, ki so na predtekmovanju dosegli
vsaj 50%.
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predtekmovanje za 3. letnike [%]
1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga skupaj

povprečje 6.20 0.83 7.87 12.31 27.22
najni žja ocena 0 0 0 0 0
najvi šja ocena 25 10 25 25 75

predtekmovanje za 4. letnike [%]
1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga skupaj

povprečje 8.96 12.29 8.85 4.79 34.90
najni žja ocena 0 0 0 0 0
najvi šja ocena 25 25 25 25 90

sklepno tekmovanje za 3. letnike [%]
1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga skupaj

povprečje 6.43 13.21 2.50 8.57 30.71
najni žja ocena 5 0 0 0 10
najvi šja ocena 15 25 25 25 55

sklepno tekmovanje za 4. letnike [%]
1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga skupaj

povprečje 10.59 9.41 6.47 14.88 41.35
najni žja ocena 0 5 0 0 10
najvi šja ocena 20 25 25 25 85

Glede na povprěcne ocene posameznih nalog moramo sklepati, da sta se zdeli di-
jakom najtězji 2. naloga pri 3. letnikih in 4. naloga prǐcetrtih. Na sklepnem
tekmovanju je bila dijakom najtežja 3. naloga v obeh letnikih.

Zanimivo je tudi, koliko tekmovalk in tekmovalcev je pravilno rešilo posamezne
naloge. Iz naslednje preglednice bi lahko sklepali, da so bile najtežje druga naloga
za tretje letnike na predtekmovanju in prvi nalogi za oba letnika na sklepnem tek-
movanju. Veseli nas lahko, da je skoraj vsako nalogo vsaj eden izmed tekmovalcev
pravilno rěsil.
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Število tekmovalk in tekmovalcev,
ki so pravilno rešili posamezne naloge

predtekmovanje za 3. letnike
1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga

5 0 4 8
predtekmovanje za 4. letnike

1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga
7 13 11 2

sklepno tekmovanje za 3. letnike
1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga

0 6 1 1
sklepno tekmovanje za 4. letnike

1. naloga 2. naloga 3. naloga 4. naloga
0 2 1 3

Tekmovanje so finaňcno podprli:
Ministrstvo za šolstvo, znanost iňsport;
Slovensko drǔstvo gradbenih konstruktorjev;
Slovensko drǔstvo za mehaniko;
Vegrad, Velenje;

ter naslednje pedagoško–raziskovalne enote
Fakultete za gradbenǐstvo in geodezijo v Ljubljani:

Prometno tehnǐcni inštitut ;
In štitut za konstrukcije, potresno inženirstvo in računalništvo;
Katedra za masivne in lesene konstrukcije;
Katedra za mehaniko;
Katedra za mehaniko tal z laboratorijem;
Katedra za mehaniko tekǒcin z laboratorijem ;
Katedra za metalne konstrukcije;
Katedra za preskǔsanje materialov in konstrukcij in
Katedra za stavbe in konstrukcijske elemente.

Vsem sponzorjem se za izkazano podporo iskreno zahvaljujemo.

Informacije o tekmovanju lahko najdete tudi na internetu:
http://www.km.fgg.uni-lj.si/tekma/tekma.htm .
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Utrinki s sklepnega tekmovanja

Tekmovalci zavzeto rěsujejo naloge Čakanje tězko prislǔzenega kosila

Obisk laboratorija Iňstituta za hidravlǐcna raziskave

Na zakljǔcni slovesnosti je nagrade podelil dekan FGG izr. prof. dr. Bojan Majes
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Naloge s predtekmovanja za 3. letnike

1. naloga

Kvadra lězita na klancu z naklonomα =
30o. Zgornjega pritrdimo z breztežno vrvico
na nepomǐcno steno, spodnjega pa vlečemo s
silo F (glej sliko). Dolǒci najmanǰso vred-
nost sileFmin, s katero izvlěcemo spodnji
kvader!

G1 = 60N, G2 = 40N,
k1 = 0.4, k2 = 0.5.

Rěsitev: Oba kvadra izoliramo in vpliv okolice nadomestimo s silami. Nato zapišemo
ravnotězne pogoje za oba kvadra in enačbe rěsimo.

Zgornji kvader: Spodnji kvader:

Ravnotězni enǎcbi za zgornji kvader:

G1 cos α−N1 = 0,

G1 sinα + F1 − T = 0.

Ravnotězni enǎcbi za spodnji kvader:

G2 cos α + N1 −N2 = 0,

G2 sinα + F − F1 − F2 = 0.

Poleg tega lahko zapišemoše neenǎcbi, ki povezujeta silo trenja z normalno sila v
stiku med kvadroma in v stiku med kvadrom in podlago:

F1 ≤ k1 N1, F2 ≤ k2 N2.

S tema neenǎcbama dolǒcimo najvěcji sili F1 in F2, da še ne pride do zdrsa med
kvadroma oziroma zdrsa spodnjega kvadra glede na podlago. Rešitve opisanih
enǎcb oziroma neenǎcb so:

N1 = G1 cos α = 51.96 kN,

N2 = (G1 + G2) cos α = 86.60 kN,

F1 ≤ k1 G1 cos α = 20.87 kN,

F2 ≤ k2 (G1 + G2) cos α = 43.30 kN,

T ≤ G1 (sinα + k1 cos α) = 50.78 kN,

F ≤ (k1 G1 + k2 (G1 + G2)) cos α−G2 sinα = 44.09 kN.

Najmanǰsa silaP , s katero lahko izvlěcemo spodnji kvader, jeFmin = 44.09 kN.
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2. naloga

Opěcni steber je obtězen z ekscentrično
osno silo F . Določi najvěcjo ekscen-
tričnost sileF (vrednostemax) tako, da
bo prěcni prerez stebra obremenjen samo
s tlǎcnimi napetostmiσxx!
Jy = 371 666.67 cm4; pojasni, kako ga
izračunamo?

σxx =
Nx

A
+

My

Jy
z

Rěsitev: Zapǐsimo pogoj za negativne (tlačne) normalne napetosti:

σxx =
Nx

A
+

My

Jy
z ≤ 0.

Iz ravnotěznih pogojev lahko dolǒcimo osno silo in upogibni moment:

Nx = −F, My = −F e.

Če sedaj vstavimo te vrednosti v neenačbo za napetosti, dobimo

σxx = −F

A
− F e

Jy
z ≤ 0.

Napetosti bodo najvěcje, ko boz najmanǰse negativnǒstevilo. Pri prerezuA−A je
najmanǰsa vrednost koordinatez = −25 cm (na levem robu prereza).Če postavimo
pogoj, da je tam napetost enaka nič, pomeni, da so v celotnem prerezu le tlačne
normalne napetosti

−F

A
− F emax

Jy
(−25) = 0.

Sedaj lahko izrǎcunamoemax

emax =
F Jy

25 F A
=

Jy

25 A
= 10.62 cm.

Ploščino prerezaA izračunamo takole:

A = 50 · 40− 30 · 20 = 1400 cm2,

na podoben nǎcin pa izrǎcunamo tudi vztrajnostni momentJy

Jy =
503 40

12
− 303 20

12
= 371 666.67 cm4.
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3. naloga

Previsni prostolězěci nosilec je obtězen s pomǐcno tǒckovno obtězbo F . Nosil-
nost vseh prěcnih prerezov nosilca je določena z najvěcjim upogibnim momentom
prerezaMmax = 20 kNm oziroma z najmanjšim upogibnim momentom prereza
Mmin = −30 kNm. Kolikšna je najvěcja silaFmax, ki še lahko varno ‘potuje’ po
previsnem prostolězěcem nosilcu?

a = 2m, L = 5m.

Rěsitev: Kriti čni sta dve legi pomične tǒckovne obtězbe: ko je sila na zǎcetku ali
koncu nosilca (x = 0 ali x = 2 a + L), imamo nad podporo najmanjši upogibni
moment; ko je sila na sredini nosilcax = a + L/2, pa imamo na sredini nosilca
najvěcji upogibni moment. Obravnavajmo oba kritična primera:

Sila je na zǎcetku nosilca. Kot je prikazano na sliki, je v tem primeru najmanjši
upogibni moment nad levo podporo.

My(a) = −F a = −F 2 > Mmin = −30 → F <
Mmin

2
= 15.

Sila je na sredini nosilca. V tem primeru največji upogibni moment na sredini
nosilca.

My(a + L/2) =
F L

4
=

F 5
4

< Mmax = 20 → F <
4 Mmax

5
= 16.

Odločilna je torej prva lega obtežbe, ko je prijemalǐsče sile na zǎcetku (ali na koncu)
nosilca. Najvěcja sila, kiše lahko varno ‘potuje’ po nosilcu, jeFmax = 15 kN.
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4. naloga

Betonski piloti so gradbeni elementi, ki
so obtězeni predvsem z osnimi silami.
Zato so projektirani tako, da imajo re-
lativno majhno upogibno nosilnost. Da
med transportom preprečimo upogibno
porǔsitev pilota, ga žzerjavom premikamo
po gradbǐsču tako, kot kǎze slika. Izrǎcunaj
prěcne sile in upogibne momente, ki
nastopijo med transportom pilota! Teža pi-
lota jeG = 40 kN, dolžina paL = 12m.
Pri rǎcunu predpostavi, da je lastna teža pi-
lota enakomerno razporejena vzdolž osi pi-
lota, torejG = gL.

a = 2.5 m, b = 7m.

Rěsitev: Vrednost enakomerne zvezne obtežbe jeg =
G

L
= 3.33 kN/m.

Zaradi simetrije sta sili v obeh vrveh, ki
držita pilot, enakiG/2 = 20 kN. Rǎcunski
model pilota z vsemi pripadajočimi
obtězbami in reakcijami prikazujemo na
sliki.

Za dolǒcitev notranjih sil nosilec dvakrat
namǐsljeno prerězemo, v prerezih pred-
postavimo notranje sile in zapišemo
ravnotězne enǎcbe. Rěsitve ravnotěznih
enǎcb dolǒcajo notranje sile.
Levi previsni del0 ≤ x ≤ a:

Nz = −g x, My = −g x2

2
.

Srednji dela ≤ x ≤ a + b:

Nz = −g x,+
G

2

My = −g x2

2
+

G (x− a)
2

.

Desni previsni dela + b ≤ x ≤ L za-
radi simetrije ni treba rǎcunati. Vrednosti
prěcne sile in upogibnega momenta v zna-
čilnih točkah pilota so podane v diagramih.
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Naloge s predtekmovanja za 4. letnike

1. naloga

Glej nalogo za 3. letnike!

2. naloga

Izračunaj reakcije palǐcja!

P = 10 kN, a = 2m.

Rěsitev: Palǐcje je podprto tako, da moramo
izračunatištiri komponente reakcij:Ax, Az, Bx

in Bz. Zato iz ravnotěznih pogojev za celotno
konstrukcijo teh reakcij ne moremo določiti.
Najprej moramo dolǒciti sile v palicah, kar
najlǎzje naredimo z metodo izrezovanja vozlišč. Ker je geometrija relativno pre-
prosta, podrobnih izrǎcunov osnih sil v palicah ne podajamo, podajamo le rezultate.

NDE NEF NDA NDC NCF NFB NCA NCB

P
√

2
2

−P
√

2
2

P −P
√

2
2

P
√

2
2

−P
P
√

2
2

−P
√

2
2

Sedaj izrězemoše obe podpori in predpostavimo osne sile v palicah in reakcije, kot
kaže slika. Zapǐsemo ravnotězne enǎcbe za obe podpori in izračunamo reakcije.

Podpora A:

Ax + NCA

√
2

2
→ Ax = −NCA

√
2

2
= −P

2

Az −NCA

√
2

2
−NDA → Az = NCA

√
2

2
+ NDA =

3P

2

Podpora B:

Bx −NCB

√
2

2
→ Bx = NCB

√
2

2
= −P

2

Bz −NCB

√
2

2
−NFB → Bz = NCB

√
2

2
+ NFB = −3P

2

Reakcije so:Ax = −5 kN, Az = 15 kN, Bx = −5 kN in Bz = −15 kN.
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3. naloga

Glej nalogo za 3. letnike!

4. naloga

Betonski piloti so gradbeni elementi, ki
so obtězeni predvsem z osnimi silami.
Zato so projektirani tako, da imajo re-
lativno majhno upogibno nosilnost. Da
med transportom preprečimo upogibno
porǔsitev pilota, ga žzerjavom premikamo
po gradbǐsču tako, kot kǎze slika. Dolǒci
osno razdaljo med vrvemab tako, da bosta
po velikosti najvěcji in najmaňsi upogibni moment pilota med transportom enaka!
Teža pilota jeG = 40 kN, dolžina paL = 12 m. Pri rǎcunu predpostavi, da je
lastna těza pilota enakomerno razporejena vzdolž osi pilota, torejG = gL.

Rěsitev: Pri 4. nalogi za 3. letnike, smo določili upogibne momente v betonskem
pilotu. Iz diagrama upogibnih momentov vidimo, da sta ekstremni vrednosti up-
ogibnih momentov nad podporama (x = a) in na sredini pilota (x = L/2). Zapǐsimo
sedaj upogibna momenta v teh dveh točkah.

x = a : My = −g a2

2

x = L
2 : My = −

g
(

L
2

)2

2
+

gL
(

L
2 − a

)
2

=
gL

8
(L− 4a)

Izenǎcimo absolutni vrednosti upogibnih momentov v obeh točkah in dobimo nasled-
njo kvadratno enǎcbo:

g a2

2
=

gL

8
(L− 4a) → g a2

2
− gL2

8
+

gLa

2
= 0 →

→ 4a2 + 4La− L2 = 0 → 4a2 + 48a− 144 = 0 →
→ a2 + 12a− 36 = 0.

Rěsitvi kvadratne enǎcbe sta:

a1,2 =
−12±

√
122 + 4 · 36
2

= −6± 8.485.

Zanima nas samo pozitivna vrednost (tista, ki ustreza legi na pilotu), zato za-
ključimo, da je optimalna lega podpore pri:

a = 2.485 m.
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Naloge s sklepnega tekmovanja za 3. letnike

1. naloga

Trije kvadri nepomǐcno lězijo na klancu
z naklonom 30o. Zgornjega pritrdimo
z breztězno in neraztegljivo vrvico na
nepomǐcno steno, srednjega pa vlečemo s silo
F , kot kǎze slika. Pri kateri najmanjši sili Fmin

kvadri niso v ravnotězju?

G1 = 40N, G2 = 60N, G3 = 50N,
k1 = 0.4, k2 = 0.5, k3 = 0.45.

Rěsitev: Če vlěcemo srednji kvader, lahko pride do gibanja kvadrov na dva načina:

• srednji kvader izvlěcemo tako, da se spodnji in zgornji ne premakneta. Izoli-
ramo zgornji in srednji kvader ter vpliv okolice nadomestimo s silami, kot
kažeta naslednji sliki. Nato zapišemo ravnotězne enǎcbe za oba kvadra.

Zgornji kvader: Srednji kvader:

Ravnotězni enǎcbi za zgornji kvader:

G1 cos α−N1 = 0,

G1 sinα + F1 − T = 0.

Ravnotězni enǎcbi za srednji kvader:

G2 cos α + N1 −N2 = 0,

G2 sinα + F − F1 − F2 = 0.

Poleg tega lahko zapišemoše neenǎcbi, ki povezujeta silo trenja in normalno
silo v stiku med kvadroma:

F1 ≤ k1 N1, F2 ≤ k2 N2.

S tema neenǎcbama dolǒcimo najvěcji sili F1 in F2, ki sta dopustni, dǎse
ne pride do zdrsa med kvadri, oziroma, daše ne izvlěcemo srednjega kvadra.
Rěsitve opisanih enǎcb oziroma neenǎcb so:

N1 = G1 cos α = 34.64 kN,

N2 = (G1 + G2) cos α = 86.60 kN,

F1 ≤ k1 G1 cos α = 13.86 kN,

F2 ≤ k2 (G1 + G2) cos α = 43.30 kN,

T ≤ G1 (sinα + k1 cos α) = 33.86 kN,

F ≤ (k1 G1 + k2 (G1 + G2)) cos α−G2 sinα = 27.16 kN.
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• srednji kvader izvlěcemo tako, da se z njim premakne tudi spodnji. V tem
primeru lahko spodnja dva kvadra, ki se premikata skupaj, vzamemo kot eno
telo, zgornji pa kot drugo. Izoliramo torej zgornji kvader in spodnja dva, ter
vpliv okolice nadomestimo s silami, kot kažeta spodnji sliki.

Zgornji kvader: Spodnja dva kvadra:

Ravnotězni enǎcbi za zgornji
kvader:

G1 cos α−N1 = 0,

G1 sinα + F1 − T = 0.

Ravnotězni enǎcbi za spodnja dva
kvadra:

(G2 + G3) cos α + N1 −N3 = 0,

(G2 + G3) sin α + F − F1 − F3 = 0.

Poleg tega lahko zapišemoše neenǎcbi, ki povezujeta silo trenja z normalno
sila v stiku med kvadroma in v stiku med kvadrom in podlago:

F1 ≤ k1 N1, F3 ≤ k3 N3.

S tema neenǎcbama dolǒcimo najvěcji sili F1 in F3, ki sta dopustni, dǎse ne
pride do zdrsa med kvadroma oziroma zdrsa spodnjih dveh kvadrov glede na
podlago. Rěsitve opisanih enǎcb oziroma neenǎcb so:

N1 = G1 cos α = 34.64 kN,

N3 = (G1 + G2 + G3) cos α = 129.90 kN,

F1 ≤ k1 G1 cos α = 13.86 kN,

F3 ≤ k3 (G1 + G2 + G3) cos α = 58.46 kN,

T ≤ G1 (sinα + k1 cos α) = 33.86 kN,

F ≤ (k1 G1 + k3 (G1 + G2 + G3)) cos α− (G2 + G3) sin α = 17.31 kN.

Sedaj lahko zakljǔcimo, da je minimalna sila, ki je potrebna zato, da izvlečemo
srednji kvader, enaka17.31 kN. Pri tej sili se skupaj premakneta spodnja dva
kvadra.
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2. naloga

Pri palǐcju na sliki izrǎcunaj osno siloN1 v palici ©1 !
a = 4m,
F = 10 kN.

Rěsitev: Najprej iz ravnotěznih enǎcb za celotno konstrukcijo izračunajmo reakcije
paličja:∑

X = 0 → Ax + F = 0 → Ax = −F = −10 kN,∑
MA

y = 0 → −Fa− Fa− F 3a−Bz 4a = 0 → Bz = −5 F

4
= −12.5 kN,∑

Z = 0 → Az + Bz + F + F = 0 → Az = −3F

4
= −7.5 kN.

Sedaj konstrukcijo namišljeno razrězemo na dva dela in medsebojni vpliv obeh
delov nadomestimo s silami. Pri tem poskusimo narediti tak razrez paličja, da bo v
ravnotězni enǎcbi nastopila le neznana silaN1 (glej spodnjo sliko).

Iz momentne ravnotězne enǎcbe glede na tǒckoD za levi del konstrukcije dolǒcimo
neznano siloN1:∑

levi del

MD
y = 0 → −N1a−Fa+Aza = 0 → N1 = Az−F = −17.5 kN.
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3. naloga

Nosilec doľzine2r in težeG je v točki
B pritrjen na drog. PodporaB omogǒca
prosto premikanje nosilca v navpični
smeri, hkrati pa omogǒca tudi vrtenje
okrog osi, ki je pravokotna na list.
Nosilec se v tǒcki A naslanja na gladek
in nepomǐcen valj. Pri katerem kotuϕ
je nosilec v ravnotězju?

Pomǒc:
Kubična enǎcbax3 +x−1 = 0 ima eno
samo realno rěsitev:x = 0.68233.

Rěsitev: Zapǐsimo ravnotězne enǎcbe za
nosilec:∑

X = 0 → −A sin ϕ + B = 0,∑
Z = 0 → −A cos ϕ + G = 0,∑
MB

Y = 0 → −A r tgϕ + G r cos ϕ = 0.

Iz druge enǎcbe izrazimo

G = A cos ϕ

in jo vstavimo v zadnjo enǎcbo

−A r tgϕ + A r cos2 ϕ = 0.

Enǎcbo preuredimo in rěsimo:

− tgϕ + cos2 ϕ = 0 → − sinϕ + cos3 ϕ = 0 →
→ cos3 ϕ = sinϕ → cos6 ϕ = sin2 ϕ →
→ cos6 ϕ = 1− cos2 ϕ → cos6 ϕ + cos2 ϕ− 1 = x3 + x− 1 = 0.

Sedaj lahko uporabimo podano realno rešitev kubǐcnega polinoma in zapišemo

cos2 ϕ = 0.68233 → cos ϕ = 0.82603 → ϕ = 34.31◦.
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4. naloga

Betonski piloti so gradbeni elementi, ki so obteženi predvsem z osnimi silami.
Zato so projektirani tako, da imajo relativno majhno upogibno nosilnost. Da med
transportom preprěcimo upogibno porǔsitev pilota, ga žzerjavom premikamo po
gradbǐsču tako, kot kǎze slika. Dolǒci osno razdaljo med vrvmib tako, da bosta naj-
večji in najmanǰsi upogibni moment po velikosti enaka. Teža pilota jeG = 80 kN,
dolžina paL = 24 m. Pri rǎcunu predpostavi, da je lastna teža pilota enakomerno
razporejena vzdolž osi pilota, torejG = gL.

Rěsitev: Zaradi simetrije so sile v vseȟstirih vrveh, ki nosijo betonski pilot, enake
G/4 (glej spodnjo sliko).

Če konstrukcijo prerězemo na sredini, iz
ravnotěznih pogojev za levi del konstrukcije
sledi∑

levi del

Z = 0 →

→ Nz + g (2a + b)− G

4
− G

4
= 0,∑

levi del

MS
Y = 0 → My +

g (2a + b)2

2
− G a

4
− G (a + b)

4
= 0,

da sta prěcna sila in moment na sredini nosilca enaka nič (Nz(2a + b) = 0 in
My(2a + b) = 0). Zato moramo preveriti le, koliǩsna sta upogibna momenta pri
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x = a in pri x = a + b/2. Iz ravnotěznih pogojev lahko izrǎcunamo:

∑
levi del

MA
Y = 0 → My +

g a2

2
= 0,

∑
levi del

MB
Y = 0 → My +

g (a + b/2)2

2
− G b/2

4
= 0.

Ker je

L/2 = 2a + b → b = L/2− 2a in G = g L,

sta upogibna momenta v izbranih točkah

My(a) = −g a2

2
,

My(a + b/2) = −g (a + L/4− a)2

2
+

g L (L/4− a)
4

=
g L2

32
− g L a

4
.

Ker zahtevamo, da sta ekstremna upogibna momenta po absolutni vrednosti enaka,
dobimo

−My(a) = My(a + b/2) → g a2

2
=

g L2

32
− g La

4
→

→ 16 a2 + 8 aL− L2 = 0.

Rěsitvi kvadratne enǎcbe sta

a1 = 2.485, a2 = −14.485.

Fizikalni pomen ima le pozitivna vrednost dolžinea, koňcna rěsitev je zato

a = 2.485 m, b = 7.029 m.

Diagram upogibnih momentov prikazujemo na naslednji sliki.
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Naloge s sklepnega tekmovanja za 4. letnike

1. naloga

Pri palǐcju na sliki izrǎcunaj osno silo v palici©1 !
a = 3.5 m,
F = 12 kN.

Rěsitev: Najprej iz ravnotěznih enǎcb za celotno konstrukcijo izračunajmo reakcije
paličja:∑

X = 0 → Ax + F = 0 → Ax = −F = −10 kN,∑
MA

y = 0 → −Fa− Fa− F 5a−Bz 6a = 0 → Bz = −7 F

6
= −14 kN,∑

Z = 0 → Az + Bz + F + F = 0 → Az = −5F

6
= −10 kN.

Sedaj konstrukcijo namišljeno razrězemo na dva dela in medsebojni vpliv obeh
delov nadomestimo s silami. Pri tem poskusimo narediti tak razrez paličja, da bo v
ravnotězni enǎcbi nastopila le neznana silaN1 (glej spodnjo sliko).

Iz momentne ravnotězne enǎcbe glede na tǒckoD za levi del konstrukcije dolǒcimo
neznano siloN1:∑

levi del

MD
y = 0 → −N1 a− F a + F a + Az 2 a = 0 →

→ N1 = 2Az = −20 kN.
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2. naloga

Trije kvadri lězijo na klancu, kot kǎze slika.
Zgornji kvader je pritrjen z breztežno in ne-
raztegljivo vrvico na nepomično steno. Pri
katerem najmanjšem kotuαmin kvadri niso v
ravnotězju?

G1 = 40N, G2 = 60N, G3 = 50N,
k1 = 0.4, k2 = 0.5, k3 = 0.45.

Rěsitev: Gibanje kvadrov se lahko zgodi na tri načine:

• zdrsne samo srednji kvader, spodnji in zgornji pa ostaneta pri miru. Izoliramo
zgornji in srednji kvader ter vpliv okolice nadomestimo s silami, kot kažeta
naslednji sliki. Nato zapišemo ravnotězne enǎcbe za oba kvadra.
Zgornji kvader: Srednji kvader:

Ravnotězni enǎcbi za zgornji kvader:

G1 cos α−N1 = 0,

G1 sinα + F1 − T = 0.

Ravnotězni enǎcbi za srednji kvader:

G2 cos α + N1 −N2 = 0,

G2 sinα− F1 − F2 = 0.

Poleg tega lahko zapišemoše neenǎcbi, ki povezujeta silo trenja in normalno
sila v stiku med kvadroma:

F1 ≤ k1 N1, F2 ≤ k2 N2.

S tema neenǎcbama dolǒcimo najvěcji sili F1 in F2, da še ne pride do zdrsa
med kvadri oziroma zdrsa srednjega kvadra glede na spodnji in zgornji kvader.
Rěsitve opisanih enǎcb oziroma neenǎcb so:

N1 = G1 cos α,

N2 = (G1 + G2) cos α,

F1 ≤ k1 G1 cos α,

F2 ≤ k2 (G1 + G2) cos α,

0 ≤ (k1 G1 + k2 (G1 + G2)) cos α−G2 sin α.

Iz zadnje neenǎcbe izrǎcunamo:

tgα ≤ k1 G1 + k2 (G1 + G2)
G2

= 1.100 → α ≤ 47.7◦.
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• Skupaj zdrsneta spodnja dva kvadra. V tem primeru lahko spodnja dva kvadra,
ki se premikata skupaj, vzamemo kot eno telo, zgornji pa kot drugo. Izoliramo
torej zgornji kvader in spodnja dva, ter vpliv okolice nadomestimo s silami, kot
kažeta spodnji sliki.

Zgornji kvader: Spodnja dva kvadra:

Ravnotězni enǎcbi za zgornji
kvader:

G1 cos α−N1 = 0,

G1 sinα + F1 − T = 0.

Ravnotězni enǎcbi za spodnja kvadra:

(G2 + G3) cos α + N1 −N3 = 0,

(G2 + G3) sin α− F1 − F3 = 0.

Poleg tega lahko zapišemoše neenǎcbi, ki povezujeta silo trenja z normalno
sila v stiku med kvadroma in v stiku med kvadrom in podlago:

F1 ≤ k1 N1, F3 ≤ k3 N3.

S tema neenǎcbama dolǒcimo najvěcji sili F1 in F3, da še ne pride do zdrsa
med kvadroma oziroma zdrsa spodnjih dveh kvadrov glede na podlago. Rešitve
opisanih enǎcb oziroma neenǎcb so:

N1 = G1 cos α,

N3 = (G1 + G2 + G3) cos α,

F1 ≤ k1 G1 cos α,

F3 ≤ k3 (G1 + G2 + G3) cos α,

0 ≤ (k1 G1 + k3 (G1 + G2 + G3)) cos α− (G2 + G3) sin α.

Iz zadnje neenǎcbe lahko dolǒcimo kotα, pri katerem so kvadrǐse v ravnotězju:

tgα ≤ k1 G1 + k3 (G1 + G2 + G3)
G2 + G3

= 0.759 → α ≤ 37.2◦.
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• Pri věcanju nagiba zdrsne le spodnji kvader, zgornja dva pa obmirujeta. Izoli-
ramo zgornja dva in spodnji kvader ter vpliv okolice nadomestimo s silami, kot
kažeta naslednji sliki. Nato zapišemo ravnotězne enǎcbe za oba kvadra.

Zgornja dva kvadra: Spodnji kvader:

Ravnotězni enǎcbi za zgornja kvadra:

(G1 + G2) cos α−N2 = 0,

(G1 + G2) sin α + F2 − T = 0.

Ravnotězni enǎcbi za spodnji kvader:

G3 cos α + N2 −N3 = 0,

G3 sinα− F2 − F3 = 0.

Poleg tega lahko zapišemoše neenǎcbi, ki povezujeta silo trenja z normalno
sila v stiku med kvadroma in v stiku med kvadrom in podlago:

F2 ≤ k2 N2, F3 ≤ k3 N3.

S tema neenǎcbama dolǒcimo najvěcji sili F2 in F3, da še ne pride do zdrsa
spodnjega kvadra. Rešitve opisanih enǎcb oziroma neenǎcb so:

N2 = (G1 + G2) cos α,

N3 = (G1 + G2 + G3) cos α,

F2 ≤ k2 (G1 + G2) cos α,

F3 ≤ k3 (G1 + G2 + G3) cos α,

0 ≤ (k2 (G1 + G2) + k3 (G1 + G2 + G3)) cos α−G3 sinα.

Iz zadnje neenǎcbe lahko izpeljemo:

tgα ≤ k2 (G1 + G2) + k3 (G1 + G2 + G3)
G3

= 2.350 → α ≤ 66.95◦.

Iz opisanega sledi, da so kvadri v ravnotežju do naklona klanca37.2◦. Pri tem ali
večjem naklonu klanca se bosta skupaj premaknila spodnja dva kvadra.
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3. naloga

Pri linijski konstrukciji na sliki izrǎcunaj osni sili v
palicah©1 in©2 !
a = 4m,
P = 10 kN.

Rěsitev: Nalogo najlǎzje rěsimo tako, da pri kons-
trukciji namǐsljeno prerězemo obe palici in namesto
njiju predpostavimo osni siliN1 in N2, kot je
prikazano na sliki.

Momentna ravnotězna pogoja glede na podporiA
oziromaB za levi in desni steber sta:∑

levi steber

MA
y = 0 →

→ −N1

√
2

2
2a−N2

√
2

2
a− P 3a = 0,∑

desni steber

MB
y = 0 →

→ N1

√
2

2
a + N2

√
2

2
2a = 0,

Rěsitev tega sistema enačb je:

N1 = −P 2
√

2 = −28.28 kN,

N2 = P
√

2 = 14.14 kN.
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4. naloga

Delavca enake višine nosita deblo dolžine 9m (L = 9 m) in teže 1.6kN (G = 1.6
kN), kot kǎze slika. DelavecA lahko nese najvěc 1.0kN, delavecB pa 0.8kN. Na
polovici poti se delavecB utrudi, zato se delavca premakneta tako, da je delavecA
polno obremenjen. Kako se lahko premakneta? Koliko je rešitev?

Rěsitev: V začetku nosi vsak delavec0.8 kN. Ko se delavecB utrudi, se delavec
A premakne zax proti sredini debla, delavecB pa deblo podpira na razdaljiy od
levega konca debla.

Zapǐsimo ravnotězne pogoje pri novem načinu nǒsenja:∑
Z = 0 → A + G + B = 0 → B = −G−A = −0.6,∑

MA
Y = 0 → −A x−G L/2−B y = 0 →

→ 1.0 x− 1.6 · 4.5 + 0.6 y = 0 →
→ x− 7.2 + 0.6 y = 0 → x = 7.2− 0.6 y.

Očitno je rěsitev neskoňcno, saj je lahkoy poljubno realnǒstevilo med 0 in 9 m,
medtem ko je vrednostx med 1.8 in 7.2 m. Fizikalno nesprejemljiva ješe vrednost
y = x = 4.5 m (oba delavca primeta deblo na sredini), ki sicer ustreza ravnotežnim
enǎcbam, a je ravnotězna lega v tem primeru nestabilna –že majhna sprememba
obtězbe bi povzrǒcila velike premike.
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