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Vibracijska analiza krmilnega sistema v dieselskem motorju

J. Avsec! in M. Oblak?

The vibrational analysis of diesel engine valve gear

Povzetek. V dieselskem motorju se pri projektiranju krmilnega sistema sreCujemo z velikim
Stevilom prepletajocih se problemov. Velike napetosti, ki so se pojavljale, so bile vzrok pretirane
obrabe droénikov na odmiéni gredi dieselskega motorja. Clanek opisuje vibracijsko analizo za nov tip
odmikala MULTICAM. Hkrati smo s pomocjo Runge-Kutta metode analizirali tudi vpliv
nelinearnosti ventilske vzmeti. S pomocjo novega tipa odmikala smo zmanjsali Hertzove tlake na
kontaktu med odmikalom ter dro¢nikom [1,2,3].

Abstract. In any diesel engine, valve gear design is often accompanied by a large numbers of
preplexing problems which have to be solved. In our case the problem is the big wear of exhaust cam
profile after 3000 h on the engine. The reason lies because of big stresses at the top of cam. This paper
describes the vibrational analysis of a new cam type MULTICAM. We have analyzed on the basis of
Runge-Kutta method the influence of nonlinearity of valve spring. With the new cam profile we
reduced the Hertz pressure on the contact between cam and cam follower.

1 Uvod

Osnovna naloga krmilja [1,2] je krmiljenje izpus$nih in polnilnih ventilov. Pri motorjih z
notranjim zgorevanjem ima krmilni sistem pomemben vpliv na potek moc¢i in momentov
kakor tudi na kemicno sestavo izpusnih plinov. Sile, ki so potrebne za krmiljenje so zelo
velike zaradi ogromnih pospeskov, ki se pojavljajo v krmilnem sistemu. Razen sil pa
povzro€ajo obrabo in poSkodbe krmilnega sistema tudi reaktivni reagensi ter visoke
temperature, ki se pojavljajo predvsem na izpusni strani.

Krmilni system v motorjih z notranjim zgorevanjem v tovornjakih in avtobusih je v
zadnjem desetletju dosegel velik napredek. Kljub temu je v vecini dieselskih motorjev Se
ostal klasi¢ni sistem krmiljenja kot je prikazan na sliki 1. V Otto motorjih se ze uveljavlja

! Doc. Dr., Univerza v Mariboru, Fakulteta za Strojnistvo
2 Red. Prof. Dr., Univerza v Mariboru, Fakulteta za Strojnistvo
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elektro-hidravli¢ni sistem za odpiranje ventilov v serijski proizvodnji. V dirkalnih motorjih
so v uporabi ventili krmiljeni s pnevmatskimi sistemi ali drugimi visoko sofisticiranimi
sistemi.

Ll Ll
Kl /!(Cl
AY
]
Kz cz
‘ z
—rrI”y
+s=s(t)

Slika 1: Krmilni diagram dieselskega motorja [1]

2 Obstojeci krmilni sistem

V naSem primeru smo s pomoc¢jo meritev na dieselskem motorju opazili veliko obrabo Se
posebej na izpusnem odmikalu [2]. Zato smo v ta namen razvili odmikala MULTICAM
izdelana posebej za na§ obstoje¢i krmilni sistem [3]. MULTICAM odmikala so razvita na
osnovi sedmih krivulj. Hkrati smo izbrali optimalne vrednosti koeficientov za dosego
najugodnejsih karakteristik in lastnosti opisanega motorja.

3 Vibracijski linearni dinamic¢ni model

Dinamic¢no analizo realnega krmilnega sistema lahko zapiSemo s pomocjo parcialnih
diferencialnih enacb. Resitev teh enacb je zahtevna naloga. Med razli¢nimi pristopi k resitvi
problema, smo uporabili model, ki ga lahko popiSemo s pomocjo treh navadnih
diferencialnih enacb drugega reda [4]. V tem matematicnem modelu so elementi krmilja
(glej sliko 2) predstavljeni s koncetriranimi masami, ki so medsebojno povezane z vzmetmi
brez mase s togostmi c¢;. Med posameznimi masami delujejo tudi dusilne sile z dusilnimi
konstantami b; Tudi rotacijsko gibanje nihalke je zamenjano s translatornim gibanjem.

Masa m, predstavlja maso dela odmicne gredi, ki pripada krmilnemu sistenu.

Za gibanje mase m; lahko zapiSemo naslednjo enacbo:
my Xy +mgXg + b (k) =%, )+ byXg e, (x; —x5)+epyxg (2)
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Xg =X, —h, 3)

kjer x; predstavlja dejanski dvig dro¢nika, h, pa predstavlja teoreti¢ni dvig dro¢nika, ki je
dolocen na osnovi oblike odmikala. Za maso m; lahko zapiSemo naslednjo enacbo:

My, + by (Xy = X3)+ cp (%o = x3)+ ¢ (x5 = xp)+ by (% —%)=0 “4)
Ko je dvig dro¢nika man;jsi od zra¢nosti v motorju h,, <h,, lahko zapiS§emo naslednjo enacbo:

m3X; ++by (X3 — %, )+ ¢ (x5 —x,)=0 4

V trenutku, ko postane dvig dro¢nika vecji od zra¢nosti v motorju (h, > h,) se vkljuci v
dinamiko krmilnega sistema tudi masa m4. Njej nasprotuje tako vzmetna sila F, kot tudi
plinska sila F, v valju motorja delujo¢a na ventile:

(my +my ks + (k3 =X o + (x5 = x) Jey +boX; +cox3 =—Fy —F 6))

g

Z ureditvijo enacb (2) in (3) lahko zapiSemo naslednjo enacbo:

(ml +m0)5i1 +bs()'(1 —X2)+ cs(xl —x2)+ b,X; +c,x, =m0ﬁp +epyhy (6)
Z ureditvijo enacb (4) in (5) dobimo naslednjo enac¢bo:

m3Ks +by (k5 =X, )+ ¢ (x5 —x5)+ boks +cox; =F (7
zah,<h,,m; =m;, b, =0,cq=0,F =0 (8)
zah,>h,, m; =m; +m4,b()*:0,c:<):c(),F*:—FO—Fg ©)

Oznaka x, (enacba 3) predstavlja pomik, oziroma deformacijo odmicne gredi. Vpeljimo v
system enacb (2-9) nove spremenljivke:

7,=X1- dejanski dvig dro¢nika,
7,- deformacija odmi¢nega droga, (10)
73- deformacija nihalke



Kuhljevi dnevi 2005

Slika 2: Predstavitev matemati¢nega modela

S pomocjo enacbe (10) lahko zapiSemo enacbe (2-9) v naslednji obliki:

X| =2y, Xg =X =2y =21 =72y, X3 =X) =X3=72] =2y —Z4 (11)
m; +m, 0 0 ||z by, by 0 Z,
m, -m, 0 Z,;+| 0 —bg by Zy o+
mi  —my —mi||z) by —by —(bh+by )|z
C,v G 0 z;| |mgh, +Cyh, (12
0 -cC, C, Zy b= 0
Co, -Gy —(cg +ck) Z4 F’
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Zapisimo enacbo (12) v matricni obliki:
Mz} + [Cliz) + [K Rz = {F: } (13)

Predstavljeno diferencialno enacbo lahko resimo z metodo konénih razlik.

{2 =[A]'({F}, - [Bl{z), - [Gliz}, ) (14)

(Al ) [ B[] vl [al=— s ] 5] (13

Za nedusSene sisteme lahko zapiSemo enacbo (12) v obliki, ki je primerna za reSevanje s
pomocjo Runge-Kutta metode.

Z) = 74,2y =Zs, 23 = Zg (16)
. -1 .
Z zy Z3

4 ReSevanje nelinearnega modela z metodo Runge-Kutta

V ¢lanku smo raziskovali tudi vplive nelinearnosti ventilske vzmeti. Vzmetna sila je
predstavljena v modelu z naslednjo enacbo:

F

spring = C01X+COZXrl (18)

Prvi ¢len v enacbi (18) je linearni ¢len, drugi ¢len pa popisuje nelinarno obnaSanje ventilske
vzmeti. S pomocjo enacbe (18) lahko zapiSemo model za uporabo Runge-Kutta numeri¢ne
metode:

Zy =Z4,2y) =Zs, Z3 = Zg (19)
zsp=M]"[{F}-[Ckz, { —[K]R 2, - 0 (20)
Zg zy Z3 COZ(ZI —Z _23)11
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5 Rezultati ter diskusija

Na osnovi predstavljenega vibracijskega modela lahko izra¢unavamo in analiziramo nekatere
zelo pomembne parametre. Pri konstruiranju in analizi odmikala smo Zeleli zmanjSati
napetosti §¢ posebej na vrhu odmikala. Zaradi omenjenih problemov smo uporabili lasten
model odmikala MULTICAM. Isto¢asno smo Zeleli analizirati vpliv nelinearnosti ventilske
vzmeti in analizirati deformacije, ki nastopajo pri omenjenem dinami¢nem modelu.

Slika 3 prikazuje deformacijo odmi¢nega droga (Z2), deformacijo nihalke (Z3), deformacijo
odmic¢ne gredi (ZBV) in celotno deformacijo mehanizma (ZSUM) s pomocjo metode
kon¢nih razlik. Slika 4 prikazuje deformacije dobljene s pomo¢jo Runge-Kutta 4 metode.
Sliki 5 in 6 pa prikazujeta dvig dro¢nika (Z1) in pomike analiti¢no izracunanih s pomocjo
Runge-Kutta metode za resitev nelinearnega modela za Cetrto stopnjo nelinearnosti. Slike (3-
6) so izradunane za $tevilo obratov ro¢i¢ne gredi n=500 min™'.

Kot je razvidno iz slik 3 in 4 se rezultati med obema numeri¢nima metodama zelo dobro
ujemajo. Sliki 5 in 6 pa nakazujeta da ima nelinearnost ventilske vzmeti majhen vpliv
velikost najvecjih pomikov in tudi na obliko frekvencnega spektra.

--Z22mm ———2Z3mm ------ ZBV mm

2 A

AN ;
VA v!! I? H[”'[ ”1”” Ty ’ 1 I
l
_005£ 60 HiH‘H ",é 1$0

ZSUM mm

0.25

©
—_
|

3

Deformacija (mm)

o
—_
|

-0.15 A
-0.2

o (stop)

Slika 3: Numeri¢ni rezultati dobljeni s pomocjo metode kon¢nih razlik
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=
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Slika 4: Numeri¢ni rezultati dobljeni s pomocjo Runge-Kutta 4 metode
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Slika 5: Dvig odmikala za primer nelinearnosti ventilske vzmeti Cetrtega reda
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Slika 6: Deformacije za nelinearnost ventilske vzmeti Cetrtega reda

6 Zakljucek

Clanek prikazuje vibracijsko analizo za nov tip odmikala MULTICAM. Predstavljeno
odmikalo je bilo razvito z namenom, da smo zmanjSali obrabo izpuSnega odmikala. Hkrati
smo s pomo¢jo modela analizirali vpliv nelinearnosti ventilske vzmeti. Konéni cilj raziskav
je ugotoviti pogoje in parametre, ki vodijo do kaoti¢nega obnasanja krmilnega sistema [5].
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Uporaba statistiCne mehanike v nanotehnologijah

J. Avsec! in M. Oblak?

The application of statistical mechanics for nanotechnology

Povzetek.  Clanek obravnava model izra¢una toplotne prevodnosti za nanostrukture s pomogjo
statisticne mehanike. V tem trenutku so nanofluidi izjemno zanimivo raziskovalno podroc¢je zaradi
veliko Se nepojasnjenih efektov. Analiti¢ni rezultati so primerjani z izmerjenimi rezultati in kazejo
relativno dobro ujemanje.

Abstract. The paper features the mathematical model of computing of thermal conductivity for
nanofluids. At that moment the study of nanostructures is very attractive study due to many unknown
phenomena. Analytical results are compared with experimental data and they show on a relatively
good agreement.

1 Uvod

Se pred enim ali dvema desetletjema so mnogi priznani strokovnjaki menili, da so modeli in
teorije klasi¢nega strojniStva v principu ze razviti in moznosti nadaljnjega razvoja povsem
iz¢rpane. To pomeni, da bo preostalo nam inzenirjem v prihodnosti samo podrocje "finega
brusenja" in prilagajanja modelov. Na sreco so se povsem zmotili. Nastejmo le nekaj
osnovnih novosti pri modeliranju oziroma pri uporabi in prenosu temeljnih znanj v
inZenirsko prakso.

1. Teorija kaosa je v podro¢ju celotne mehanike prinesla revolucijo, kakr§ne podrocje
strojniStva ni dozivelo ze dolgo Casa. Kar na enkrat so bili nelinearni Cleni v enacbah
izjemnega pomena. Do danes so uspeli s pomocjo teorije kaosa pojasniti in napovedovati
vecino problemov iz podrocja nelinearne mehanike, nekaj problemov kot je na primer
turbulence pa $e ni zadovoljivo resenih.

2. Nanomehanika in mikromehanika postajata iz leta v leto bolj pomembni v moderni
industriji. Ideje o nevidnih letalih, ¢rpalkah.. so danes realnost. Hkrati so se v moderni
mehaniki pojavili problemi, o katerih se nam prej Se sanjalo ni. V toku plina s premerom

! Doc. Dr., Univerza v Mariboru, Fakulteta za Strojnistvo
2 Red. Prof. Dr., Univerza v Mariboru, Fakulteta za Strojnistvo
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cevi nekaj nanometrov, se termodinamicne in transportne lastnosti plina zaradi velikega
vpliva povrsinskih efektov modelirajo povsem drugace. Tudi enacbe klasi¢ne hidromehanike
ne veljajo. Poleg temperature in tlaka postaja pomembna tudi Stevilo Knudsena. Eulerjeva
enacba daje slabe reultate skoraj v celotnem podrocju, Navier-Stokesova enacba pri Stevilu
Knudsena 0.1, Burnettova ena¢ba pa pri §tevilu Knudsena 10. Ce pa Zelimo analizirati prosti
molekularni tok v mikro in nanokanalih se moramo posluziti neravnotezne mehanike in
originalne Boltzmannove enacbe. V tem primeru lahko izracunavamo hidromehanske
probleme v celotnem obmoc¢ju Knudsena, temperatur in tlakov.
3. Nanofluidi izjemnih lastnosti postajajo gospodarsko vse bolj pomembni. Zaenkrat se
posluzuje pri modeliranju nanodelci-fluid empiri¢nih meSalnih pravil, ki pa dejansko ne
obravnavajo bistva. Poleg nanofluidov prodira v inZenersko prakso tudi uporaba nanotub, ki
imajo Se boljSe lastnosti.....
4. Neravnotezna mehanika bo prinesla revolucijo v podro¢ju modeliranja neravnoteznih
pojavov. Danes teorija Se ni v celoti analiti¢no reSena. Teorija Boltzmanna je osnova teorije,
vendar do danes Se niso razviti analiticni postopki za ve¢-atomne molekule in za sisteme v
podro¢jih velikih gostot. S pomocjo teorije neravnotezne mehanike bomo lahko v
prihodnosti resevali probleme mehanike fluidov in termomehanike v strojniStvu na povsem
drugacen nacin kot jih danes.

Toplotno prevodnost v sploSnem lahko popiSemo kot A s komponentamiis Ajj
(1,j=x,y,z) in i-ta komponento toplotnega toka q; lahko popiSemo s pomocjo Fourirerjevega
zakona [1]:

3
q; = _Z/lij (VT)J‘ (1
p=

Za snovi kjer je A; z lastnostmi kubine simetriCnosti je tenzor toplotne prevodnosti
diagonalen (A;i=A and Ajj—oko i#j). V tem primeru je toplotni tok vzporeden s temperaturnim
gradientom in enacba (1) postane skalarne oblike.

2 Analiti¢ni model za izracunavanje toplotne prevodnosti v teko¢inah
S pomocjo statisticne neravnotezne mehanike [2,3] lahko izrazimo toplotno prevodnost A,
viskoznost 1 in dilatacijsko viskoznost «:

2k°T

3m

A= [A,A] n:%kT[B, B], x=kT[[,T], ()
kjer so A,B in I zapletene skalarne, vektorske in tenzorske funkcije. V predstavljenem
¢lanku je uvedena predpostavka da so pri ne zelo visokih temperaturah zasedena samo
osnovna vibracijska stanja ter da trki med rotirajo¢imi molekulami izmenjajo le nekaj
kvantov energije, torej je vpliv rotacije molekul okoli svojih glavnih osi majhen. Clanek
zajema sisteme vecC-atomnih molekul za izracun viskoznosti in toplotne prevodnosti. S
pomocjo Boltzmannove enacbe lahko s pomocjo teorije, ki obravnava majhne temperaturne
in hitrostne gradiente v sistemu molekul, izra¢unamo viskoznost 1, in toplotno prevodnost Ay
za idealne pline:
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3)

2 2
5KT 3 (@) 7 25kTC 2(0®) 7
Mo = 1 Ao ’

o | 49 atY 2 TleMa®) | 21l a®Y 2

v enacbi (3) predstavlja M molekulsko maso snovi, Q" pa je transportni integral trka. Za
primere zapletenih medmolekularnih potencialov ne obstajajo analiti¢ne reSitve integralov
trka. V tem primeru se posluzimo numeri¢nih simulacij in interpolacij. V naSem primeru smo
uporabili interpolacijo za Lennard-Jonesov medmolekularni potencial [2]:

Q(l’s) _ A n C E G

+ +

T*B exp(DT*) exp(FT*) exp(HT*)
Enacba (4) vsebuje 12 koeficientov (A, B, C, D, E, F, G, H, R, S, W, P) za 16 razli¢nih
integralov trka. V predstavljenem ¢lanku smo uporabili Chung-Lee-Starlingov model [3] za
dolocevanje viskoznosti in toplotne prevodnosti. Predstavljene enacbe so dobljene s pomocjo
kineti¢ne teorije plinov in korelacij z izmerjenimi rezultati. V korelacijah uporabljamo
acentrini faktor o, reduciran dipolni moment p, in asociacijski parameter «, ki je rezultat
prisotnosti vodikove vezi med atomi v molekulah. ZapiSimo viskoznost v razred¢enih

sistemih:
VMT

no(T)=26.69579-1077 WF (5)

*B . *W
+RT sin(ST —P). 4)

Koeficient F. je doloCen na osnovi primerjave med analiticnimi rezultati in izmerjenimi
vrednostmi:

F, =1-0.27560+0.059035u % +« (6)

Pri vi§jih tlakih se enacba (5) razzsiri, tako da upoStevamo tudi vplive temperaturnih in
tlacnih polj na viskoznost:

nN=mg +MNp, (7
1
Nk znO[_+A6Yj’ ®
G,
Podoben postopek naredimo za toplotno prevodnost:
A=A +A,, %)
Ay =XO(L+B6Y}. (10)
H,

Za podrocje nizkih tlakov lahko zapiSemo toplotno prevodnost s pomocjo kineticne teorije
plinov:

n
Ao =3119.41[ﬁ0}v. (11)

kjer v predstavlja vpliv prispevka energije zaradi veCeatomnih molekul. V naSem primeru
smo uporabili teorijo Taxmana [2].
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*

0.2665 + +0.28288&

\ll — l + C* ¢ ZCOH ZCOH (12)
" gy 0:6366 1.061BC},

Z V4

(0.215-1.061B)

coll coll

kjer je Ci, je reducirana izohorna toplotna kapaciteta in Z,; imenujemo §tevilo trkov, ki je

definirano kot Stevilo, ki je potrebno za izmenjavo kvanta energije pri izmenjavi notranje
energije z translacijsko energijo. Za Stevilo trkov smo uporabili naslednjo aproksimacijo:

Z o1 =2.0+10.51. (13)
TC
Toplotne kapacitete smo izra¢unali s pomocjo ravnotezne statisticne mehanike Transportni
faktor B lahko izra¢unamo analiticno kot razmerje med viskoznostjo in produktom z
difuzivnostjo in gostoto. V nasem primeru smo uporabili korelacijsko funkcijo, ki je bila
dobljena s pomocjo faktorja acentricnosti o [1]:

B =0.786231-0.710907® + 1.31583w> , (14)
Za visje tlake je potrebno upostevati Se:
1/2 1/2
T
Ay = 0.1272[—°j % B,Y’H, T (15)
M Vi T,
kjer je A, v W/mK.
1 1
H, ={B;[1-exp(-B,Y)|—+B,G, exp(B:Y )+ B;G 16
2 {1[ p(-B, )]Y 2Gy exp(BsY)+B; 1}BlB4+B2+B3 (16)

Konstante B;-B; so linearne funkcije faktorja acentricnosti, reduciranega dipolnega
momenta in asociacijskega faktorja.

B; = by (i) + b, ()o+b,()u,* +bs (), i=1, 10 (17)

3 Izracun toplotne prevodnosti v trdnih snoveh

Za izraun toplotne prevodnosti v trdnih snoveh sta najpomembnejSa dva prispevka,
prispevek toplotne prevodnosti zaradi elektronov in fononov.

A=hy Ay (18)

Se posebej v kovinah je glavni izvor prenosa elektriénega in toplotnega toka mnozica
prevodniskih elektronov. V kvantni mehaniki je nihanje atomov v kristalni mrezi
kvantizirano, podobno kot je kvantizirano elektromagnetno valovanje. Kvantom
elektromagnetnega valovanja (fotonom) ustrezajo kvanti mreznega nihanja (fononi). Za
fonone velja Bosejeva porazdelitev. Vpliv fononov na velikost toplotne prevodnosti je Se
posebej velik pri vseh nekovinah.
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Prispevek elektronov k toplotni prevodnosti

Osnovni izraz za toplotno prevodnost A, lahko izraCunamo s pomocjo teorije za elektronski
plin

1

el

kjer je cq specificna toplota elektronskega plina, n je Stevilo prevodnih elektronov v
doloCenem volumnu, v je hitrost elektronov in I, je elektronska srednja prosta pot. V
predstavljenem clanku smo za izracun toplotne prevodnosti zaradi elektronov uporabili
model Eliashberga [3].

1 (4n) O ho/ kT
—_— 5 X X
a LyTw 0 [exp(hm/ kpT - 1)][1 - exp(— hm/kBT)]

2 2
1—%[ o J octrzF(co)+i[ o J octrzF((o) do

kT

(20)

S pomocjo Einsteinovega modela za popis obnasanja fononov lahko na osnovi enacbe (20)
izpeljemo naslednjo enacbo [3]:

1 A (0.) 1 A
— —k.C, (T/o 24| 2] [3-2 21
7\4@1 E har( E{B ( T j 27'52 ( Bj:l ( )

V enacbi (21) predstavlja kg konstanto, O Einsteinovo temperaturo in Cp,, specifi¢no toploto
za Einsteinov model:

(OEJ
0 2 €Xp T
Cmt=3NkBT(Ji] 5
! ex G—E -1
Plr

Motokabbir and Grimwall (1981) sta raziskovala omenjeno enacbo in ugotovila, da je
razmerje A/B skoraj v vseh primerih priblizno 1.

(22)

Prispevek fononov k toplotni prevodnosti

V izotropni trdnini lahko izraGunamo toplotno prevodnost kot integral:

N wmax
Apn = v v g2 J‘t(wﬁ((o)F(w)dw (23)
0
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Za podrocje nizjih temperature lahko s pomocjo kvantne mehanike izpeljemo naslednjo
enacbo:

0

Ao =g exp[— —Dj (24)
T

kjer je Ao is the konstanta. Za visoke temperature (T>>0p) nam kvantna mehanika daje

naslednjo resitev:

B MQ,'"’k;’0,’°

}\( =
ph (2n)3 h3y2T

(25)

kjer predstavlja B brezdimenzijsko konstanto, , Q, imenujemo atomski volumen in ¥y
Griineisen konstanto. Povezavo med Einsteinovo in Debyevo temperaturo lahko zapisemo z
naslednjo enacbo:

0. =(0.72..0.75)0 (26)

4 Izracun toplotne prevodnosti v nanostrukturah

V zmeh ki jih tvorijo nanodelci s tekoCinami se pojavljajo razlicni Se ne povsem raziskani
vplivi kot je na primer: mikronsko gibanje delcev, tudi povrSinske lastnosti mikrodelcev
lahko bistveno prispevajo k prenosu toplote v nanofluidih. Kot so pokazali eksperimentalni
rezultati je toplotna prevodnost v nanofluidih odvisna od volumske koncentracije delcev v
void in to mnogo bolj kot je to pridelcih , ki so ve¢ji od 15 nanometrov. Hamilton in Crosser
(HC) sta razvila model in teorijo za dvofazne zmesi v odvisnosti od volumske koncentracije
delcev:

, :xo{k" +n-1hg —(n -2, xp)}

dp +(n =1y +alhg =2, )

(26)

kjer A predstavlja toplotno prevodnost zmesi, A je toplotna prevodnost kapljevine, A, je
toplotna prevodnost delcev, o je volumska koncentracija delcev in n imenujemo factor
oblike, ki je podan z naslednjo enacbo:

n=— 27
¥
V enacbi (27) imenujemo koeficient y is sfericnost. Volumska koncentracija delcev o je
definirana z naslednjo enacbo:

\A on

a=———=n—d,
Vo+V, 6

’ (28)

kjer predstavlja koeficient n Stevilo delcev v volumnu in d,, je povprecni premer delcev.

HC model daje zelo dobre rezultate za dvofazne zmesi kjer je premer delcev vecji kot 15nm.
Danes obstaja v svetu veC teorij zakaj prihaja pri delcih, kateri imajo povprecni premer
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manjsi kot 15 nm do izjemnega skoka v toplotni prevodnosti. Mi smo uporabili model, kjer
okrog nanodelcev prihaja do tvorbe mejne plasti, ki je debela nekaj nm. Ni Se popolnoma
raziskano, kak$ne termomehanske lastnosti ima omenjena mejna plast.

Q0000
elolelelo

g $‘~x
gy e g g, R,
Sleiololo
sl R G e
L0000

i

Slika 1: Tvorba mejne plasti v nanofluidih

Uporabili smo model, da ima omenjena mejna plast nekoliko drugacne lastnosti kot
nanodelci. V ta namen smo uporabili teorijo Xue-ja [4], ki je razvil model na osnovi
Maxwellove teorije in povprecne polarizacijske teorije.

L) Ahy el Aok A=k, i
{é Mj2x+xo+h{x+Blgum—x)+42x+0—BMXLW—K)—0 29)

(S

(1 -B,; )}‘1 +B, A, - BZ,j}\‘r(}\‘Z - 7‘1)
Ppredpostavili smo, da ima na$ nanodelec elipticno obliko in toplotno prevodnost A, z
dimenzijami (a,b,c). Elipticna mejna plast pa ima toplotno prevodnost A; in debelino mejne

plasti t. V enacbah (30) in (31) je A, povprecni toplotni tok [3]. V predstavljenem clanku je
uvedena predpostavka da so vsi nanodelci majhne kroglice z enakimi premeri.

c,j — ™1

(30)

5 Rezultati in diskusija

Slika 2 prikazuje izracun toplotne prevodnosti s pomocjo statisticne mehanike za baker in
etilen glikol. Primerjava anali¢nih rezultatovz eksperimentalnimi rezultati [3] kaZe na zelo
dobro ujemanje [3].

1000

100 -

——— baker

-
o
!

- - -= - - - Ftilen glikol

1

283..293..303..343..323..333..343

Toplotna prevodnost (W/mK)

0.1

Temperatura (K)

Slika 2: Izracun toplotne prevodnosti za baker in etilen glikol
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Slika 3 prikazuje primerjavo med izmerjenimi rezultati ter analiticnim izraCunom, ki je
dobljen an osnovi statisticne mehanike in Xue modela (AOX). Hkrati je prestavljen tudi
izracun za Hamilton-Crosserjev model (HC). Kot pokaze slika 1 daje HC model povsem
napacne rezultate. Uporabljeni X model pa daje rezultate, ki kazejo na zelo dobro ujemanje
med analiti¢nimi rezultati in izmerjenimi vrednostmi.

1.5 /

1.4

1.3 -- & --HC
—8—AOX

12 ——Exp

Razmerje toplotne prevodnosti (-)

0.01 0.02 0.03 0.04

Volumska koncentracija nanodelcev

Slika 3: Toplotna prevodnost za zmes etilen glikol+nanodelci pri 303 K.
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Nekateri modeli trenja pri kotaljenja togih teles po ravnini
M .Batista’

Some Models of Friction in the Rolling Motion of a Rigid
Body on the Plane

Povzetek. Prispevek obravnava nekatere modele kontakte sile in moment pri kotaljenju
togega telesa po ravnini. Podan je teoreti¢en okvir izpeljave razlicnih modelov, ki temelji
na principih mehanike zveznih snovi. Numeri¢ni primer obravnava gibanje rotacijskega
elipsoida.

Abstract. This article discusses some models of contact force and moment in rolling of
a rigid body on the plane. As theoretical framework of modeling the principle of
continuum, mechanics are used. Numerical example shows the rolling of rotational
ellipsoid.

1 Gibalne enacbe

Gibanje togega telesa uravnavata zakona o gibalni in vrtilni koli¢ini. V primeru, ko se telo
kotali po vodoravni ravnini, ju zapiSemo v obliki ([5],[6])

dv d
md—tcz—mgk+F d—LtccherxFJrM (1)

pri ¢emer je g zemeljski pospeSek, M masa telesa, R. lega masnega srediSca telesa v

R

inercialnem sistemu, V. = hitrost masnega srediS¢a telesa, L. =J.-® vrtilna koli¢ina,

J. vztrajnostni tenzor telesa glede na masno srediSe, ® kotna hitrost, r, lega dotikalis¢a
telesa z ravnino, F in M pa sta reakcijska sila in moment podlage (slika 1).

! Univerza v Ljubljani, Fakulteta za Pomorstvo in Promet
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Slika 1: Telo na ravnini

Hitrost dotikaliS¢a v, je doloCena z Eulerjevim izrazom
Vo =V +@xT, 2)
Dotik telesa z ravnino doloca kinemati¢na omejitev
K-V, =0 3)

Pogoj (3) omogoca izracun vertikalne komponente sile podlage
FZsk-F=mg+m%(k-vc)=mg—m%(k-mxrp) 4)

Dotik telesa z ravnino se ohranja dokler je F, >0 .K enacbam (1) dodamo Se energijsko
enacbo, ki se glasi
dE

E:VP'Ft+0)'M (5)
. . o L. mv.-v, .. .
pri ¢emer je E= 3 + +mgR.-k celotna mehanska energija telesa in
F =kx ( F x k) torna sila. Ker celotna energija ne more narascati veljata omejitvi

v,-F <0 ®-M<0 (6)
Enacbi (1) omogocata skupaj s kinemati¢nimi enacbami, ki podajajo zvezo med koti, ki
popisujejo orjentacijo telesa in kotno hitrostjo, izraCun neznanih kotov, lege R. in hitrosti
V. ter . V primeru Cistega kotaljenja, ki je definirano s pogojema v, =0 in M =0, je iz

dv,
(2) vo=r,xw, iz prve izmed (1) pa F =mgk+md—tc. Sila podlage je na ta nacin

dolocena, celotna naloga pa je resljiva v okviru dinamike togega telesa. V primeru
spodrsavanja pa sta tangencialna komponenta F in M neznanki, ki ju dolocata konstitutivna
zakona ([6]).
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3 Konstitutivne enacbe

Po nacelu enakopravne zastopanosti ([8]) sta sploSna konstitutivna zakona F, = lft (rP,VP,(o)

in M=M (,Vp,®). Za dologitev oblike iskanih funkcij opustimo predpostavko absolutne

togosti teles. Na ta nacin sta reakcijska sila in moment v dotikaliscu posledica napetosti
p=on+7t, ki deluje na majhnem, od geometrije telesa neodvisnem, obmocju dotikalisca

Q= {p| a( p,t) > O} . Pri tem sta o normalna napetost in t vektor strizne nepetosti.
Reakcijska sila F in moment M sta v tem primeru definirana
F=[pdA=[ondA+[tdA
Q Q Q
(7
M EJ.px pdA=jp><oﬂdA+_[p><‘tdA
Q Q Q

V nadaljevanju predpostavimo, da je obmocje dotikali§¢a, priblizno ravno t.j. da priblizno
velja N=K in p-k =0.V tem primeru lahko silo podlage F razstavimo v smeri normale

na ravnino in smeri ravninev obliko F = F,k + F, pri ¢emer sta

F, =k -Ian dA normalna reakcija

’ | (8)
F= I tdA torna sila

Q

Podobno razstavimo moment podlage v obliko M =M, + M,k , pri ¢emer sta

M, = J pxondA  kotalni moment
Q

| ©)
M, =k -Ip xTdA vrtalni moment
Q

Nadalje predpostavimo, da je normalna napetost & konstantna. Iz (8) sledi v tem primeru

sz (10)

Dodajmo Se, da je porazdelitev hitrosti na obmocju Q podana z obrazcem V=V, +®xp.
Ce to hitrost razstavimo v dve smeri kot V=V, +V,k, pri éemer je v, drsna komponenta
hitrost , ter podobno ®=w, + @,k , pri ¢emer je ®, kotalna komponenta kotne hitrost, ter
upoitevamo pogoj dotika K-V, =0 in predpostavko p-k =0, dobimo

V. =Vp +o,Kxp v,=k-v=k-o xp (11)

3.1 Kotalni moment

Z upostevanjem navedenih predpostavk je kotalni moment
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MtzajpdAxkzFZpOxk (12)
Q

pri Cemer je p, EXJ‘ pdA geometrijsko sredis¢e obmocja dotikaliéa Q. Ce to sovpada s
Q

dotikaliS¢em potem je p, =0 in posledi¢cno M, =0.

V primeru kotalnega momenta se pogoj (6) glasi ®,-M,<0. Z upoStevanjem (12) in
omejitve F, >0 dobimop,xKk-®, <0. Najpreprostejsi model kotalnega momenta, ki
zados¢a navedeni omejitvi dobimo, ¢e predpostavimo p,xk =—-K-®,, pri ¢emerer je K
pozitivno definitni tenzor kotalnega upora. Ker je p,-k=0 je p, =—kx K -@,. Ce je tenzor
K izotropen, tj. K=x1 potem je p,xk=—py, o, in p,=—p.Kxo,. Navedeni model
vkljucuje kot poseben primer klasi¢ni zakon kotalnega momenta, ki ga zapiSemo v obliki

(Dt
M, = gt F, o (13)

o

pri cemer ima parameter g, dimenzijo dolzine. Drug enostaven primer kotalnega momenta

pa dobimo, ¢e predpostavimo, da je proporconalen kotalni hitrosti (viskozno kotaljenje)

(14

V tem primeru ima parameter v, dimenzijo [L][s].

3.2 Torna sila in vrtalni moment

3.2.1 Suho trenje

V primeru suhega trenja privzamemo, da na obmocju dotikalis¢a velja Coulombov zakon
2D -
V
T=—po—, Vv, #0
v

|1:| < uo, v, =0

(15)

pri ¢emer je w1 >0 koeficient drsnega trenja, ki je odvisen od stanja sti¢nih povrsin. V
nadaljevanju privzamemo, da je koeficient trenja konstanten. V primeru V, # 0 sta torna sila
in vrtalni moment

Vv Vv
F=— —t dA M. =—k- F — uok-|p'x——dA 1
: #0£|Vt|d t pox F —po ipod (16)

pri ¢emer je p’'=p—p,. Gornja izraza kazeta, da v splosnem kotalni upor vpliva na torno silo

in vrtalni moment. V primeru, ko je |p0| < u dobimo
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F, :—ya.[ﬁdA M, =—yak-jpx|idA (17)
Qlt Q

v

Ce usmerimo koordinatni sistem v dotikali§¢u v smer drsne hitrosti tj. & je V, =V,i' ,

j’=kxi" in zapiemo p= p(cosai'+sina j'), potem lahko (16) prepisemo v obliko

V a) sino cosa
th_ﬂa(jv—d jp dej

Q |t| |t|
o [

(18)

1.0

0.8 /

RN / —F/WF) ||
K —=— MI/|uRF |
0.4

0.0

Slika 2: Normalizirana torna sila in vrtalni moment kot funkciji parametra u

V primeru ko je dotikalno obmocje krozno z radijem R se da integrale (18) izraziti z
elipti¢nimi funkcajami. Za prakti¢ne potrebe preprostejsa je izrazava v oblik vrst ([4])

ub v osu’ o 35’
u———————— u<l
F'=—uF, 8 64 1024 16384
1 1 5 35
T o2 4 6 8 ux1
8u”  64u” 1024u” 16384u
Fy'=0 (19)
2 u* 3ut su® 35U’
———t—+—+ + u<l
M, = —uF R& 3 2 32 384 8192
’ a1 1 3 5
—+ T+ =+ —+ u1
4u  48u 412u 2048u
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pri ¢emer je U Eﬁ. Graf (19) prikazuje slika 2. Zadovoljivo aproksimacijo (19) dobimo
a)Z

7 izrazoma

FlruF|1-e 2" | M, ~-2uRF,—1 (20)
3 14302 @
4

V primeru Cistega kotaljenja V, =0 in @, #0 je U=0 in posledi¢tno F/=0 ter

2 : : . . .
M, =§,uFZR. V primeru, ko pa sta V, #0 in @, =0 pa je U=o0 in torej F, =—uF, ter

M, =0.

3.2.2 Viskozno trenje

V primeru viskoznega trenja je vektor tangencialne napetosti T proporcionalen drsni hitrosti
'

t
T=-VoV, (21)
kjerj e v koeficien viskoznega trenja. Ce (21) vstavimo v (12) in upostevamo (11) dobimo
F =—VO'IVt dS =—vF, (v, + o,k xp,)
) 22)
M, Z—VGIpXVt dS =-vF, {k Py XVp + @, [pg +lAJ‘p'2dAﬂ
Q Q

Tudi v tem primeru sta torna sila in vrtalnii moment odvisna od kotalnih lastosti. Ce pa je
|p0| < v se (22) poenostavi

Ipsz
F=-vFv, M, =-vFo,2 A (23)

2
Za krozno obmocja z radijem R je lA-[ pszzR?. V tem primeru sta torna sila in vrtalni
Q

moment podana z izrazoma

F=—VvFV, M =—v——0 (24)

-22 -



Kuhljevi dnevi 2005

4 Primer

Za prakticni preskus smo izvedli numeri¢no simulacijo kotaljenja rotacijskega elipsoida z
razmerjem osi a/b=1.5 ([7]) v primeru suhega in vizkoznega trenja za katere smo izbrali

#=v=0.5 in R=0.2. Kot integracijski program smo uporabili podprogram DOP835 ([3])

pri katerem sta bili absolutna in relativna toleranca ATOL =RTOL =10"". Od ni¢ razli¢ni
zacetni pogoji integracije so bili naslednji (za pomen oznak glej [1]):

Vo =2x107° v, =7x107 6=10" @, =10" ,=2x10" Q=102

Rezultate simulacije prikazujejo slike 2,3,4 in 5.

26.200

Slika 3: Racunalniska simulacija gibanja elipsoida v primeru suhega trenja

35
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Slika 4: Sled sti¢ne tocke
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Slika 6: Potek normalne reakcije in celotne energije.
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Eksperimentalno ovrednotenje novega statisticnega modela
krhkega loma nehomogenih materialov

B. Bezenlv’ekl Z. Ren' J. Flasker' in J.W. Hancock’

Experimental evaluation of a new statistical model
for brittle fracture of heterogeneous materials

Povzetek. V prispevku je ovrednoten nov statisticni model krhkega loma nehomogenih
materialov z uporabo namenskih preizkusov, v katerih je bila vzpostavljena zvezna
prostorsko spremenljiva napetost tecenja in lomna zilavost materiala. V primerjavi z
homogenimi konfiguracijami je izmerjena lomna zilavost za nehomogene konfiguracije
vi§ja ob izbrani verjetnosti porusitve. Simulacijski izracuni novega statisticnega modela
se ujemajo z eksperimentalnimi meritvami in dajejo podlago nadaljnjemu razvoju
modela.

Abstract. A new statistical model for brittle fracture has been experimentally verified
using standard and customized fracture mechanic specimens. A procedure where a
temperature gradient was established along a length of a bend bar was used. This gives
spatially graded mechanical properties across the specimen. Amplified values of fracture
toughness values were measured on the temperature graded configuration and these are in
agreement with the predictions from the new model.

1 Uvod

Nehomogeni materiali se v praksi pogosto uporabljajo za izpolnitev zastavljenih fizikalnih,
mehanskih in ekonomskih zahtev. Tipicen primer uporabe nehomogenih materialov so
zvarni spoji v kovinskih konstrukcijah. Navkljub izpopolnjeni varilni tehnologiji se zvarni
spoji razlikujejo po kemicni sestavi in mikrostrukturi od osnovnega (varjenega) materiala.
Posledica takSne nehomogenosti so razli¢ne fizikalne in mehanske lastnosti posamezne
mikrostrukturne faze, ki sestavlja zvarni spoj, in s tem neizbeZzen vnos makroskopske
nehomogenosti v konstrukcijo.

! Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojnistvo, Maribor, Slovenija
2 University of Glasgow, Faculty of Mechanical Engineering., Glasgow, Velika Britanija
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Za zagotovitev strukturne celovitosti varjene konstrukcije v prisotnosti razpok se uporabljajo
standardizirani udarni (Charpy) ali lomno-mehanski preizkuSanci, z razpoko ali zarezo v
varnem materialu. Rezultati so obicajno interpretirani v obliki udarne energije ali lomne
zilavosti, ovrednotene preko J-integrala ali odprtja konice razpoke (parameter CTOD).
Vendar pa lomni proces v temperaturnem obmocju zilavo-krhkega prehodnega podrocja in
zilavega loma vrednoti celoten varni spoj, preko vseh prisotnih mikrostrukturnih faz.
Rezultati tak$nih testov so tako navidezne (ang. "apparent") vrednosti lomne zilavosti in ne
predstavljajo vrednosti lomne Zilavosti za izbrano mikrostrukturo (Sumpter [1]).

Izmed verjetnostnih modelov, uporabljenih pri zagotovitvi strukturne celovitosti v prisotnosti
razpok, se pogosto uporablja tako imenovani lokalni pristop (Beremin [2]). Pristop temelji na
principu najSibkejSega Clena v verigi: fronta razpoke dolzine s ali, ekvivalentno, tro-
dimenzionalno napetostno polje z volumnom V pred konico razpoke, se razdeli na statistiéno
enakovredne segmente. Za poljuben segment V, je verjetnost porusitve ob napetosti G
opisana z dvo-parametri¢no Weibull-ovo verjetnostno funkcijo P, (Weibull [3]):

P (o) =1-exp —(Gi} (1)

u

kjer je o, poljubna konstanta z dimenzijo napetosti in m Weibullov modul, ki opisuje
zanesljivost materiala. Porusitev fronte razpoke, sestavljene iz V/V, volumskih segmentov,
sledi neposredno iz porusitve najSibkejSega segmenta. Pripadajoca verjetnost porusitve tako

sledi v obliki (Freudenthal [4]):
P=1-exp —l(i] =1-exp —(G—WJ )
V,\oc c

0 u u

Beremin je izhajal iz stali$ca, da je porusSitev v okviru statisticne mehanike loma odvisna od
lokalne napetosti v procesnem obmocju v okolici razpoke, t.i. Weibull-ove napetosti c,. Le-
ta pa je odvisna od velikosti procesnega obmocja V in zanesljivosti materiala m v obliki:

dv
o, =|(c)" — 3)
i Yov,

Pri lokalnem pristopu se G, pojavlja kot lokalni lomni parameter, neodvisen od globalne
geometrije in nac¢ina obremenitve. V trenutku loma je o, enaka tako v laboratorijskemu
preizkusancu kot na realni konstrukciji in se lahko uporablja kot lomnomehanski parameter.

Pomankljivost enacbe (2) je v tem, da vsebuje dva neodvisna prosta parametra, ki ju je tezje
dolociti na enoviti bazi podatkov. Minami et al [5] so predstavili postopek za dolocCitev obeh
konstant, vendar se je izkazalo, da njihov postopek ne daje enoli¢nih vrednosti. V novejsem
¢asu se za dolocitev konstant m in o, uporablja postopek, kjer je napetost o, doloCena na
dveh razli¢nih laboratorijskih preiskuSancih, pri cemer je eden v stanju visoke omejitve (ang.
constraint) in drugi v stanju nizke omejitve plasticnega tecenja (Gao et al [6]).
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2 Nov statisti¢ni model za vrednotenje celovitosti nehomogenih materialov

Bezensek et al [7,8] so predstavili nov pristop k vrednotenju strukturne celovitosti v Zilavo-
krhkem prehodnem obmodcju z uporabo lokalnega pristopa, ki temelji na Bereminovem
statisticnem modelu krhkega loma. V nasprotju z obstojeCim Bereminovim pristopom
dopusca nov model lokalno prostorsko spremenljivo trdnost, lomno Zilavost in zanesljivost
materiala in je primeren za vrednotenje loma nehomogenih materialov. Podrobnosti novega
modela so predstavljene v Bezensek et al [7,8]. KljuCen pristop novemu modelu je povezava
poljubne konstantne G, v enacbi (2) s povprecno trdnostjo volumna V,. V naslednjem koraku
se Weibullova napetost razdeli na parametre odvisne od obremenitve (J/c,) in na
brezdimenzijski parameter (Q2), ki zgolj opisuje strukturo napetostnega polja pred razpoko in
je neodvisen od obremenitve (Lei et al [9]). Povprecna trdnost volumna V se lahko opise s
povprecno vrednostjo Weibullowe napetosti oy. V trenutku loma je dosezena lokalna lomna
zilavost materiala, tako da velja:

1 J—

1 B\™ m2 2 1

G, = O — c," Jé“Qm 4)
LA+ T+,

kjer je o, napetost teCenja, J. lokalna lomna Zzilavost, E modul elasticnosti in B debelina
preizkusanca, I’ (1+#) pa predstavlja Gamma funkcijo. S tem se verjetnost loma

nehomogenega materiala v prisotnosti razpoke lahko zapise v obliki:

P, =1-exp —[J GS_IIZQ(EJ_ dV]w (5)

Izraz (5) zajema vpliv prostorsko porazdeljene lokalne lomne zilavosti (ang. “Intrinsic
toughness”), napetosti teCenja ter zanesljivosti, ovrednotene z m.

3 Eksperimentalne meritve

Za vrednotenje novega modela krhkega loma je bila pripravljena baza podatkov, ki vsebuje
lomno Zzilavost za homogeni in nehomogeni material. Material je nizkooglji¢no jeklo En32
po Britanskem standardu. Lomnomehanski podatki so bili izmerjeni na Stiri-tockovnih
upogibnih preiskusancih dimezij BxWxL = 11x24x120(370) mm, z razpoko dolzine a/w =
0.5 v temperaturnem obmocju krhkega loma ob znatni plastifikaciji pred porusitvijo. Izmed
mehanskih velicin sta bili med testom merjeni sila in odpiranje ustja razpoke. Na osnovi teh
vrednosti je bil doloCen J-integral preko dekompozicije na elasti¢ni in plasti¢ni del, kjer
elasticni del sledi iz faktorja intenzitete napetosti:

J, =K} /E/(1-Vv?) (6)

CMOD

Iz opravljenega plasticnega dela za odprtje ustja razpoke (A

) sledi plasticna

komponenta J-integrala v obliki:
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T =n-AR? (7

Kalibracijska kostanta m je bila dolo¢ena iz numeri¢nega modela preizkusanca za testno
postavitev, predstavljenega v poglavju 4.

Za konfiguracije z nehomogenimi materialnimi lastnostmi so bili uporabljeni namenski
upogibni preizkusanci, vzdolz katerih je bila vzpostavljena temperaturna razlika. Slednja je
bila doseZena s segrevanjem enega konca in ohlajanjem nasprotnega konca preizkusanca. Pri
tem je bila deformacija preizkuSanca v vzdolzni smeri neovirana. Shema eksperimentalne
postavitve je prikazana na Sliki 1. Posledica temperaturne razlike je vzpostavitev gradienta
mehanskih lastnostih: napetosti teCenja in lomni zilavosti, ki sta v feritnih jeklih nasprotnega
znacaja. Temperaturna porazdelitev je bila merjena na hrbtni strani preizkusanca, kjer je bil
merjen temperaturni gradient v obmo¢ju med 3.5 in 6.2 °C/mm. Termi¢na analiza
preizkuSanca z uporabo numeri¢nega paketa ABAQUS (HKS [10]) je bila uporabljena za
dolocitev realne temperaturne porazdelitve v neposredni okolici konice razpoke, saj je zaradi
omejenega prevoda toplote preko priprtih bokov razpoke prevod toplote lokalno povecan. V
radialnem obmocju do premera 0.5 mm pred konico razpoke, kjer je aktiven lomni proces, je
bil dolo¢en povpreéni temperaturni gradient 13.1 °C/mm.

Rezultati eksperimentalnega dela so predstavljeni na Sliki 2 v obliki kumulativne verjetnosti
porusitve v odvisnosti od izmerjene lomne Zilavosti. Baza podatkov vsebuje 11 vrednosti za
homogeno konfiguracijo in 9 vrednosti za nehomogeno konfiguracijo. Iz Slike 2 je razvidno,
da je povprecna lomna Zilavost nehomogene konfiguracije visja v primerjavi s homogeno
konfiguracijo ob izbrani verjetnosti porusitve.

Hladen
medij

Clip gauge

Slika 1: Shema eksperimentalne postavitve za testiranje nehomogenih konfiguracij.
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Slika 2: Kumulativna verjetnost porustive za izmerjene vrednosti in napoved ob
uporabi lokalnega pristopa.

Za izdelano bazo podatkov sta bila dolo¢ena povprecna vrednost in standardni odstopek, ki
znasata 39.2 N/mm in 18.8 N/mm za homogeno konfiguracijo ter 90.0 N/mm in 66.1 N/mm
za nehomogeno konfiguracijo.

4 Simulacijski izra¢uni

PreizkuSanci so bili modelirani z metodo kon¢nih elementov ob predpostavki dvo-
dimenzionalnega ravninsko deformacijskega stanja. Mreza kon¢nih elementov vsebuje 3550
elementov in je bila zgosc¢ena v okolici razpoke, kot prikazuje Slika 3. Konica razpoke je bila
modelirana z majhnim radiusom (5 pm). Uporabljena je bila teorija velikih deformacij.
Material se odziva linearno elasticno v obmocju pod napetostjo teCenja. Za vrednosti nad
napetostjo tecenja so bili uporabljeni izmerjeni plasticni deli krivulj napetost-raztezek,
pretvorjeni v dejansko napetost in deformacijo. J-integral je bil ovrednoten preko 40 kontur z
uporabo domain integral metode definirane v ABAQUS-u. Prostorsko spremenljiva napetost
teCenja je bila simulirana preko proste spremenljivke: vozlis¢ne temperature. Za
nehomogene konfiguracije je bila najprej izvrSena termi¢na analiza posamezne
konfiguracije, na osnovi katere je bilo dolo¢eno temperaturno polje za vsa vozlis¢a modela.
V naslednjem koraku je bila izvrSena strukturna analiza in rezultati termicne analize so
sluzili za dolocitev prostorske porazdelitve napetosti teCenja. Ob uporabi postprocesorske
rutine, zapisane v progamskem paketu Matlab®, je bila ovrednotena kumulativna verjetnost
porusitve preko vrednotenja enacbe (5). Pri tem je bila uporabljena vrednost Weibullovega
modula, doloCenega na testnih rezultatih, ki je blizu teoreticni vrednosti m=2, dolocCeni iz
vpliva velikosti preizkusanca na lomno zilavost (angl. "size effect") (Wallin [11]).
Prostorsko odvisna lomna Zzilavost (ang. “Intrinsic toughness”) je bila izmerjena s
standardnimi lomno-mehanskimi testi na homogenem materialu ob izbrani temperaturi.
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Slika 3: Mreza kon¢nih elementov v okolici konice razpoke.

Kumulativna verjetnostna funkcija, dolo¢ena z uporabo novega modela krhkega loma
nehomogenih materialov, je prikazana na Sliki 2 v odvisnosti od obremenitve, merjene preko
J-integrala. Razvidno je odli¢no ujemanje med eksperimentalnimi rezultati in simulacijskimi
izracuni za homogeni sistem. Majhne razlike za nehomogeni sistem med drugim nastopijo
zaradi relativno skromne baze eksperimentalnih podatkov in uporabe poenostavljenega
numeri¢nega modela.

5  Zakljucek

Nov model krhkega loma homogenih in nehomogenih materialov je ovrednoten na
standardnih homogenih in namenskih nehomogenih lomnomehanskih konfiguracijah. Za
slednjo je bil uporabljen postopek, kjer je bila vzpostavljena temperaturna razlika med
nasprotnima koncema jeklene palice in s tem dosezena posledi¢na razlika v napetosti te¢enja
in lomni Zilavosti. Ob izbrani verjetnosti porusitve ima nehomogena konfiguracija visjo
navidezno lomno zilavost v primerjavi s homogeno konfiguracijo. Napovedi simulacijskih
izracunov ob uporabi novega modela krhkega loma se ujemajo z meritvami. Predstavljeno
delo daje podlago nadaljnjemu razvoju novega modela krhkega loma, kjer bo upostevan
vpliv statisti¢ne porazdelitve kriticne mikrorazpoke (Bordet et al [12]). Predstavljen model
omogocCa tudi vzpostavitev povezave med vrednostmi lomne zilavosti posamezne
mikrostrukture (angl. "intrinsic toughness"), ki je materialna vrednost, in vrednostjo lomne
zilavosti izmerjene na celotni konstrukciji (angl. "apparent toughness") ob izbrani verjetnosti
porusitve. Slednja je pomembna za povezavo meritev med Charpy in lomno-mehanskimi
preizkusanci.
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Robustni kor€ni elementi za pl&Ce
U. Bohinc! in A. Ibrahimbegovi €2

Robust finite elements for plates

Povzetek. Predstavljena je daina 4-robnih kognih elementov za pkte, ki temelji na ‘Reissner-
Mindlinovi‘ teoriji plo&€. Interpolacije pomikov in zasukov so med seboj konsistentne in obaggo
odpravo stiznega blokiranja. Posebna primera iz predstavljengidewsta diskretni Kirchhoffov el-
ement (DQK) in element z nekompatibilnimi deformacijskimi oblikami. Programska koda je izpel-
jana avtomatino s programskim paketom AceGen.

Abstract. A family of quadrilateral plate finite elements based on ‘Reissner-Mindlin‘ theory is
presented. Interpolations of displacements and rotations are mutually consistent in order to avoid
shear locking. Two special cases from the presented family are discrete Kirchhoff element (DKQ)
and an element with incompatible modes. The computer code is obtained automatically by using
software package AceGen.

1 Uvod

Robustnost koénih elementov za pke se izkde predvsem pri analizi tankih @& Ce koreni
element temelji na ‘Reissner-Mindlinovi‘ teoriji - ki je primer$gj za uporabo metode komih
elementov kot Kirchhoffova teorija, ker ne zahteva zvezne odvedljivosti pomikov - nastopi pri
analizi tankih pI&¢ strizno blokiranje. To je posledica dejstva, da sta interpolaciji pomika in
zasukov medsebojno neodvisni. Ena od gsgiie ré&itev problema stzinega blokiranja je t.i.

AS (assumed strain) metoda, ki direktno interpolirazsiei deformacije po elementu.

V tem delu je predstavljena implementacija zine 4-robnih elementov za ée, ki problem
striznega blokiranja &ujejo s hierarl@ino interpolacijo pomikov in zasukov in z uporabo AS
metode; detajli so podani v Ibrahimbegoyi], [2]. Orodje za implementacijo ké&nih ele-
mentov je bil programski paket AceGen, Korelc [3], ki¢eznotraj Mathematice in omoga
zapis r&unskih postopkov v simbdihi obliki.

1Zzavod za gradbesivo Slovenije
2L.M.T. Cachan,Paris,France
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2 Druzina ‘Reissner-Mindlinovih' elementov za place

2.1 Variacijska formulacija

Variacijska formulacija za linearni k@ni element, ki temelji na ‘Reissner-Mindlinovi* teoriji

plo&E, in lezi v ravninix; Xp, je

dM(w,8;W,0) = dM"+3M%"=0 1)
st — /QRTCBK dQ+/Q\7TCSde

—gnan = /Q qwdQ + /aQ (av-+ By + mpdy) dr

Vektor ukrivljenostik in vektor strénih deformacijy sta izrgena s pomikonw v smerixz in
zasukomd® = (0, 92>T, ki vrtita normalo naxz okoli x; in xo

= (—aez/axl ;091/6X2 ;ael/axl — 692/0X2>T (2)
y = (0W/0X1 4 62;0W/dx — 07)" (3)

S str&ico so v (1) oznéene virtualne koliine. Konstitutivni matriki sta v primeru izotropne,
linearno elastine pld&ce

0

Etc (1 O
0 Co=—~
iv|’ 2(1+v) [0 1}
2

1
CB=D|v

o
o<

kierjeD = ﬁf\)z) int debelina pl&te,E Youngov elastini modul terv Poissonovo razmerije.

Strizni korekcijski faktorc je obicajno nastavljen na/®. V (1) imamo poviinsko zunanjo
obteZboqin obtezbo v obliki robnih sil in momentov na dihsko enotof, my in M.

Ce se héemo izogniti stznemu blokiranju, mora biti element sposoben opisati homogeno
(konstantno) st@no deformacijsko stanje. To d@smo,Ce je polinomska interpolacija pomika
za en red \Bja od polinomske interpolacije zasukov, Ibrahimbeg¢®]; Ce je torej interpolacija
zasukov linearna, mora biti interpolacija pomika kvadnadi. V n&em primeru uporabimo
takSno interpolacijo, da je stanje konstantnega strigazms® po robovih kotnega elementa.
Interpolacija pomikov in zasukov po vsakem &tirih robov kortnega elementa je natanko
takSna, kot bi jo naredili pri linijskem ‘Timéenkovem' kodnem elementu, da bi se izognili
striznemu blokiranju.

2.2 Element s kvadrattno interpolacijo pomika (element 1)

Refereina konfiguracija elementa je definirana s preslikave ¢ ; Ny (€,n)xi, kjer je x =
<x1;x2>T krajevni vektor téke elementax, pa so vozltne vrednosti tega vektorjaN, so
standardne bilinearne bazne funkdigg,n) = %(1+E| &)(14nn). Naravne koordinaté, n)
so definirane na obndu [—1,+1]; & in n; sta vrednosti naravnih koordinat v vasdu | .
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n
4o E=3,
3
1 E:12

Slika 1 : Oznake prostostnih stopen;

Interpolaciji za pomike in zasuke konstruiramo s posplgem relacij, ki jih poznamo za ‘Tinsenkov'
nosilec

4 4 4
W—IZNI(Ean)W|—i—EleE(Eyn)lgnE(eJ—&), BZI;M(E,n)el 4)

V (4) jelg dolzina inng hormala na stranich, ki lezi med vozI&Ci | in J; 6, je vektor vozlstnih

zasukov(61;; 02 >T. Bazne funkcijeMg se nanéajo na stranice

Me(E,n) = 3(1-&)(1+nen),E=1,3; Me(&n)=3(1-n?)(1+8&¢), E =24, Ker sta
&e in ng vrednosti naravnih koordinat po strank€i Interpolacijo pomika je modie zapisati
tudi v bolj kompaktni obliki, kjer vsota t&e le po vozitih

4 N N I I
w=3 (NEDw+IEMS),  MEn) =M EN G -MuEngn,  ©)
1=
Indeksal in M v (5) sta indeksa stranic, ki se stikata v v&&li | . Interpolacijo virtualnega

pomika in virtualnih pomikov opravimo na enakaia kotw in 6 v (4). Vektor ukrivljenostik
dolo€imo tako, da vstavimo interpolacijo zasuk®v izraz (2):

4 0 0 —0ON; (&,n)/0x1
K= Bi(&n)ur, u = (Wi;811;821)7, Bi(E,n) = |0 aNi(&,n)/dx; 0
I=1 0 aNI (Evn)/axl _aN| (Evn)/aXZ

Z izbrano interpolacijo pomikov in zasukov (4) zagotovimo opis konstantnega striga po robovih,
ne patudi v notranjosti elementa, zato jeztad blokiranjeSe vedno prisotno. Da bi ga odpravili,
uporabimo AS metodo. Za interpolaciozberemo bilinearno porazdelitev v obliki:

4
vi;MQMW (7)

V (7) soy, = (y|1;y|2>T vozlis&&ne strzne deformacije, ki so izégne glede na koordinatni sistem
X1,X2,X3. Povezane so s striimi deformacijami po obeh robovih, ki se stikata v véalil (z J
in K sta oznéeni vozl&€u |l sosedn;ji vozBCi)

-35 -



Kuhljevi dnevi 2005

ta-vi = Yus> tik - Vi = Yk (8)

Vrednost stizne deformacij po stranidd je torej projekcija stiine deformacije v voALu y,

na enotski tangentni vektar;. Ker strizne deformacije po stranicah izhajajo iz (3) in (4), so
konstantne po stranici in enake kot pri ‘Tigenkovem' nosilcu; na stranici, ki je napeta med
vozlis&&emal in J, soy,, =1/li3(wy—wi) —1/2n;3-(8;+6,), Kjer jel;; dolZina stranicen,; pa

je normala nanjo. Ratev sistema eri (8) jeyi = 1/ti5 - ik (Nik Yo, — Nia Y )- KO v sledniji
izraz vstavimo vrednosti konstantnih &tih deformacij, dobimo

Im L “\im

lanWK 4 oMW 5 (E + T—%) W +Nn.® nMeK —Nu®& nLGJ + (nL® Nv—Nu® nL)9|

vi= ZtL-nM

9)
Indeksi stranic v (9) so namesto z oznakama pripadlajeoz|isC ozn&eni s podrtajem; in-
deksal in M predstavljata sosednja robova vézii|. Kontno lahko z (7) in (9) zagemoy v
kompaktni obliki

4
VZI;él (&n)u (10)

Ko opisane interpolacije vstavimo v (1) - variacijske Kalie interpoliramo na enak bim kot
dejanske - dobimo algebiaie enébe kortnega elementa.

2.3 Koncni element s kubEno interpolacijo pomika (element 2)

Interpolacijo zasukov lahkse rasirimo v

4 4
0= I;Nl (€,n)6 +EZlMe(E,n)nEA9E (11)

kjer je ABt hierarhtna rotacija definirana na sredini stranie Interpolacija pomikov se,
skladno s pripadajom ‘TimoSenkovim* nosilcem, rasri v

4 4 4
W= I;N' (& n)w +EZl'V'E(E,n)|8EnE - (85 —6k) +E;|\7IE(E,n)|§AeE (12)

kjer soMe dodatne bazne funkcije, ki se n&ago na stranice elementa

Me(&,n) = %E(H nen)(1-&%), E=13 Mg(E.n)= %n<1+EEE)(1—nZ>, E=24 (13)

Vektor ukrivljenostik postane
4 4
K= ZlBl (&,n)8i + ) Be(&,n)nelbe (14)
=1
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Matrike Be imajo podobno obliko kot matrikB, , le da so namesto baznih funkbij uporabljene
bazne funkcijeMe. IzkaZze se, da se vo&ine vrednosti stfinih deformacijy; razlikujejo od
tistin pri kvadratcni interpolaciji pomika (9) le za dodaté&ten §; jevy iz izraza (9))

1 2 2

2.4 Diskretni Kirchhoffov element (element 3)

Ce pri elementu 2 postavimo zahtevo, da po posamezni stranici baiktrdeformacij, npr.
Vi« = 0, lahko izrazima\Bg v zakljuceni obliki

3 3
ABg = —(Wk —Wj) — —ng - (8 +6k) (16)
2l 4

Ce izraz (16) nesemo v interpolacije za pomik (12) in zasuka (11), ugotovimo, da le-te postanejo
identitne interpolacijam za diskretni Kirchhoffov element (DKQ). Ker so vse %oaé vred-

nosti striga ntne, je tudi prispevek sime energije v funkcionalu (1) @&n. Z eksplicitno
definirami interpolacijami za pomike in zasuka lahkodi2?"" v (1) konsistentno izpeljemo
obtezni vektor. Podobno velja za masno matriko.

2.5 Element z nekompatibilnimi deformacijskimi nacini (element 4)

Dodatne prostostne stopnje, ki jih vpeliemo pri elementd@;, nimajo zelo jasne fizikalne
slike, zato jim je téko definirati robne pogoje. Zaljeno je torej, da se dodatne prostostne
stopnje nekako izl@, kar je mog@e doséi s stattno kondenzacijo na nivoju elementa jih
obravnavamo kot nekompatibilne deformacijske oblike, Ibrahimbégdilson [1]. Vektor
ukrivljenostik zato zapsemo kot vsoto

4 4
K= Z Bl (Eun)e| + BE(E7n)nEaE (17)

=1 =1

kjer parametrog ustrezajo hierarBnim rotacijam na sredini stranic. Potrebno je tudi poskrbeti,
da je prispevek k deformacijski energiji zaradi nekompatibilnih deformacijskih oblik ergak ni
kar se dosee z modifikacijo

B(en) =Be(&n) - 5 [ BLE.n)do (19

Interpolacija stiznih deformacij je enaka kakor pri elementu s Kura interpolacijo pomikov
(15), le da namesto parametr@e nastopajoig. Z definirano interpolacijo ukrivljenosti in
striznih deformacij zagemo togostno matriko velikosti 2616. Po statini kondenzaciji, s
katero izl&€imo parametrarg, ostane togostna matrika velikosti ¥212. V variacijski for-
mulaciji metode nekompatibilnih deformacijskihGiaov s parametroig ni povezana nobena
obtezba, zato je izréun obté&nega vektorja standarden.
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al2

al2 A

Slika 2 : (a) pravokotna pl&ta, deformirana mi& (b) romboidna p&ta

3 Numericni primeri

Predstavljene kdine elemente smo implementirali v programskem okolju AceGen, ki ga je
razvil J. Korelc [3]. Bistvena prednost implementacije v AceGen-u je simbolni zapis, zato je
programska koda transparentna in sledi predstavljeni matEmattaciji. Druga pomembna
prednost take implementacije je, da je sorazmerno preprosto implementirati element znotraj ra-
zlicnih programskih paketov za analizo z metododmh elementov, kot so npr. FEAP, ELFEN

in ABAQUS. S prevajanjem programske kode natmebimo izvorno kodo za izbrano kombi-
nacijo programskega jezika in okolja za analizo.

Preskus razvitih elementov na sorazmerno preprostih primerih lahko opravimo kar v okolju
AceGen, saj ima vgrajen lasten modul za analizo (CDriver).Primerjavariorlementov je
predstavljena na dveh ztitnih numergnih primerih. V obeh primerih obravnavamo togo vpeto
plo&to debeling = 1cmz enotsko posinsko obtéboq = IN/n?.

3.1 Kvadratna plosta

Prvi primer predstavlja vpeta @oa kvadratne oblike s strani@= 10m. Zaradi simetrije
ratunamo le getrtino obmd@ja in up&tevamo simetrijske robne pogoje. Da bi pokazali, da
je resitev elementov pri zelo tanki p#oi enaka Kirchhoffovi r8itvi, je izbrano razmerja/t =

1000, kjer jet debelina pl&te. Mreza kortnih elementov ni strukturirana. Osnovno we
predstavljajo 4 koéni elementi na sliki 3a, ki pa se pri zgmnju strukturirano delijo. Prikazani
pomiki in momenti so normirani in sicer pomik gledewg= 0.001ga*/D in moment glede na

Mo = 0.01ga?. Momenti so izvrednoteni s porij konstitutivnih enéb v integracijskih tokah,

nato pa so z metodo najmait) kvadratov in glajenjem preko elementov dae tudi vrednosti

v vozli&ih. Na sliki 3 je predstavljena konvergenca v odvisnoststavila prostostnih stopenj

za nedeformirano me®. Opaziti je, da pri vseh elementih, razen pri elementu 4, konvergenca
pomika poteka z zgornje strani. Konvergenca momentov je pri vseh elementih z zgornje strani;
najhitrefa je pri elementu 3. Rezultati vseh elementov konvergirajo k airaithapovedanim
vrednostim.
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. w/wO0 v sredini N Mx/MxO0 v sredini ) Mx/Mx0 na sredini robu
10 10 10
10"
10° { 10° .
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. 10"
10" { 10
" —— 1
10 - 2
—-©- 3
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10_2 0 .2 4 10_2 0 .2 4 10_3 0 2
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Slika 3 : Tanka pravokotna pkta - konvergenca

w/w0 v sredini Mx/MxO0 v sredini Mx/Mx0 na sredini robu
10
8 —>— 1
- 2
6 —-©- 3
A 4
4
2
0pOSoetencecad
. . -2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
di/(a/4) d/(a/4) d/(a/4)

Slika 4 : Tanka pravokotna pkga - neregularna mia

-39 -



Kuhljevi dnevi 2005

Mx/Mx0 na daljici AB My/My0 na daljici AB
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Slika 5 : Potek momentov na daljici AB pri romboidni @&

Ker je natagnost izr&una odvisna od oblike mze, prikazujemo na sliki 4 odvisnost rezultatov
od deformiranosti mrge. Pl&Ca je najprej razdeljena na 4 obj@ (slika 3a), nato pa je vsako
obmdje razdeljeno na 8x8 elementov. Stopnjo dalarameted, ki teCe od 0 daa/8.

3.2 Romboidna plata

Drugi primer obravnava togo vpeto i romboidne oblike s strani@= 10min ostrim kotom
o = 60°. Primer je posebej zanimiv zaradi singularnosti v momentih, ki se pojavi prsoiglji
s topimi koti. Za predstavljen primer je na voljo tudi primerjava z ar@liti réSitvijo.

4 Zaklju cek

Predstavljeni elementi so izkazali svojo robustnost na primeru tank#s,dt@r ne prihaja do
fenomena blokiranja. Vsi razviti elementi temeljijo na enakih predpostavkah, zato jetenogo
vzpostaviti hierariino urejenost. Ker so elementi razviti na podlagi Reissner Mindlinove
teorije, delujejo tudi v primeru debelih #o.
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Eksperimentalna raziskava ucinkovitosti
modificiranega turbinskega meSala

A. Bomba¢ in I. Zun

Experimental Research of Efficiency
of Modified Disk Type Impellers

Povzetek. Predstavljena je uéinkovitost mesanja v posodi z razlicnimi modificiranimi mesali, ki
temelji na ¢asu pomesanja in disipirani energiji mesala. Casi pomesanja so doloceni z eksperimentalno
metodo po principu motnja-odziv, kjer je bila kot motnjo dodana manjsa koli¢ina vroce vode. Rezultati
so prikazani v odvisnost #,-P ter primerjani z vrednostmi iz literature. Krajse ¢ase pomesanja od tistih z
Rushtonovim mesalom ima dvoje modificiranih mesal. Ugotovljeno je tudi, da se ¢asi pomeSanja
krajSajo z vecanjem vrtilne hitrosti mesala.

Abstract. Mixing efficiency based on mixing time and dissipated impeller power is given for
stirred vessel using different modified impellers. Mixing time was measured using the pulse-response
method using smaller quantity of a hot water. Results were shown as #,-P dependency and compared
with those from the literature. It was found that mixing times of two modified impellers were shorter
compared to that of Rushton turnine. In general, mixing times shorten with increasing of impeller
speed.

1UVOD

Pred kratkim so bili predstavljeni izsledki primerjav modificiranih turbinskih mesal [8],
katerih namen je bil predvsem ugotoviti katero od meSal je najprimernejSe oziroma
najucinkovitejSe za dispergiranje plina v kapljevini. Pri tem sta disipacija energije meSala in
Cas pomesSanja osnovna atributa primerjave, saj odlocilno vplivata na u¢inkovitost mesala ter
mesSalne naprave kot celote, odloc¢ata pa tudi o stroSkih meSalnega procesa. Pri enaki disipirani
energiji mesala je najbolj u¢inkovito tisto mesalo, ki ima najkrajsi ¢as pomesanja. Na dispacijo
energije mesala vplivajo razlicni parametri kot npr. oblika oziroma izvedba mesala (radialno,
aksialno mesalo)[4], lahko tudi razli¢ne oblike lopatic enakih geometrijskih razmerij[6,9] ali pa
oblika in izvedba motilnikov toka [10].

V tem delu so obravnavani ¢asi pomesanja in disipacija energije pri meSanju kapljevine z
razlicnimi turbinskimi mesali, ki ga modificirana meSala dosegajo ob predpisani stopnji
pomesanja. Pri tem so bila uporabljena: standardno Rushtonovo mesSalo (RuT), mesSalo z
dvemi diski (DDT), meSalo z zapognjenimi lopaticami z zarezo (SBT) in meSalo z zavitimi
lopaticami (TBT). Za delovno sredstvo je bila uporabljena voda. Casi pomesanja so bili
merjeni po metodi motnja-odziv, kjer je bila za motnjo uporabljena manjsa koli¢ina vroce
vode. Razvita je bila procedura, ki od Ze predstavljene [8] natan¢neje doloca Case pomesanja.
Iz rezultatov je razvidno, da so Casi pomeSanja modificiranih meSal razlicni pri enakih
hidrodinamskih parametrih (n,q), z veCanjem vrtilne hitrosti mesala pa se krajsajo.

Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojnistvo, Laboratorij za dinamiko fluidov in termodinamiko
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2 MERILNA LINIJA IN PREIZKUS

Mesanje kapljevine v posodi z meSalom je potekalo v cilindri¢ni posodi premera 450 mm z
razli¢nimi turbinskimi mesali premera 150 mm. Ostala geometrijska razmerja so podrobneje
opisana v delih [1,2,3]. Za delovno sredstvo je bila uporabljena vodovodna voda. Eksperiment
je bil opravljen pri razli¢nih vrtilnih frekvencah mesala. Za medsebojno primerjavo je bilo za
osnovo vzeto standardno Rushtonovo mesalo. Ostala primerjana meSala so bila predstavljena
v delu[8], ter izdelana v LFDT (nacrt: A.Bombac). Merilna linija s katero so bile izvedene
meritve razli¢nih parametrov je prikazana na sliki 1.

2 1 frekvencni regulator
2 elektromotor
i 3 o 3 merilnik vrtljajev
Ho - -— 4 dinamometer
[ 6 ojacevalnik
[ 7 Ni-CrNi termoclen
9 PC + National 12bit AD
10 modul za termoclen National

I
I
I
} @ merjene velicine
I
I
I
I

Slikal: Merilna linija

Casi pomesanja so bili merjeni z metodo motnja — odziv [4,7,9]. Tako je bila za motnjo
uporabljena manj$a koli¢ina vode (1 dm®) temperature 90-95°C, vlita na gladino vode nad
lokacijo termoclena, to je pri razdalji 50 mm od gredi mesala in 30 mm pod gladino (r, z) =
(65, 420mm). Ta lokacija je bila doloCena glede na raziskave drugih avtorjev [4], kjer so bili
Casi pomeSanja merjeni na treh razliénih lokacijah (tik pod gladino, v iztekajo¢em toku iz
mesala in ob steni posode), se niso veliko razlikovali od medsebojnega povprecja. Najkrajsi
¢as je bil dosezen v blizini mesSala in je bil za 11% krajsi od povprecja vseh treh lokacij, v
blizini stene posode je bil daljsi za 6% od povpre¢ja, medtem ko je bil na lokaciji pod gladino
za priblizno 4% vecji od povprecja. Za termoclen je bil uporabljen par Ni-CrNi (tip K), premer
tipala 0,2 mm. Tipalo je bilo priklju¢eno na pred-ojaCevalnik proizvajalca National
Instruments. Hitrost maksimalnega temperaturnega odziva termoclena je bila pri 3 kratni
ponovitvi med 440 in 550°C/s, kar je zadoscalo za meritev Casov pomesanja, hkrati pa je bil
odziv bistveno »pocasnejSi« od motenj, ki so bile prisotne v osnovnem signalu. Belezenje
odziva je potekala s frekvenco 1000 Hz, ¢as posamezne meritve je bil 60 s. Na sliki 2 je
prikazan ¢asovni odziv kot arbitrazna vrednost (temperatura izrazena z napetostjo v binarni
skali), kot ga zazna AD (National Instruments) 12 bitni AD pretvornik z vsemi motnjami, ki
nastopijo v osnovnem signalu. Iz analize motenj pri zajemu z visjimi frekvencami zajemanja
podatkov je bil analiziran ¢as motenj. Ta je bil krajsi od 10™ s, kar je omogo¢ilo enostavno
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Vv v

prepoznavo in izlo¢anje motenj. O¢iscen signal je prikazan na sliki 3. Z nadaljnjo proceduro je
bil taksen signal s 1000 zapisi/s povprecen in preveden na 10 zapisov/s.
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Slika 2: Dejanski temperaturni odziv
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Slika 3: Filtriran temperaturni odziv

Racunanje ¢asov pomesanja je bilo izvedeno pri zahtevani 95% stopnji pomeSanja, kar je
izrazeno kot 95% razlika med zacetno in kon¢no temperaturo, ¢as pomesanja je enak:

ez = Tkon — lzac -

(1)

Zacetni Cas odziva je bil dolocen pri ,,:= t;, ko je doseZen pogoj:
Ti= Avg(Tiao; T)-1,05; i = 1,...N, (2)
kjer pomenijo: 7; - arbitrazna vrednost temperature in ¢ - ¢as pri i-tem koraku zapisa. Konéni

Cas je bil dolocen pri
naslednjih 10 izmerkov v

= t;, ko je temperatura v i-tem koraku dosegla povpre¢no vrednost
odstopanju £5% od poviSanja temperature pomesSanja
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T,> Avg(T;; Ti10)-0,095-AT A Ti< (Avg(T;; Ti10)+0,095-AT, i=1,..N,  (3)

kjer je temperaturna razlika med zacetno in kon¢no temperaturo enaka A7 = T,c — Tyon. Pri
tem je bila dosezena relativna ponovljivost ¢asa pomesanja na osnovi treh ponovitvah manjsa
od 10%. V naSem primeru izvajanja meritev temperaturnega odziva je bila izbrana samo ena
lokacija, saj je Slo predvsem za medsebojno primerjavo razli¢nih mesal pri enakih parametrih
ningq.

3 REZULTATI IN RAZPRAVA

Casi pomeSanja modificiranih mesal pri meSanju kapljevine so predstavljeni na slikah 3 - 6
v odvisnosti od disipirane moc¢i meSala, vrisane krivulje so aproksimirane po enacbi

tn=aP”, 4)
kjer so koeficienti a in b ter R prikazani v tabeli 1.

Tabela 1: Parametri regresijske krivulje po enacbi (4).

Mesalo a b R
RuT 32,978 -0,3780 0,9231
DDT 19,483 -0,2789 0,9260
SBT 26,26 -0,2932 0,9120
TBT 19,913 -0,3162 0,9600

S slik je razvidna znalilnost, da se z veCanjem moci meSanja ¢as pomeSanja pri vseh
izvedbah mesal eksponento krajSa. Nadalje je opazen tudi vecji raztros casov pomeSanja pri
manjs$ih moceh mesala ter posebej pri mesalih RuT, DDT in SBT. Omenjena mesala imajo
radialno izstopajo¢ tok iz mesSala, ki se ob steni posode razdeli na zgornjo ter spodnjo
cirkulacijsko zanko. Od omenjenih mesal najkrajsi ¢as dosega DDT mesalo nato RuT mesalo
in SBT mesalo kot zadnje. Vecja dispirana mo¢ mesSala torej posredno predstavlja vecjo
¢rpalno zmogljivost mesala oziroma intenzivnejSo cirkulacijo, ter s tem povezano krajsi ¢as
pomesanja.

25

+ RuT-sp

T RuT-enagba(4) [

tm (s)

0 40 80 120 P(W) 160 200

Slika 3: Odvisnost ¢asa pomesanja od disipirane moc¢i RuT mesala
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B DDT-SP
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Slika 4: Odvisnost ¢asa pomesanja od disipirane mo¢i DDT meSala
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Slika 5: Odvisnost casa pomesanja od disipirane moc¢i SBT mesala
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Slika 6: Odvisnost asa pomesanja od disipirane mo¢i TBT mesala
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Zaradi posebne konstrukcije lopatice pri TBT mesalu izstopa tok iz mesala poSevno navzdol v
smeri med radialno in aksialno smerjo iztekanja in tvori eno samo cirkulacijsko zanko, kar se
odraza z hitrej§im pome$anjem kapljevine po celotnem volumnu kapljevine. Kot je razvidno iz
slike 6 je raztros merjenih ¢asov manjsi (R=0,96), meSalo pa dosega najkrajse Case pomesanja,
glej tabelo 2.

Tabela 2: Casi pomeSanja razli¢nih mesal pri razli¢ni vrtilni frekvenci mesala

Cas pomesanja t,, (s)

n(/min) | DDT | RuT | SBT | TBT

100 18,5 19,3 26,9 14,7

150 9 17,3 13,1

200 8 11,9 10,6

240 7,1 15,2 17,6

267 10,1 8,5 11,2 4,7

300 7,8 8 11,7 5,4

350 6,2 4,5 7,5

376 4,9 8,9 8

400 5,3 5,4 7.4

440 4,8 5,3 6,6

460 4,3 4,6 6,5 5

500 4,5 4 5,3

Grafi¢ni prikaz odvisnosti ¢asov pomesanja od disipirane mo¢i za razli¢na mesala je podan
na sliki 7. NajkrajSe Case pomesanja dosega TBT mesalo, sledijo DDT, RuT in SBT mesalo.
Cas pomesanja predstavlja samo &as, pri katerem so nehomogenosti prisotne v posodi, kar ne
pomeni, da dosegajo razlicna mesala enake rezultate procesa. Za kvaliteten produkt procesa pa
je pomembna tudi velikost odstopanja homogenosti v posodi [5]. Iz povedanega sledi, da je
Cas pomesanja dokaj groba ocena mesalne u¢inkovitosti.

Izmerjeni Casi pomeSanja so bili primerjani tudi z izraCunanimi po kriteriju iz literature
(Ruszkowski (1994)"*! | Grenville s sod. (1995)*™)), ki velja za poljubno obliko megala:

1, =53 () () (1), ©
n. Ne: D

Enac¢ba (5) velja pri pogojih 1/3<D/T<1/2 in H=T. Casi pomesanja modificiranih mesal
izracunani po en.5 sovpadajo s krivuljo Rus.(94) na sliki 7. Primerjava nasih izmerjenih
vrednosti z izraCunanimi po en.5 kaze relativno dobro ujemanje v medsebojni odvisnosti
parametrov P-f,,, pojavi pa se vpradanje smiselnosti primerjave absolutnih vrednosti. Ze sama
vrednost Ne Stevila Rushtonovega mesala se pri standardni konfiguraciji nahaja po virih iz
literature [6] med 4,8 in 6,3, kar predstavlja odstopanje od naSe povprecne vrednosti od -7 do
22%. Poleg tega se tudi razlicne eksperimentalne metode doloCanja Casa pomeSanja
medsebojno precej razlikujejo; tako v fizikalni osnovi (temperaturni odziv, sprememba
konduktivnosti, metoda razbarvanja,...), kot tudi po kriteriju doloCanja dosezenega stanja
pomesanja. Tako je lahko pomesanje dosezeno po kriteriju (i) 4.. =+ 0,5-A4 [5,9] ali pa (ii)
A" = £1% [4], kjer 4 predstavlja poljubno merjeno veli¢ino, A’ pa njeno fluktuacijo. Ce
izhajamo iz lokalnih meritev na lokaciji (7,z, ¢), potem je dodatno Se upostevati vpliv same
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Slika 7: Odvisnost ¢asov pomesanja od disipirane moci meSala

lokacije, saj so medsebojna odstopanja od -6% do 11% od skupne srednje vrednosti [4].
Metoda doloca tudi neko minimalno koli¢ino vnesene snovi, ki predstavlja motnjo. V naSem
primeru izlitje enega litra vroCe vode (kot motnje) traja ocenjeno med 0,75 in 1 s. Ta ¢as ulitja
je neposredno vkljuen v Cas pomeSanja, medtem ko so Casi vnosa motnje po metodi
spremembe konduktivnosti, razbarvanja, pH (vnos 3 ml kisline, solne raztopine,...) precej
krajsi.

Ucéinkovitost meSala je postulirana z najkraj§im ¢asom pomesanja pri enaki disipirani moci
modificiranega mesala. Ta enakost je lahko dosezena pri ohranitvi enake vrtilne frekvence in
momenta le s spremembo premera mesala, ki izhaja iz relacije D o Ne'. V primeru
zamenjave RuT z SBT meSalom je povecan premer SBT mesala na 0,163 m; pri RuT z TBT
na 0,157 m, pri DDT je sprememba zanemarljiva. Ce sedaj uporabimo kriterij (5) za izradun
¢asa pomeSanja SBT in TBT mesSala s poveCanim premerom, se v primerjavi (s ¢asom
pomesanja z RuT meSalom) zmanjsa pri SBT v povprecju za 15% in pri TBT za 11%.

5 ZAKLJUCKI

Pri meSanju kapljevine v posodi z meSalom so bile opravljene meritve ¢asov pomesanja s
RuT, DDT, SBT in TBT mesalom. Za delovno sredstvo je bila uporabljena vodovodna voda.

Pri enaki vrtilni frekvenci mesSala so najkrajsi asi pomeSanja dosezeni pri TBT mesalu,
sledijo DDT in RuT in SBT. Na splosno velja, da se ¢asi pomeSanja krajSajo z vecanjem
vrtilne hitrosti meSala oziroma z vecanjem disipirane moc¢i mesala.

Najbolj u¢inkovito mesalo je glede na dosezen najkrajsi ¢as pomeSanja pri enaki disipirani
mo¢i TBT mesalo, sledijo DDT in RuT in SBT. Ob eventualni zamenjavi Rushtonovega
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mesala z ustrezno ve¢jim modificiranim meSalom, se lahko ¢as pomeSanja zmanjsa pri uporabi
SBT mesala v povprecju za 15% in pri TBT mesalu za 11%.

Zahvala

To delo je del vecjega projekta §t. P2-162, ki ga financira Ministrstvo za Solstvo, znanost
in Sport Republike Slovenije.

Oznake

D - premer mesala (m)

g -zemeljski pospesek (m/s”)

H - visina vode v posodi (m)

M - moment na gredi meSala (Nm)

n - vrtilna frekvenca mesala (s™)

P - moc¢ potrebna za mesanje (W)

T - premer posode (m)

tm - Cas pomesanja (s)

g - pretok zraka (m?/s)

v - kinemati¢na viskoznost (m?/s)

p - gostota (kg/m?)

Newtonovo $tevilo: Ne=P/(p n’D’)
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Uklonske sile armiranobetonskih stebrov
S. Bratina, M. Saje in |. Planinct

Buckling loads of reinforced concrete columns

Povzetek. V Clanku izpeljemo téne izraze za uklonske sile armiranobetonskih stebrov. |12bedi
izpeljave je geometrijsko tma Reissnerjeva teorija nosilcev. Priizpeljavi izrazovaipeamo poleg
upogibnega tudi osno deformiranje stebrov ter materialno nelinearnost betona in armature.

Abstract. The exact solutions for the buckling loads of straight reinforced concrete columns are

presented. They provide the generalization of Euler’s buckling loads for elastic, axially inextensible
columns to columns where both the finite axial deformation and the nonlinear material models are
also taken into account.

1 Uvod

Stabilnostni pojavi so zridnost nelinearnega ob&anja konstrukcij. Nerazumevanie ali pa tudi
Zmanpevanje njihovega pomena je v zgodovini gradbenih konstrukcij pripeljalo d&iparu
Stevilnih konstrukcij. Omenimo samo dobro znani primer gaue mostu Tacoma Narrows
Bridge, ki se je por#il zaradi dinanmtne nestabilnostie pri relativno nizki hitrosti vetra (cca
70km/h) [1]. Armiranobetonske konstrukcije praviloma niso tako vitke kot jeklene, zato se
zdi, da zanje pojav nestabilnosti ni prav dosti pomemben; posledica je, da se v gradbeni praksi
problemom uklonske nosilnosti armiranobetonskih konstrukcij pogosto namenja premalo po-
zornosti. Prav gotovo pa pojavov uklonske nosilnosti ne smemo zanemariti priznimbze-
tonskih konstrukcijah in pri vseh vrstah konstrukCe, so te izpostavljene parom.

ZaCetek analize stabilnosti konstrukcij povezujemo z Eulerjevimi raziskavami uklonskih sil
elasttnih stebrov v 18. stoletju [5]. Vendar kassiegksperimenti na stebrih niso v celoti
potrdili pravilnosti Eulerjevih izrazov za uklonske sile. Neskladje med eksperimentalnimi in
teorettnimi rezultati je bila posledica vpliva geometrijskih in materialnih nepopolnosti stebrov
ter nepopolne centthosti zunanje obibe [1]. Kljub matemaiini zahtevnosti je stabilnostna
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analiza vseh vrst elastiih konstrukcij danes dobro razvita [1], zato ja&wea sodobnih pravil-
nikov za projektiranje armiranobetonskih gradbenih konstrukcij prig@ma dokaz varnosti
proti uklonu [3]. Matematino bistveno bolj zahtevna je stabilnostna analiza konstrukcij iz
elasttno plasttnih materialov. Med zzetnike stabilnostne analize el@s plasttnih kon-
strukcij pristevamo Engesserja [4]. Engesser je — podobno kot Euler — raziskoval uklonsko
obnaanje stebrov, vendar pa je @peval tudi plastine deformacije materiala. Ugotovil je,

da ima materialna nelinearnost velik vpliv na velikost uklonskih sil. Zato je predlagal, da
se izrazi za Eulerjeve uklonske sile elaath stebrov v primeru elagto plasttnih stebrov
spremenijo tako, da se eldasti modul nadomesti s tangentnim modulom. Kasneje je z na-
menom, da bi v stabilnostni analizi eldsto plasttnih stebrov upsteval tudi elastino razbre-
menitev, tangentni modul v izrazih za doitev uklonskih sil nadomestil s t.ieduciranim mod-

ulom. Naknadne raziskave so pokazale, da je osnovna Engesserjeva teorija uklonske nosilnosti
elasttno plasttnih stebrov praviln&a [9]. Zato prakiino vse nadaljnje raziskave o uklonski
nosilnosti elastino plasttnih stebrov sledijo kar osnovni Engesserjevi ideji [1, 6].

V Clanku se ne ukvarjamo s stabilnostno analizo v celoti, té€nsaamo z dolbitvijo tocnih
izrazov za uklonske sile armiranobetonskih stebrov s sigrein prerezom z&tiri osnovne
Eulerjeve primere stebra. V analizi zanemarimo vse vrstémimnepopolnosti. 1zho&te nd&e
izpeljave uklonskih sil armiranobetonskih stebrov je geometrijskmdoReissnerjeva teorija
nosilcev [8]. Novost je v tem, da pri izpeljavi izrazov za dtitev uklonskih sil updtevamo po-
leg upogibnega tudi osno deformiranje stebrov ter materialno nelinearndarjadetona in ar-
mature. Zato bi tako izpeljane sile lahko imenovali tpaéplosene Eulerjeve uklonske sile. Sile
izpeljemo s pom&jo t.i. linearizirane teorije stabilnosti [7]. Osnovna predpostavka te teorije
je, da so lastnosti krithe t@ke nelinearnega sistema diferencialnin@mnakoraj vedno enake
lastnostim sistema, lineariziranega v latti tocki. Uporabljena metoda pomeni pos§itev
standardnega postopka za ditev uklonskih sil elastinih stebrov na armiranobetonske ste-
bre.

2 Uklonske sile armiranobetonskih stebrov

Opazujemo ravne armiranobetonske stebr&idelL s konstantnimi prénimi prerezi, pri ka-
terih se masno in geometrijsko sr&h ujemata (slika 1). Stebri so obmi samo z osnimi
toCkovnimi silami. Uklonske sile takih stebrov izpeljemo s p@jeot.i. linearizirane teorije
stabilnosti [7]. Izhodi&Ce izpeljave predstavlja Reissnerjev model ravninskega nosilca [8]. S
tem modelom up&tevamo membranske, e in upogibne deformacije, ki lahko skupaj s
pomiki in zasuki zavzamejo poljubno velike vrednosti. Ker je pri standardnih dimenzijah armi-
ranobetonskih stebrov vpliv stnih deformacij na njihovo obBanje zanemarljiv, ta vpliv v
nadaljevanju zanemarimo. Tako so vodilne &rea Reissnerjeve teorije ravninskih nosilcev
oziroma stebrov naslednje:

fi=1+U—(1+¢€)cosp =0, (1)
fo=w+(1+€)sing =0, @)
fa=¢'-k=0, 3)
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fa=H =0, (4)
fs=1"=0, (5)
fo=M' —(1+€)Q =0, (6)
f7=N— AN =0, (7)
fg=M.— M =0, (8)

kjier ()’ ozn&uje odvod po koordinag, s katero so identificirane ¢&e na referetni osi stebra;
uin wozn&ujeta komponenti vektorja pomika poljubn&kex referertne osi stebra v vzdbhi

in precni smeri, ¢ je zasuk prénega prereza pu, koliCini € in K pa sta osna in upogibna
deformacija osi prk. V enabah (4)—(8) jeM ravnoteni upogibni moment# in 1 pa sta
horizontalna in vertikalna komponenta ravriote notranje sile, ki sta z ravndi® osno {\)
ter pr&no silo Q) povezani z engbama

N = Hcosh — Vsing, 9)
Q= Hsing + Vcosh. (10)

V enabah (7)—(8) predstavljata/. in M. konstitucijsko osno silo in konstitucijski upogibni
moment. Konstitucijski kofiini sta odvisni od izbranega materialnega modela betona in arma-
ture ter razporeditve armature po @nem prerezu [2].

Kot smoze povedali, izreunamo uklonske sile armiranobetonskih stebrov s poimearizi-
rane teorije stabilnosti. Linearizirane &h& obravnavanih stebrov so:

Ofy = dU + (1+¢)sind dp — cosp de = 0O, (11)

Ofy; =W + (1+€)cosh dp — sing de = 0, (12)

Of3 =3¢ —dk =0, (13)

5ty =34 =0, (14)

ofs =01 =0, (15)

Sfg = 0M' — QB — (L+&)N3 — (1+¢€)sing 3% — (1+€)coshpd¥ =0,  (16)
0f7 = C110e + C120K + Q 0 — cosh 8H +sing 6V =0, 17)

8fg = Cp18€ + CpoBK — 3M = 0, (18)

pri Cemer smo komponente tangentne konstitucijske matrikenpga prereza stebra oZilas

ON oM.

M,
Cii=—=X., Cp=ChH= ¢
11 aE ) 12 21 68

oK

C12 = Gy = 0 sledi iz predpostavljenega pogoja, da je armiranobetonski prerez siemeti
nadaljevanju s pon@jo endb (1)—(8) izr&unamo primarne ravnadtee lege stebrov, s pordjo

=0 in Cyp= (29)
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teh ravnoténih resitev zapsemo linearni sistem diferencialnih éta(11)—(18), ga r@mo ter
na koncu patemo kriténo reitev dobljenega sistema. Ta pa predstavlja uklonsko silo.

Primarno ravnoteno lego stebrov, ob¥enih z osno tokovno siloF v krajistih, dolata pogoj,
da je zasuk vseh ptaih prerezov stebra pred uklonom enak&.ns tem pogojem dobi &itev
ena&b (1)—(8) obliko:

ux) =g(x—L), w(x)=0, ¢(x)=0, (20)
HX)=NX=-F, VYX=Qx=0, MXx=0, (21)
g(x) =konst, K(x)=0. (22)

Osno deformacijo stebedazraCunamo iz znane sile s pom@jo konstitucijske engbeA; (g, K =
0) + F = 0. Ko en&be (19)—(22) upgtevamo v sistemu (11)—(18), se ta poenostavi:

5f; =3 — e =0, (23)

5fy = W + (1+€) 8 =0, (24)

5f3 =8’ — 8K =0, (25)

8ty =34 =0, (26)

5fs =31 =0, 27)

8fe = M’ + (1+€)F 8 — (1+€)57 =0, (28)
8f7 = Cp186 — 3H =0, (29)

8fg = CopdK — 8M = 0. (30)

S pomdjo endb (24)-(27) in (30) lahko linearizirano momentno ravizoi®engbo (28) izra-
zimo samo s pr&nim pomikomw referertne osi armiranobetonskega stebra

CoooW"Y 4 (1+€)F dw’ = 0. (31)

Priizbrani siliF ta en&ba predstavija homogeno diferencialno@mzCetrtega reda s konstant-
nimi koeficienti. Ko v enébi (31) up&tevamadCyz > 0 in (14 ¢€)F > 0, lahko s pomgjo t.i.
uklonskega obteZnega parametra

1+¢)F
2= 32
o (32)
zapiemo diferencialno egho (31) v preprosti obliki
w4+ k2w’ = 0. (33)
Splcsna r&itev zgornje enzbe ima obliko
OW(x) = By sinkx+ B coskx+ Bzx+Ba. (34)
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Neznane konstan® (i = 1,...,4) v en&bi (34) dold&ajo stattni in kinemattni robni pogoji,

ki so za razlene Eulerjeve osnovne primere r&xni. Tako so za vrtljivo podprti steber kine-
maticni in staténi robni pogoji naslednji:w(0) = 0, #(0) =0, w(L) =0, M(L)=0. S
pomd:jo stattnih in kinemattnih robnih pogojev dobimo za ddlitev neznanih konstant ho-
mogeni sistem linearnih edl. Ta ima netrivialno r&tev, Ce je determinanta sistema enaka
nic. V primeru vrtljivo podprtega stebra to pomeni zahteveKldin = 0 oziromakL = +ntt
(n=0,1,2...). Uklonsko silo vrtljivo podprtega stebra dém najmarga sila, ki pa nastopi pri
n=1,inje:

C22T[2

(1+&cr)For = L2

(35)

K tej ena&bi dodamadse en@bo AL (cr, Ker = 0) + Fer = 0 in dobimo dve enebi za neznanki,

in g¢;. Ce je material neraztegljiv in elagén, v enébi (35) updtevamcae, = 0inCyp = EI. Ob

teh pogojih se (35) poenostavi v znano Eulerjevo uklonsko silo vrtljivo podprtegateleg
stebraFe; = EI'_Ez [10]. Za Eulerjeve uklonske primere armiranobetonskih stebrov so uklonske
sile zbrane v tabeli 1.

Oznaka stebra armiranobetonski steber dlastiteber€ = 0)
vrtljivo podprti steber - VPS (1+ o) Fer = <210 For= EI®
konzolni steber - KS (14 €cr)Fer = % F, = %
enostransko vpeti steber - EVS (14 &¢)Fer = % For = m
obojestransko vpeti steber - OVS  (1+&¢)Fer = (%.25[1)22 For = (5[;52

Tabela 1: Uklonske sileF; armiranobetonskih stebrov.

3 Steviléni primer

V tem poglavju za konkretne armiranobetonske stebre&iaramo tdne vrednosti uklonskih
sil (slika 1). Te primerjamo z vrednostmi, ki jih dobimo z metodo &oih elementov [2] in s
tocnimi vrednostmi Eulerjevih uklonskih sil elastiih stebrov.

Geometrijske in materialne karakteristike armiranobetonskih stebr@ingdl = 4.5 m so
izbrane tako, da se obravnavani stebri prej uklonijo, kot degemejno nosilnost ptmega
prereza\imej. TO pomeni, da osna deformacija v nobenem betonskem viaknu ne sni alose
celo preséi deformacije pri tl&ni trdnosti betonac;, deformacija v armaturi pa ne deformacije
na meji t&€enjagy; = é—ys Nelinearno obr&anje armiranobetonskega vlakna oziroma armature
opisemo s konstitucijskima modeloma, ki ju za analizo armiranobetonskih okvirnih konstrukcij
priporaCa evropski standard EuroCode 2 (slika 2).
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Slika 1 : Armiranobetonski stebri. Geometrijski in materialni podatki.

(a) konstitucijski model betona

) -

0.4 fem

(b) konstitucijski model armature

|
|
|
|
|
|
1
8y2 &y

Slika 2 : Konstitucijski model betona (a) in armature (b) skladno z EuroCode 2 [3].

Glede na izbrano ttmo trdnost betona in armature v nadaljevanju izberemo skladno z Eu-
roCode 2 [3Be preostale materialne parametre betona oziroma armature.£§j $0-2.2°/,,,

€cu= —3.5°/00, Es = 20000 kN/cn?, Ep = OkN/cn?, g2 = 40°/., in g, = 40°/., (slika 2).

Tocne vrednosti uklonskih sil obravnavanih stebrov prikazuje tabela 2. V njej podajamo tudi
totne vrednosti z&, elasttnih stebrov in vrednosti Za, armiranobetonskih stebrov, iznana-

nih z metodo koinih elementov [2]. Opazimo, da je vpliv izbire materialnega modela stebrov
na velikostiF; zelo velik, posebno v primeru OVS, kjer je uklonskazioa najmarga. Tako

je razlika v velikostiF, ki je posledica materialnega modela, najn$arpri konzolnih stebrih,
najvetja pa pri obojestransko vpetih stebrih. Ujemanje rezultatov uklonskih sil néneeim
tocne analize je odiino, kar po eni strani potrjuje pravilnost izpeljanih izrazov za uklonske sile
armiranobetonskih stebrov in po drugi strani veliko natarst drizine deformacijskih kognih
elementov v [2]. To ugotovitev potrjujejo tudi rezultati v tabeli 3, kjer smo primerjali osne
deformacijeger pri Fer za vse obravnavane armiranobetonske stebre. Tabela opozarja tudi na
dejstvo, da so osne deformacije pri uklonu lahko veliko reamjd krittne deformacije materi-

ala; v primeru KS je faktor enak okrog tri.

-54 -



Kuhljevi dnevi 2005

natin podpiranja stebra

Fer [kN] KS VPS EVS OovS

toCen postopek 212270 3668307 3936186 4012639
MKE [2] 212427 366831 393619 401267
elasttna analiza 26389 1052758 2153405 4211031

Tabela 2: Vrednosti uklonskih siF; armiranobetonskih stebrov.

natin podpiranja stebra

Ecr [*/oo] KS VPS EVS ovs

tocen postopek —0.7361 —1.6585 —-2.0020 -—-2.1858
MKE [2] —-0.736 —-1658 —2002 -—-2.186

Tabela 3: Osne deformacije;, armiranobetonskih stebrov Fi;.

Slika 3 nazorno prikazuje vpliv materialne nelinearnosti na velikosti uklonskih sil armiranobe-
tonskih stebrov. Detajlno je prikazano spreminjanje normirane velikosttketsileF /Fej v
odvisnosti od vitkosti stebra = L./A/l. Na sliki tudi vidimo, da se armiranobetonski stebri
uklonijo Ze, ko je vitkost stebra ¥a od cca 25K:/Fmej < 1), medtem ko je vpliv materialne
nelinearnosti na vrednodti, zanemarljivsele pri stebrih z vitkostjo \igo kot 125.

4 Sklep

V Clanku smo izpeljali tone izraze za uklonske sile armiranobetonskih stebrov. 18bedipe-
ljave je bila geometrijsko ftna Reissnerjeva teorija ravninskih nosilcev. Priizpeljavi izrazov za
dolocitev uklonskih sil armiranobetonskih stebrov smo $tewali poleg upogibnega tudi osno
deformiranje stebrov ter materialno nelinearno dlamge betona in armature. ®&mska analiza

je pokazala velik vpliv materialne nelinearnosti na velikost uklonskih sil.
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Analiza nosilnosti palic v nadkrittnem obmaju
M. Brojan[l, F. Kosef, T. Videnid

Load-capacity analysis of columns in postbuckling region

Povzetek.V sestavku je predstavljena analiza nosilnosti palic v nadkin obmaju za lll in IV
Eulerjev primer vpetja. Osnovne difre problema so zgrajene z uporabo teorije velikih premikov.
ReSevanje problema se prevede na integriranje éhiifunkcij, ki ga lahko izvedemo le numéno.

Pri obravnavi lll Eulerjevega primera opazimo v nadkrigm obmaju novo nestabilnost, podobno
kot pri preskoku sistema.

Abstract. The article presents load-capacity analysis of columns in postbuckling region for Il
and IV Euler's case. Basic equations are built using large displacement theory. Solution of the
problem is obtained in terms of integrating elliptic functions, which can only be solved numerically.
Studying the Il Euler’s case in postbuckling region provides new instability, similar to snap-trough
phenomenon.

1 Uvod

Razumevanje upogibnega uklona z razvejitvijo za Eulerjeve primere vpetja palic je osnovnega
pomena za razumevanje uklona zapletsihegistemov. Vodilne ertde tega problema lahko v
splddnem r&ujemo na dva ri@na, t.j. z energijsko ali pa ravnaeo metodo, préemer si v pri-

meru uporabe energijske metode pomagamo z iskanjem minimuma&edagtipotenciala, pri
uporabi ravnoténe metode pa pretao z Newtonovimi zakoni. V tem sestavku se bomo omejili

na uporabo slednje metode. Ravriwte enéabe bomo zapisali v skladu s teorijo 11l reda. Ome-
njena teorija upsteva vpliv premikov na napetostno in deformacijsko stanje s tem, da zahteva
opis ravnoténih pogojev na deformiranem telesu in 8pava eksakten izraz za ukrivljenost, s
tem pa omogoa dol@anje elementov vektorja premika v nadiditem obmaju [2], [4].

! Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojtivo
2 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za stroftivo
3 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za stroftvo
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Po teoriji lll reda bomo v nadaljevanju obravnavali le take ravninske primere palic, pri katerih
je, v primeru uklona z razvejitvijo, vektor premika = (u,v,0). Silo v tocki razvejgta A,
slika[7, imenujemo kritina uklonska sil&},.. Tocka razvefita A, deli grafv-F(v) na dve
obmdiji, t.j F' < Fy, in F > F,.. Pritem je obmoje, kjer je F < Fy, stabilno, pota),
obmdje F' > Fj, pa je lahko stabilno, pdt) in nestabilno, pot), [5].

V tabeli[] sta izbrana dva izmétirih Eulerjevih primerov podprtja palic, obremenjenih na tlak.

Tabela 1: lll in IV Eulerjev primer

Eulerjev primer  tip podprtja robni pogoji
i togo— ¢lenek (s =0) =0, Z2(s=L) =0
v togo—togo (s =0)=0,¢(s=1L) =

Za oba primera bomo predpostavili idealno ravno, nestisljivo, homogeno in izotropno palico, ki

je obremenjena le z osno ¢ao silo £, ki mora delovati centéino v t&isCu prereza. Izberemo
palico konstantne upogibne togo&ti in dolzine L.

2 Osnovna en&ba uklona

Iz slike[], ki prikazuje sile in momente na odrezanem deformiranem delu palice, ZBomo
zapisati ravnoteno stanje sil in mometnov.

e
%
N\ WM
_> ‘
F \J Y o X
Mg 7 | N
X S
%

Slika 1: Odrezani del deformiranega sistema

Iz zveze med notranjim upogibnim momentom in ukrivljenostjo ter izraza, ki na eksakian na
opiSe ukrivljenost zagiemo:

M=—EI =
P
dep
= —FI-- 1
s @
Pri tem jep = ¢(s) naklon tangente na deformirano palico glederras in s dolzina loka
vzdok osi palice ( < s < L). En&bo [1) odvajamo po spremenljivki

dM a2
as T B )

-58 -



Kuhljevi dnevi 2005

Notranja strzna silal” sledi iz ravnoté&ja sil v smeril’ na deformiranem sistemu, slika 1:

S>)Fip=0: T =Fsinp+ Rcosy, 3)
Z upcstevanjem zveze:
L @
ds

ter uporabo erib (2) in (3), lahko izpeljemo diferencialno & ravnotéja sil, ki v spldsnem
velja za oba navedena primera, taljéla 1:
d%p .
EIW—%Fsmap—i—Rcosgo:O (5)
S

Dobljeno en&bo [§) pomnaimo z dy in nato integriramo. Tako lahko z&@mo ravnoteno
end&bo v nasledniji diferencialni obliki:

1 (dp\?
2El<d(§> — Fcosp+ Rsinp+ k=0, (6)

Kjer je k neznana integracijska konstanta. Z Stwanjem izbranih robnih pogojev, tabgja 1,
sledi ravnoténa enéba za vsak primer posebej.

3 ReSevanje diferencialne enébe problema

V tem poglavju bomo zapisali gev diferencialne eride [6) za Ill in IV Eulerjev primer. Za-
nimivo je, da dobimo pri obravnavi I, Il in IV Eulerjevega primera, podobne integralskébena
tipa (20) in celoisto sliko za graf obremenitvé’/ Fy,. v odvisnosti od maksimalnega odklona
VUmaz/ L, slikaﬁ. Poleg tega pa sta | in Il Eulerjev primas obravnavana v dostopni litera-
turi [2]-[4], v tem prispevku pa smo pokazali, da dobimo tudi za IV Eulerjev primer sorodne
rezultate. Za Ill Eulerjev primer pa dobimo povsem ditrgarezultate, kar Keeta izraz[(1}1) in
slika[4.

3.1 1l Eulerjev primer

V tem primeru podprtja palice velja, sliké 2:

de, B
E(s =L)=0, (7)

Ob dejstvu, da je zasukaélenkasti podpori:
p(s=1L)=—pp, >0 (8)

in pogojev prehoda preko prevojneci@ C, kjer je vrednost momenta enaketrin naklon
tangentepc > 0:

E(s =s50)=0 in ¢(s=sc)=¢c, (9)
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Slika 2: 11l Eulerjev primer

lahko iz izraza[(p), z nekaj koraki izpeljemo:

dg 2F [ cospc —cosyp , . _
as S\ B\ - . (0
ds \/EI ( sin o + sin¢p (sinp +sin ) + cosp — cos g (10)

Integriranje zadnje efthe nas privede do naslednje enakosti

tZel —¥B

dy
L= | - , 11
/ / \/ZF (_COS(pc—COS(,DB (si -

Vol sin oo + sin g sinp + sinpp) + cosp — cos pp

iz katere lahko, s pont@jo dodatnega pogojas = L) = 0 in ustrezne zveze
dv =sinpds 0z. dx = cospds, (12)

izraCunamo povezavo med kotomg in pc.

in d
/_ sin dp _0 (13)

J 2 \/_C(')Sgoc—C.OSSOB (sinp +sinppg) + cos p — cos pp
sin o + sinpp

Integral [I38) predstavlja eligthi integral, ki ga rdunamo numeéno, z uporabo Gaussove
kvadrature[[1]. Pri tem za izbrani kqip i5Cemo ustrezen kapc, n.pr. z bisekcijsko me-
todo. SiloF lahko izr&unamo naknadno z vstavljanjem obeh kotoy | (11), saftgsamo,
da ostane ddina nosilcal. vescas konstantna. Z vsemi tremi vrednostpi( ¢, F') lahko

z updstevajnem izrazoV (10) in (12) iztanamo koordinatic/L in v/L. Pri tem razdelimo
obmdcje integracije na tri podobndga:

e za obm@je 0 < ¢ < o

©
:U/L:/ cos ¥d¥ (14)

2F COS (pc — COS YR , . .
0 — | = ) 9 —
\/ 7 ( Sin oo T sinep (sin¥ + sin pp) + cos cospp
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4)0 .
v/L:/ sin vdv (15)

2F COS Y — COS YR . .
0 — | — 9+ + b —
\/ < . . 5 (Sll’l Sin QOB) COS COsS YR

e zaobmdje e < v <0
o P

T cos Jdv 16
/ / /\/2F <_cosgoc—cosg03( (19)

sin? + sin pp) + cos ¥ — cos <pB>

sin oo + sin pp

pc P

ok = / - / \/2F <_ COS pC — COS YR (Sin = 0

0 v ,[=— i . g
ET sin pc +sinpp sind) + sin ) + cos €os SOB>

e zaobm@je0 < p < —pp

vc ®

/L — 2/_/ cos vdv (18)
0

2F COS o — COS YR , . .
o = (- ¥ 9 —
\/EI ( S oc Femes (sin¥ 4 sin pp) + cos Cos B

wo @

oL =2 / _/ sin 0o 19)

2F CoOspo —cospyp , . .
0 0 — | — 9+ + ¥ —
\/ ( si c si (sm S QOB) COS COS YR

3.2 |V Eulerjev primer

Podobno kot v Il Eulerjevem primeru, izpeljemo tudi €ba za IV Eulerjev (kot tudi za | in II)
primer. Tako dobimo er&i (11) ekvivalentno erido

Yc  —¥D 0

Tt ™
e

) \/ZF( )
¥D Bl COS (Y — COS Y

Pri tem stapc > 01in ¢p > 0 naklonska kota tangent v obeh prevojnitikah. 1zrazov za:/L
in v/ L v tem primeru ne bomo pisali; izpeljejo se namre podoben ré@n kot (14)-[19).

4 Rezultati

Graficni prikaz réitve Il Eulerjevega primera je prikazan na slikgh J ¢lo 5. Posebej zanimiv je
rezultat na sliki #, ki v nadkriinem obmaju prikazuje nestabilnost, podobno kot pri preskoku
sistema. Po pofi), na inkiB, obremenite¥’ v skladu s pitakovanji raste, dokler, v &ki A,

kot o5 ne dosée vrednostipp ~ 110,96°. V tocki A; je vrednostF'/Fy, ~ 1,1396. Od te
tocke naprej vrednost obremenit¥epada.
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Odklon v odvisnosti od kotg Obremenitev v odvisnosti od maks. odklona
1 — 12
10° —— A,
30° - )
50° %~ [9
AN 80° -m b //
T 100° --u-- A
120° o~ 1t
0.8 S 160° ~~e-~ 1
JHR 180° o _
. R 200° - a Fia = 20,19077
Xo % 212,466° —v—
‘X *~
\ '*‘ a 08
0.6
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S L 06y
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0.4
0.2
02
0 0
-0.1-005 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.3 0 005 01 015 02 025 03 035
viL Vinax/L
Slika 3: Odklon pri kotupp Slika 4: Obremenitev pri maks. odklonu

Ravnot&no stanje, ki ga zavzame sistem po prehodikéods na potib), je nestabilno, [2].
V trenutku, ko vrednost'/ Fy,. pade nd), leZita Clenek B in prevojna téka C' na vodoravni
premici, naklonski kot tangente &lenkasti podpori jepp ~ 212,466°, obremenitevF' pa
spremeni smer. Ravndteo stanje, ki se pojavi v sistemu po tem kotu, pa v tem prispevku ni

obravnavano.
Aksialna obremenitev in reakcija v podpori B v odvisnosti od kgta

16 aksialna obremenitev F— 1
' sila R v podpori B-------
1.4 -
1.2
=1
4
u:% 0.8
T
0.6
0.4
e R=F _C_O_S_‘EC_:_C_O_SEPB_
o2b T singc +singg
o L \
0 50 100 150 200
bg[]

Slika 5: Aksialna obremenitev in reakcija v podp&¥ipri kotu g
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Odklon v odvisnosti od Kot Obremenitev v odvisnosti od maks. odklona
1 e 20
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Slika 6: Odklon pri kotupc Slika 7: Obremenitev pri maks. odklonu

Graficni prikaz réitve IV Eulerjevega primera je prikazan na slikah ¢ Hlo 8. Kot gmomenili,
dobimo tudi pri I in Il Eulerjevem primeru enak graf kot na sfiki 7. V Ill in IV primeru se po opi-
sanem postopku gevanja, poleg ftk A; in As, ne pojavijo nobene drugetke nestabilnosti.

Aksialna obremenitev v odvisnosti od kdtg

20
15
L 10
[T
5
0
0 20 40 60 8 100 120 140 160 180

o[
Slika 8: Aksialna obremenitev pri kotpo
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5 Komentar

Pri obravnavanju uklona palice v nadkiitem obma&ju smo podrobneje obdelali Ill Eulerjev
primer, za katerega se je izkazalo, da je nekoliko dtegaod preostalih treh. Izmed teh smo
obravnavali I&se IV primer, pri tem pa ugotovili, da je kona réitev v teh treh primerih zelo
podobna,[[2]{4]. To je razvidno iz kamih en&b posameznega primera in predvsem grafov
obremenitvel’/ F,. v odvisnosti od maksimalnega premikg.. /L. V vseh treh primerih gre
namre za isti graf, slika .

Na slikah B i 6 je predstavljeno deformirano stanje palice za obe vrsti vpetij. Po analognem
izraCunu lahko pridemo do podobnih rezultatov tudi za preostala dva Eulerjeva primera, ki pa
staze opisana v dostopni literaturil [2]3[4].

Posebej zanimiv rezultat je razviden iz sl[Ke 4, ki v povezavi s $liko 5 prikazuje sekundarno
nestabilnost v obliki preskoka sistema. Torej smo po prehodu r&aeajidli novo tatko ne-
stabilnosti (slika 4, téka A;). Od te t&ke naprej, po poth) obremenitev pada, dokler, pri kotu

vp ~ 212,466° v Clenkasti podpori, ne pade na vrednost 0. Raviraiestanje, ki ga zavzame
sistem po tem kotu, pa v tem prispevku ni obravnavano.
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Lokalni uklon ravninskih pali€nih konstrukcij

B. Cas, M. Saje in I. Planincd

Local buckling of planar truss structures

Povzetek. V €lanku smo izpeljali tbne izraze za dofitev lokalne in globalne uklonske nosilnosti
poljubne ravninske palne konstrukcije. Te smo izpeljali s pogjo linearizirane teorije stabilnosti.
Palice smo modelirali z geometrijskottmo Reissnerjevo teorijo ravninskih nosilcev in s poljubnim
nelinearnim materialnim modelom. Zato izrazi za uklonsko nosilnostjpalip&tevajo materialno
nelinearnost ter poleg upogibnih tudi membranske iizis&rideformacije.

Abstract. In this paper an exact analytical solution for the global and local buckling load of an
arbitrary planar materially non-linear truss is presented. The buckling load is derived on the basis
of the linearized buckling theory. The mechanical formulation of the truss element is based on
Reissner's finite-strain beam theory and an arbitrary non-linear material model.

1 Uvod

Poznamo vé n&inov porsitve konstrukcij. Med njimi je porditev konstrukcije zaradi lokal-
nega in globalnega uklona med najbolj pogostimi. Ta oblika §ibre je bistveno odvisha od
geometrijskih in materialnih lastnosti konstrukcij, kot sta to na primer vitkost in togost, in je
posledica nelinearnosti kinemétih en&b [1].

Ceprav je uklonska analiza konstrukcij relativno dobro razvita, je pogosto omejena predvsem
na elasitne konstrukcije in posamezne konstrukcijske elemente [1, 6]. \Etankuzelimo ti
pomankljivosti delno odpraviti predvsem s pedskgga stafica, Ceprav upamo, da bodo rezul-

tati dela koristili tudi gradbenim projektantom. V ta nametlanku predstavljamo stabilnostno
analizo poljubne ravninske materialno nelinearne (npr. €lastplasttne) paléne konstruk-

cije. Omejili se bomo na analizo stabilnosti primarne ravhogelege pafija. Zelo pomembne
vplive geometrijskih, materialnih in okitaih nepopolnosti na uklonsko nosilnost gaiv tej

analizi zanemarjamo. Detajlno pa se Sujamo, kako na uklonsko nosilnost @i vplivajo:
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(i) lokalni uklon posamezne palice, (ii) upogibne, osne irgsideformacije in (iii) materialna
nelinearnost.

Za mehansko izho#te uklonske (ali spEnejestabilnostne) analize ravninskih patnih kon-
strukcij izberemo geometrijsko ten Reissnerjev model ravninskega nosilca [5]. Pri analizi
upastevamo membranske, upogibne inztg deformacije, ki skupaj s pomiki in zasuki lahko
zavzamejastevilcno poljubno velike vrednosti. Poleg znane (i) Bernoullijeve predpostavke, ki
doloCa, da ravninski prerezi, pravokotni n&if&no os nosilca v nedeformirani legi, ostanejo
ravninski tudi v deformirani legi, toda ne &@ravokotni na t&istno os nosilca, predpostavimo
tudi, (ii) da oblika in velikost prénega prereza ostaneta med deformiranjem nosilca nespre-
menjena. Uklonske sile pélie konstrukcije izpeljemo s por§jo t.i. linearizirane teorije sta-
bilnosti. Skladno s to teorijo so uklonske sile nelinearnega sistema enake uklonskim silam
oshovnega sistema, lineariziranega v ravhogéen stanju [2, 3]. Uporablijena metoda pred-
stavlja rasiritev standardne metode za d@itev Eulerjevih uklonskih sil elasthih stebrov tudi

na materialno nelinearne nosilce in palice z $tpganjem upogibnih, membranskih in Btrih
deformacij.

2 Osnovne enabe

Palicje je sestavljeno iz ne nujno ravnih nosilcev, medsebojno povezatidnki. Povezave
med nosilci so le v kra§ih nosilcev. Stik dveh ali v&nosilcev imenujemo voAte. Pali-

ce po svoji datini niso obremenjene. Opazujemo stabilno podprto ravninskéjpaki je v

nepodprtih vozBCih obtezeno s konservativnimi &kovnimi silami. Paltje sestavljeE palic

in V vozlisE. Nedeformirano in deformirano lego palieén geometrijski pomen kinemdtaih

koli€in prikazuje slika 1.
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Slika 1 : Nedeformirana in deformirana lega palieder geometrijski pomen kinematiih
koli€in.
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Osnovne engbe Reissnerjevega modela nosilcev, s katerimapio napetostno in deforma-
cijsko stanje ravninskih pdlj, so dobro znane. Sestavljajo jih kinentaie, ravnoténe in
konstitucijske enébe z ustreznimi stdthimi in kinemat€nimi robnimi pogoiji [5]. Za vsako
palicoe pali¢ja e=1,2,...,E) so te enébe take:

X§ +u¥ — (1+€%) cosp® — y®sing® =0, (1)
Z8 +W¥ + (1+€°) sing® — y*cosp® = 0, (2)
0% —k°=0, (3)

Uy, = ue(o)’ (4)

Wy = We(o)7 ()

Wy, = U°(L®), (6)

WVj = \NE‘(LE)’ (7)

HY =0, 8)

e — 0, 9)

M — (1+€%)Q°+Y*N° =0, (10)

N = H®cosp® — 1V°sind®, (11)

Q° = H®sind® + V°cosh®, (12)
ME(0) =0, (13)

ME(L®) =0, (14)

N = //q _O°dA, (15)

ME = /ﬂ 20%A, (16)

Q° = G°AYS, 17)

kier (o)’ predstavlja odvod po materialni koordinatis katero identificiramo delce na osi pa-
lice. V en&bah (1)—(17) predstavljajef, k€ in y* mere za membransko, upogibno in &t
deformiranje nosilca oziroma paliee Stattne kol€ine smo v engbah (1)—(17) ozrili s H®,
Ve, NE QFin M. Tako predstavljata/® in Q€ osno in préno silo terd € upogibni moment.
Enabe (4)-(7) predstavljajo kompatibilnostne éba in hkrati robne pogoje k diferencialnim
endabam (1)—(2). Z njimi palice pox&mo v konstrukcijo (patje) in upsétevamo kinematne
robne pogoje v podporah. Pri tem smo vzeli, da je patiggovezana v konstrukcijo prek
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vozIisC vi in vj. Tudi pomen enéb (13) in (14) je preprost: predstavljata momentna &tati
robna pogoja \lenkih in hkrati robni pogoj k diferencialni edhi (10). En&be (15)-(17)
so konstitucijske ertde. Te povezujejo ravnatee koltine A6, QF, M € z deformacijskimi
koliCinamie®, k&, y*. Materialne parametre v teh emh dol@imo z meritvami.

V vsakem posameznem vaaiu paltja (v = 1,2,...,V) moramo zagotoviti ravnoge sil. Ce
ozn&imo zn, Stevilo palic, ki se stikajo v voAtu v, ravnotgne enébe zapgsemo z enébami
v=12,...,V)

Y X =0, (18)
S Z,=0. (19)

Ko v nadaljevanju s ponijo endb (4)—(7) updtevamo kinemathne robne pogoje in vzajem-
nost med stafinimi in kinematEnimi robnimi pogoji, dobimo za dolitev ravnoténe lege
palicja prav toliko enéb, kot je neznanih funkcij in parametrov. Ta sistem@mna nadalje-
vanju ta&no r&imo samo za primarne ravnate lege pafija, ki jih doloCata pogoja ravnih in
neizklonjenih palic, tjk®* =0iny® =

3 Primarne ravnotezne lege ravninskih paltij

Kot reCeno, primarne ravnatee lege pafinih konstrukcij dol@ata pogoja®=0iny¢*=0. V
tem primeru veljeD® = €. S pom@jo konstitucijskih enéb (15)—(17) ugotovimo, da j&/¢ =
%A%, M€ =0in Q°*=0. Ker soM® =0, Q* =0 iny =0, je momentnemu ravnateemu
pogoju (10) ter robnima pogojema (13) in (14) idént zad&Ceno. V nadaljevanju Bimo
kinemattno en&bo (3) ter ravnoténi endbi (8) in (9). Z integriranjem dobimo

$°=C§ = konst, (20)
H® = CS, = konst, (21)
V®=C¢, = konst, (22)

kjer soC¢, Ce in Ce integracijske konstante. Glede na zgornje ugotovitve in s fipmenabe
(11) ugotowmo tudl da velja

NE = Cge\c = konst (23)

V nadaljevanju predpostavimo enatio, vendar poljubno nelinearno konstitucijsko zvezo med
normalno napetostjo® in deformacijsko kolino D€ = e+ z«®. V tem primeru velja®(e® k€ =
0)A® = A(® = konst, zato je

e® = C¢ = konst (24)

Glede na zgornje ugotovitve lahko z integriranjergimeo tudi kinematni ena&bi (1) in (2).
Komponenti vektorja pomika B5Cne osi palices sta:

u®(s) = ((1+C¢) cosCy)s— AX5 +Cf, (25)

-68 -



Kuhljevi dnevi 2005

W(s) = —((1+C¢)sinCg)s— AZ5+Cy, (26)

kier staCj in Cj; integracijski konstanti.

Za dolctitev 2V pomikov uy, wy v vozli&ih pali€ja (v = 1,2,...,V) in 7E konstantCg, C?,
C., C C8 CRin G (6= 1,2,...,E) nam je glede na osnovni sistem pog@oih ravnoténih
ena“:bj\fl)—(ﬂ) paktja na voljo sistem E algebrajskih nelinearnih ebh e=1,2,...,E):

uy, = CS, (27)

wy, = C¢, (28)

W, = ((1+C§)cosCy)L® — AL§ +Cf, (29)
wy, = —((1+C¢)sinCy) L — ALS +Cy, (30)
C;C = C;,cosCy — C7,sinCg, (31)
C5,sinCy +C5,cosC§ =0, (32)

CS, = 0°(CHA° (33)

ter sistem ¥ ravnot&nih en&b v vsehtlenkih paltja v=1,2,...,V)

S X =0, (34)
Y Z,=0. (35)

Sistem nelinearnih algebrajskih é&ta(27)—(35) réimo za dano ob#bo in dane kinematne
robne pogoje z Newtonovo iteracijsko metodo.

4 Lokalni uklon ravninskih pali ¢nih konstrukcij

Uklonske sile ravninskega péja izr&unamo s pomgo linearizirane teorije stabilnosti [2,
3]. Postopek doléitve uklonskih sil paftja s pom@jo lineariziranega sistema opisujemo v
nadaljevanju.

Predpostavimo, da za obravnavano gjelipoznamo primarno ravndeo lego. Dol@ajo jo
resitve sistema nelinearnih algebrajskih éné27)—(35). Réitve sistema (27)—(35) v ravndie
za nekatere katine so trivialnex® =0,y =0, M®=0, Q®*= 0. Preostale &tve s0:¢® = Cg,
e8=Cg, H®*=C5, 1°=C;, N°= C;K #0(e=1,2,...,E), komponente vektorjev pomikov
v vseh vozl&tih pali€ja ozn&imo zuy in wy, (v=1,2,...,V). V nadaljevanju osnovni sistem
endb paltja (1)—(17) lineariziramo okoli primarne ravnate lege. Linearizirani sistem eita
iee=12,...,E):

3u® + (14 C5) sinCyd°® — cosCyde® — sinCydy® = 0 (36)
W + (1+C¢) cosCyd0° + sinCyde® — cosCydy® = 0 (37)
56° — 3k® =0, (38)
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duy, = 8u°(0),

dwy, = dw®(0),
duy; = du®(L®),
Ay, = dWA(L®),

8H® =0,
51 =0,
SM® — (1+CE)3QS+CEdY° =0,

ON® = cosCyOH® — sinCyd V%,
8Q° = SiNC§BH® + cosCEBV + S 50°,

5M®(0) = 0,
SME(L®) =0,

SN = ( 90° dA) 5e° + ( ‘L'esz) 5K® = C2,56° + CS,3k°,

ge 0D® ge 0D¢€
SME — 00° A 5e 00° 2 4A) SkECE, 56° 4 CS,5K°
= 5298) 36+ ,, e 08 3675136+ CE,5,

5Q° = GoALDY®.

5ZX\,: 0,
Ny

522\,:0.
w

Tudi linearizirani sistem pospdenih ravnoténih en&b (36)—(54) r8imo ob up&tevanju kine
maticnih robnih pogojev. Reevanje sistema (36)—(54) poteka takole.
Z integriranjem ravnotenih diferencialnih enéb (43)—(44) ugotovimo

OH® = K5, = konst,
dV® =KZ, = konst

-70 -

(39)
(40)
(41)
(42)

(43)
(44)
(45)

(46)
(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

Tu soCf,(C¢,k® = 0) = 00%(C¢) /OD®A® = konst, Cf, = C5,(C¢,K® = 0) = 0 in C5,(C¢,K® =
0) = 00%(Cf)/0D®J¢ = konst Linearizirani sistem ravnokmih en&b v vozli&tih formalno
zapsemo z enébami ¢=1,2,...,V)

(53)

(54)

(55)
(56)
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in nato s pomdjo en&b (46) in (50) tuddA® = konst in de® = dA®/CY; = konst Ko v end&bi
(45) updtevamo encbe (38), (47), (51) in (52) ter edhi (55) in (56), dobimo
e Ce
GeAg) e 5p° = (1+C8— GjACg)(sinchg[+co$gK;). (57)
Enaba (57) predstavija navadno linearno diferencialnocboadrugega reda s konstantnimi
koeficienti. R&itev en&be (57) je odvisna od velikosti oziroma predznaka osne sile v palici.
Najprej poBtemo r&itev endbe (57) za tléno obremenjene palice. V tem primeruC}% =
|C ' (6j =1,2,...,E), kier E predstavljaétevilo tl&no obremenjenih palic. Raev enébe

C5206% — (1+C -

(57) je odvisna od predznaka izragh+ Cg' — elAs’ ) o . Kerje C;"[ <0 (Cj\jﬁ = —|Cye\"£|) ter
Ccd > —1, velja

| 2

—((1+chcy |+GeA'><O' (58)
Enabo (57) sedaj zapemo v zg&Ceni obliki
5% +K 0% = o' (59)
kjer smo dodatno uﬁz]navalicgj2 > 0 ter vpeljali novi oznaki
ej2
&2 _ &j N
1 o
= o (1 +Co — )(S|nC¢‘ K5\ +cosCy'K?)). (61)
22
Spldsna r&itev diferencialne eride (59) je
€j
89% (s) = K7y coske's) + K3 sin(ke's) + k(:é’z (62)

S pom@jo reSitve 8¢ (s) ter en&b (36), (37) in (38) izrdunamodu®i(s), dwei(s) in 0k®i(s)
ter nato z enébami (47), (51) in (525edQ°¢ (s), dMEi(s) in dy®i(s). Z dobljenimi re&itvami
dobita momentna stdtha robna pogoja (48) in (49) obliko
K5 =0, (63)
K3 cos(kL®) — Krsin(kL®) = 0. (64)
V nadaljevanju pakimo resitev enébe (57) za natezno obremenjene palice. V tem primeru
je C?\C >0(g=1,2,...,E), kjer je E, Stevilo natezno obremenjenih palic v obravnavanem

paliéju Tudi sedaj je postopek $evanja engbe (57) odvisen od predznaka izrgdar C§ —

GRAT )Ca oziroma, kerjei?a >0, od izraza 1 C¢ — GzAs Imamo tri m@nosti:
Ce Ca Cei
1+Co — GaAa <0, 1+Co — GaAa =0, 1+C¢ - GeiAa >0. (65)
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Cei
Ko je 1+C¢ — GT% < 0, je postopek r&evanja enak Bevanju tl&no obremenjenih palic. V
S Cei
primeru, ko je 1+C¢ — G?fﬁsq > 0, lahko enébo (57) zasemo v zg&Ceni obliki

56" — k3 739® =7, (66)
kjer smo up&tevali tudiC3, > 0 ter vpeljali novi oznaki
1 Ca
82— o (14C8 — X )co 67
G 1 € Ci[ i & &
S = C7§2(1+C£ ~ AT )(SINCg K, +cosCi K. (68)

Spldéna rd&itev diferencialne ertde (66) je
c

& &

(69)

Tudi sedaj, kot v primeru tlno obremenjenih palic, s porjo 6¢° (s) in ena&b (36), (37) in
(38) izra&Eunamadu®(s), dwe (s) in 0k®(s) ter z en@bami (47), (51) in (523e0Q%(s), dME(s)
in 8y® (s). Robna pogoja (48) in (49) sta

Kin + Kza,n =0, (70)
KE, et kS e\ =0, (71)

Najbolj zanimiva in tudi najbolj nenavadna je zadnjazmost. To doléa pogoj, da je 3-C§ —
;‘I’X? = 0. Momentna ravnotma enéba (57) ima sedaj zelo preprosto obliko

3pe” =0, (72)
katere spléna rd&itev je
3% = KP s+ K3, (73)
Nadaljnji postopek r&evanja je enak kot prej. Momentna robna pogoja (48) in (49) dajeta
Kﬁn =0, (74)
Kin=0. (75)

Linearizirani sistem pospgenih ravnoténih en&b paltja smo tako zreducirali na sistem line-
arnih engb:
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(a = 17 25 (%) El’l)
e X g Ko+ K2, =0 (76)
©GeAS KS, &L —KS e WL =0,
a KS =0
2.n )
14ce - X _~0 ’ (77)
® GOAS K, cosk3L®) — K, sin(kqL®) =0,
c: Ki, =0,
1+C8 - N _ ’ 7
+C GeAS K8 _0 (78)
1.n ’
(ej — 1,2, .7Et):
K3, =0, (79)
Kz cogk’L®) — K} sin(ky'L®) = 0, (80)
(a = 1727 -»En)
I:(La,n(K_i[ﬁKei ?6uVi) =0, (81)
15 (K5 KD, 0wy ) =0 (82)
|3 (K5 K3, -8y ) = 0 (83)
(K5 K3, ., dwy) =0, (84)
(ej = :I.,27 ..,Et):
I (K5 KS, ... 8uy) =0, (85)
|5 (KSHKE), ... dwy ) =0, (86)
IS (K5 K, .. 8uy;) =0, (87)
I (KSHKE, .. dwy,) =0, (88)
(v=1,2,...,V):
3 X, = (89)
nzv v
0% Z,= (90)
Ny

kjer end&be (81)—(88) predstavljajo kinemétie robne pogoje.
linearen, ga lahko zagémo v maténi obliki

Ker je sistem &ba(76)—(90)

Ltx=P, (91)
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kjer jeLy tangentna matrika pdine konstrukcije v primarni ravnatai legi,x vektor neznanih
parametrov oziroma konstantiwektor desnih strani. Kritine t@&ke na primarni veji obteno-
deformacijske krivulje pafine konstrukcije dokta pogoj [4]

detLt = 0. (92)

Glede na posebno strukturo tangentne matrike&palkonstrukcije (76)—(90) lahko pogoj (92)
zapisemo kot produkt poddeterminant

detk® ... detKEndetk® - - - detk = detk 1 = 0, (93)
kjer je:
(a 21727"'>En)
(o 1 1
1+Cf - Gag\A{S >0 — Ki= [ KILs o kiLe :|7 (94)
CG
6 N o 0 1
1+C GeAd <0 — Ki= [ —sin(k8L%) cogkiL®) ]’ (95)
C3 10
e N _ e _
1+C¢ GeiAS_O — Kn_[l O] (96)
in
(g=12,....F)
. 0 1
& _ ! '
Ky’ = —sin(kTL®) cogkL®) ] (97)
Matriko Kt imenujemo tangentna togostna matrika konstrukcije.
En&tbi (93) je zad&Ceno, ko je izpolnjen vsaj eden izmed pogojev
detK; =0, (6=12,...,Ep) (98)
detk{’ =0, (ej=12,...,E) (99)
detKt =0. (100)

Ker sta pogoja (98) in (99) posledica &baposamezne palice in ne povezovanja palic v kon-
strukecijo, jih pogosto imenujemo lokalni stabilnostni pogoji. Pogoj (100) pripad&jpdtot
celoti, zato ga imenujemo globalni stabilnostni pogoj. V nadaljevanju detajlneje analiziramo
lokalne stabilnostne pogoje.

Najprej analiziramo lokalne stabilnostne pogoje za natezno obremenjene palice. Ko je 1
Ce — %@ >0 (k& > 0), velja deK§ = e~ iLs _ gka'L = 0 in pogoj ni nikoli izpolnjen. Ko
je1+C — % < 0 (k& < 0), tudi vedno velja d&§ = sin(kSL®) = 0. V tretjem primeru je

14C¢ — GeiA =0 (k¥ =0) in detKZ = 0. Lokalni stabilnostni pogoj natezno obremenjenih

palic je tako
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CQ

1+C8 — GQQ\AC@ —0. (101)

V nadaljevanju analiziramo ttmo obremenjene palice. V tem primeru diddokalni stabil-
nostni pogoj enéba

e

detk:’ = sin(k'L%) =0, (ej=12,....E) (102)

ki je izpolnjena, ko jektej L% =nminne {1,2,...}. Zan= 1 ugotovimo, da uklonsko osno silo
tlatno obremenjenih palic dota en&ba

.2
c, Com
14+Coy IS N 22 1
(1+CICYI+ Gaper = ve7 (103)

Kot smozZe povedali, pripada pogoj d&t = 0 paliCju kot celoti. Ta pogoj doléa globalni
uklon (limitne in bifurkacijske t6ke) paltja kot celote.

Lokalni uklon ravninskega pdija dolda sistem algebrajskih nelinearnih éha27)—(35) in
POgoj

.2
En c® Et CeJ Cej ™
1+ce— 2. 1+CI)Co |+ 2 — =22 ) — . 104
a|:|1( € GaAg ) elj_:ll (( CE )| 9\[| Gei Agj Lejz ) ( )

Sistem nelinearnih algebrajskih éta(27)—(35) in (104) i@mo ob up&tevanju kinemadinih
robnih pogojev z Newtonovo metodo.

5 Sklep

V Clanku smo izpeljali tone izraze za dofitev uklonske nosilnosti poljubnega ravninskega
paliCja. lzraze smo izpeljali s pond linearizirane teorije stabilnosti. Vse palice B
smo modelirali z geometrijsko tmo Reissnerjevo teorijo ravninskih nosilcev in s poljubnim
nelinearnim materialnim modelom. S tako spiom modelom smo lahko pri datavi uk-
lonske nosilnosti patia upatevali materialno nelinearnost pgaé ter poleg upogibnih tudi
membranske in stthe deformacije.

V nadaljnjih raziskavah bi bilo smiselno postopek za @aky uklonske nosilnosti pdija
dopolniti tako, da bi omogtal tudi analizo vpliva geometrijske in materialne nepopolnosti
palicja na njegovo uklonsko nosilnost.
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O precnih, viskozno d&enih nihanjinh osno premikajgega se
prednapetega nosilca

G. Cepont in M. Boltezar?

On the damped transverse vibrations of the axially moving
pre-tensioned beam

Povzetek. V tem prispevku predstavljamo postopek fanaa lastnih frekvenc idasovnega odziva
osno premikajoega se viskozno denega prednapetega nosilca z upor@aderkinove metode
kontnih elementav Pri zapisu robnih pogojev smo uftevali nihanje podpor nosilca v vertikalni
smeri. Na numeéinem primeru smo predstavitasovni odziv osno premikajega se nosilca pri
dveh tipih robnih pogojev ter odvisnost lastnih frekvenc od osne hitrosti in sile prednapetja nosilca.

Abstract. In this article theGalerkin finite element methddr analyzing of the natural frequencies

of an axially moving pre-tensioned beam is presented. The excitation of the beam was generated
with the moving boundary conditions. Two responses of an axially moving beam under two types of
boundary conditions were presented in numerical examples. The dependence of natural frequencies
on the axial velocity and the longitudinal tension is also presented.

1 Uvod

Modeliranje osno premikafih se linijskih struktur sega Bestdeseta leta psgjega stoletja.
Tematika se navezuje na jermenska gonil&negage, veiine prenose, audio-video trakove
ter na ostale podobne aplikacije. Obse pregled modeliranja vej jermena in jermenskih go-
nil je podan v prispevku [5]. V omenjenem prispevku je med drugimi predstavljen tudi model
pretnega nihanja veje jermena z osno premikajose prednapetim nosilcem. Ere vibracije

veje jermena so navadno posledica neugodnega stika med jermenom in jermeniSmsgdvr
napak na jermenici in jermenu, variiranja debeline veje jermena, eksoerdti jermenic, itd.
Postopek doléitve Casovnega odziva osno premiké&gga se prednapetega nosilca je za primer
Clenkastega podprtja nosilca((,t) = 0, w(L,t) = 0, M(0,t) = 0, M(L,t) = 0) podan v prispevku

[1]. V [2] sta avtorja v gibalni engbi osno premikajée se strune upevala tudi viskozno

LUniverza v Ljubljani, Fakulteta za Strojtvo, ASketeva 6, 1000 Ljubljana; gregor.cepon@fs.uni-lj.si
2Univerza v Ljubljani, Fakulteta za Stroptivo, ASketeva 6, 1000 Ljubljana; miha.boker@fs.uni-lj.si
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duSenje v obliki: dD"‘I’D(;"t). Omenijeni izraz za viskozno 8anje smo upitevali tudi v ndem

prispevku osno premikajega se nosilca. 1z€éana lastnih frekvenc iBasovnega odziva tako
dobljene gibalne eride smo se lotili z uporabGalerkinove metode kénih elementavpri
¢emer smo pri zapisu robnih pogojev @pevali nihanje podpor nosilca v vertikalni smeri. V
racunskem primeru smo predstavili odvisnost lastnih frekvenc od osne hitrosti in sile pred-
napetja teasovni odziv za dva tipa robnih pogojev.

2 Gibalna en&ba osno premikajaega se nosilca

Euler-Bernoullijev model nosilca (slika 1) popisuje linearna parcialna diferencialnégbana

Cetrtega reda.

0%w(x,t 0%w(x,t Dw(x,t D2w(x,t
Wict) L Pwxt) , Dw(xt) DW(xt)

El
ox4 0x2 Dt Dt?

- f(X,t), (1)

Cetrti red se naria na koordinato lege, medtem ko je koordirzaa opredeljena le z odvodi
do drugega reda. Ob upevanju diferencialnih operatorjev [2]

E_£V+g in D72_V2672+2V672+672
Dt o0x ot Dt2  ox2 oxot  ot?

dobimo gibalno enébo premikajéega se viskozno denega prednapetega nosilca [1] v obliki

(2)

0*w 0°w Pw 0w ow  ow
E'axf”‘sz)axz*ZV“Txaﬁmatz+d<at*Vax>—f‘ ®
Oznake v enébi (3) predstavljajo: Y
L
E — nadomestni elasthi modul jermena fta,t)

| — vztrajnostni moment prereza

T — konstantna osna sila v jermenu = -
. . w(z,t

v — konstantna osna hitrost jermena g

m— masa na enoto dbihe jermena | o dz l l l T

[
o 2 g o g ek d
d — koeficient viskoznega dienja S G g G a1

f(xt) — obremenitev po polju nosilca Slika 1: Nosilec obremenjen z zvezno obb®

Diferencialna enéba (3) na robovih izpolnjuje robne pogoje (slika 2)

W(Oat) = 61(t>a W(Lvt) = 62(t)> t>0 (4)
02 02

ter priCasut = 0 zaCetna pogoja oblike:

WO g9, o<x<L ®)

w(x,0) = wp(X),
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Z d1(t) in &2(t) smo oznaéili funkciji kinematicnega vzbujanja na obeh robovih nosilca tér z
dolZzino obravnavanega nosilca. Zaradi naleganja jermena na jermenico je potreBtevato
zaetno ukrivljenost nosilca na obeh robovih. Ukrivljenost nosilca je enaka radiju Ryve
oziroma drugeR_ jermenice. Zaéetne vrednosti ptmega pomika po polju nosilca podaja
funkcija wo(x), medtem ko funkcijag(x) podaja z&etno hitrost prénega pomika po polju
nosilca. Narava robnih pogojev se navezuje na problem nihanja veje jermena med dvema
ekscenttnima  jermeni-
cama (slika 2), kjer pomig;
predstavlja vertikalni pomik
zaradi ekscenttnosti jer-
menic. Radij ukrivljenosti
nosilca na obeh robovih ¥
je posledica zaokienosti
jermenic ter glede na
postavitev  koordinatnega
sistema na sliki 2 sovpada z
radijem prve oziroma druge Slika 2 : Model veje jermena med dvema jermenicama
jermenice.

X

3 Aproksimacija gibalne enabe (3) po metodi kortnih elementov

Prostorske diskretizacije parcialne diferencialnetdea(3) se lotimo na osnovalerkinove
metode kobénih elementov Preden pa se lotimo $evanja problema bomo parcialno diferen-
cialno en&bo (7) zapisali nekoliko spimeje:

ow(x,t) _0%w(x,t) _d%w(x,t) _ d%w(x,t) ow(x,t) = _ow(xt)
A Fve +B v +C e +D 12 +Es 3 +F - Gf(x,t), (7)
pri Cemer up8tevamo enakosti:
A:E, B:<v2—T>, C=2v, D=1, Eszg, F:vi =1 (8)
m m m m m

3.1 Updstevanje nihanj podpor nosilca, kot robni pogoj

Osnovni korak pri réevanju robnega problema nihanj podpor nosilca predstavlja razdelitev
celotnega prénega pomika nosilca(x,t) na vsoto dveh pomikov

W(X,t) = Ws(X, ) +Wa (X, t) 9

Z ws(Xx,t) smo oznaili pseudo statini pomik nosilca, ki predstavlja pomik po polju nosilca
zaradi pomika podpor, péemer up8tevamo, da je obremenitev po polju nosilca enfikat ) =
0 N/m (slika 3). Zapsemo ga lahko v obliki vsote dveh funkcij:
2 X X
wxt) = 3 80830 =8u(t) (1 ) + () (10)

J:
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Z wq(x,t) smo oznéili relativni 51(75)%%__ ﬁ%}%(ﬂ
pomik po polju nosilca glede na “‘f‘-t _____ it
trenutni pseudo stdtni pomik u(j )

Ws(X,t). wg(x,t) torej pred- F(@,t) + pessla,t)

stavlja pomik zaradi dinarbne %}L T T T T T
obremenitve f(x,t) in efektivne = -
obremenitve pefi(xt), ki je \“Tﬂd@})’

posledica kinemathega vzbu- I

janja podpor. Pri delitvi pomikov Fla,t)

posameznih  obremenitev  smo Ny Fit il 5a(t)
upcstevali  superpozicijo, ki je 1(®) & ! 2
lastnost linearnih sistemoy, slika 3. [ -

Ob updtevaniju izrazov (9) in (10) w(@,?)

se enaba (7) preoblikuje v obliko Slika 3 : Razdelitev obremenitev, ki delujejo na nosilec

0wy (x,t)  _0%wg(x,t) _0%wg(xt) _ 0%wg(Xt) owg(x,t)  _awg(x,t)
A B D E F =
x T o oxdt ot ot ox
z do;(x)
-3 ((ces, +F5 (1) =

=1

"-<t>¢,-<x>>) | (11)

~~

Peff

Pri zapisu enébe (11) smo v izrazu za efektivno obb® pe¢ zanemarili d8enjed = 0 [3].
Robna pogoja (4) priredimo parcialni diferencialni énia(11)

Wd(07t) = Wd(l—’t) =0, t>0, (12)
medtem ko robna pogoja (5) nad sekundarno spremenljivko ostaneta enaka.

3.2 Prostorska diskretizacija gibalne enébe nosilca na osnovi koinih elementov

Galerkinovo metodo kainih elementov apliciramo riabki obliki integralske formulacije. Vse
Clene endébe (11) zagiemo na levo stran e@lde ter jih mndimo s funkcijo@(x), ki je definirana
na obm@ju x € [0, L]. Tako ustvarjeni funkcijski produkt integriramo po celotnem ojuoOb
predpostavki, da je funkcij@(x) vsaj dvakrat diferenciabilna, jo lahko integriramperpartes

A/ (aZWdth de))d +B/ (azwd(” x>dx+C/ <62ng(a)t(t )) dx+ (13)
D/ <62Wd XY )> dx+ ES/O <awda(tx’t)(p(x)> dx+F/ (awd :’t)cp(x)> dx—
G/ F(xt)o z (Céj()+F6j(t)>/0 d"" X)clx —ZDBJ / &) () PX)dx—

L
GIT(90(x5-+ G [ M "’3‘;@]

0

-80 -



Kuhljevi dnevi 2005

Obravnavamo podinterval € [Xe_1,Xe| dolZine he, na katerem aproksimiramo potek primarne
spremenljivken§(x,t) s Hermitovimi polinomiy(t) tretje stopnje [4]

4
WE(xt) = 3 USWS(x) (14)
=1
z UJ-e(t), j = 1,...,4 kot vozli&nimi vrednostmi primarne spremenljivke v kidjih kontnega

elementa. VozECni vrednostiUs in U§ predstavljata pfena pomika obeh vo&t korgnega
elementa, medtem ko vo&3iini vrednostUs5 in Uy predstavljata zasuk prve oziroma druge vo-
zline t@ke kortnega elementa. Skladndzalerkinovim pristoponin izbranimi oblikovnimi
funkcijami Y7(x),i = 1,...,4, ki jih zapovrstjo nadomestimo na mestu funkegex), dobimo
sistemstirih end&b kortnega elementa. AlgebrajskoSsetje rasirjenih enéb kortnega ele-

menta, izrdenih z globalnimi primarnimi spremenljivkaroi, i = 1,...,2n+ 2, da rezultirajé
sistem enéb, tako imenovanenatbo problema, ki jo zap&emo v obliki:
MI{U®)} +[CH{U® } +[KH{U®)} = {FD)}. (15)

Z{U(t)} = {U1,Us, ...,Uz}" smo oznaili vektor primarnih vozi&nih vrednosti ter #M], [C]

in [K] masno, d&ilno in togostno matriko velikostir®x 2n. Pri zapisu mattine enébe (15)
smo updtevali robna pogoja (12), zaratksar imamo opravka :Znabami, kjern ozn&uje
Stevilo kortnih elementov. §F(t)} smo oznaéili vektor desnih strani, ki podaja obremenitev
po polju nosilcaf (x,t), prispevek zaradi efektivne obremenitpgr ¢(X,t) in vektor z vrednos-
tmi sekundarnih spremenljivk, ki predstavlj@sa/ek vrednosti sekundarnih spremenljivk vseh
konénih elementov. Prvi in zadn{ilen vektorja z vrednostmi sekundarnih spremenljivk pred-
stavljata robne pogoje, medtem ko ostadéni predstavljajo prispevek nezveznosti sekundarne
spremenljivke na meji med dvema sosednjima elementoma. V primeru, da je po polju nosilca
potek sekundarnih spremenljivk zvezen, potem scCleii vektorja sekundarnih spremenljik
razen prvega in zadnjega enaktni

3.3 Casovni odziv osno premikaj@ega se nosilca in dol&itev lastnih frekvenc

Pri diskretizacijicasovne spremenljivke izhajamo iz métré enabe (15). Odvode voAtnih
vrednosti primarne spremenljivkg(t) po Casu bomo aproksimirali na osnovi centralnih difer-
enc. Vektorja prvih in drugih odvodov primarnih vaginih vrednosti p&asu{U (t) } in {U (t) }
lahko zapsemo z difereénimi shemami:

(060) = g ({0} {0), O = (U] 20} + (o).

pri Eemer smo upitevali enakost med zapisorfld (t = kAt)} = {U¥}. Izraza (16) upstevamo
v matricni end&bi (15)

(Altz[M] + ZZt[C]) fuk) = (Aztz['\’” - [K]) {u+ <ZL[C] - A12[|v|]) il {F) ar

pricemer velj&k =1, 2,.... V prvem koraku integracijk = 0 imamo opravka s tako imenovanim
zaetnim problemom, kateregadevanja se lotimo na osnovi&stnih pogojev (6).
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3.3.1 CFL stabilnostni kriterij in dof@tev lastnih frekvenc sistema

Ratunska shema (17) je pogojno stabilna, kar pomeni, da je potrebnGitilokirezno razmerje

med casovnimAt in prostorskimh korakom integracije. To razmerje bomo déilo na os-

novi CFL stabilnostnega kriterija, katerega utemeljitelji so Courant, Friedrichs in Lewy. Izha-
jali bomo iz matréne enabe (15), pricemer predpostavimo, da f@sovna spremenljivka
diskretizirana na osnovi centralnih diferenc. Obravnavali bomo poseben primer, kjer bomo
predpostavili, da je vektor desnih strgi(t)} = {0} niCelni vektor. Z uvedbo nove vektorske
spremenljivke{U (t)} ={V(t)} zapBemo matino end&bo (15) v obliki sistema dveh matriih

enab _ ; |
{ mﬁ }+[ [Ml[‘lm [M]_—[l]m H Eiéiii }:{ % } (18)

D

oziroma krage _
{wt)} +[D]{¥(M)} = {0}, (19)

kjer smo s{W(t)} = {{U(t)},{V(t)}}" ozna&ili vektor velikosti 4 ter z[D] matriko velikosti
4n x 4n. V nadaljevanju uvedemo nastavéW(t)} = {©} €M, z lastnim vektorjem{©} ter
pripadaj@o lastno vrednostja, ki ga vstavimo v enébo (18) in dobimo:

(Bl + ) {e} = {0} (20)

Matricno en&bo (18) smo prevedli na tako imenovan posglo problem lastnih vrednosti.
Re&Sevanja problema se lahko lotimo z uporabo metQ&erazcepaealneHessenbergove ma-
trike. Kot resSitev dobimo 4 lastnih vrednosti, ki nastopajo v konjugirano kompleksnih parih.
Koeficientimaginarnega dela lastnih vrednosti predstavlja lastierdukra@no frekvenco osno
premikaj@€ega se viskozno &enega nosilca in jo bomo oZiikhz wgpi. Courant, Friedrichs

in Lewy so pokazali, da je potreben in hkrati tudi zadosten pogoj, da je shema (17) stabilna,
ko je zad&Ceno pogojult < Aty = 2/|Wopmax|, Kier Smo zupmax 0zn&ili maksimalno lastno
duSeno frekvenco.

3.4 Primer doloCitve lastnih frekvenc in ¢asovnega odziva

V tem podpoglavju bomo na numéniem primeru predstavili odvisnost lastnih frekvenc od osne
hitrosti nosilca in sile prednapetja ter odziv nosilaaasu pri dveh tipih robnih pogojev. Podatki
jermenskega gonila (slika 2) ter oblike robnih ir€etih pogojev so podane v tabeli 1. Nosilec

ob z&etku nihanja miruje. Na sliki 4 je prikazana odvisnost lastn&ede frekvencexyp od

osne hitrosti nosilca oziroma strune. Pri struni uporabimo enake podatke kot v primeru nosilca,
le da je za struno upogibna togost end&lda= 0. Vidimo lahko, da se s pogevanjem osne
hitrosti jermena lastne frekvence nosilca in strune z8wgajo. Pri struni so lastne frekvence

enake nt tedaj, ko je osna hitrost strune enaka Enitihitrostiv = \/E Ugotovimo lahko,

da so lastne frekvence osno premilk@ga se nosilca v primerjavi s pripadéjoi lastnimi
frekvencami osno premikaje se strune nekoliko $jie, razlika med njimi pa se podeje s
poveCevanjem osne hitrosti. Lastne frekvence nosilca in strune s€aj s povéevanjem
osne sile prednapetja. S pde¥anjem osne sile se lastne frekvence nosilca ptifgjo lastnim
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Tabela 1: Podatki jermenskega gonila ter oblikeCeanih in robnih pogojev

d El h L m T
[Ns/m] [Nm?] [m] [m] | [kg/m] | [N]
1 0.64 0.1 1 0.1 80
01(t) Oo(t) Wo(X) v g(x) | f(xt)
[m] [m] [m] [m/s] | [m/s] | [N/m]
0.04(1— cos(20rt)) | 0.04(1—cos(10mt)) | 0.08sin(*) | 10 0 0

frekvencam strune, na podlagésar lahko sklepamo, da s poeganjem osne sile upogibna
togost izgublja vpliv na velikost lastnih frekvenc. Pri déikwi ¢asovnega odziva nosilca si

1000

350

-----struna
nosilec

® 900}
® 300} [rad/s]

[rad/s] 800t

250 700

600 -

200 £ ~ nosilec (EI#0) :

|
|
|
|
|
™~ o — — —struna (BI=0) |
|
I 500
|
| 400 -
! 300 -

200 F

860

T [N]
Odvisnost lastnih frekvenc od sile
prednapetjd

% 5 10 15 20 25 130 10 200 200 600
v [s] L

Slika 4 : Odvisnost lastnih frekvenc od osne Slika 5 :
hitrostiv

1000

bomo pogledali odziv nosilca #asu pri dveh raztinih tipih robnih pogojev nad sekundarno
spremenljivko. V obeh primerih bodo robni pogoji nad primarno spremenfiekaki (tabela
1), medtem ko robna pogoja nad sekundarno spremenljivko predpostavimo v dveh oblikah:

R = o0 = 0°w(L,t)/0x* =0

. Ry=0.15m== 0°w(0,t)/0x*> = 1/Ry
" R.=0.16m= ’w(L,t)/0x* = 1/R_
Na sliki 6 je prikazar€asovni odziv osno premikajega se nosilca ob uptevanju robnih pogo-
jev v obliki (21). Na sliki 7 pa je prikazagasovni odziv osno premikajega se nosilca ob
updstevanju robnih pogojev v obliki (22). Vidimo lahko, da ima zadanost jermenic pre-
cejgen vpliv na odziv jermena. Revanja gibalne eghe osno premikafzega se nosilca (3)
smo se lotili tudi z uporabo metode kimih diferenc ter tako verificirali postopekSgvanja z
uporabo metode kamih elementov [6].

1: (21)

2 (22)

3pomikom robnih ték nosilca
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Slika 6 : Casovni odziv nosilca ob ugtevanju Slika 7 : Casovni odziv nosilca ob ugtevanju
robnih pogojev (21) robnih pogojev (22)

4 Zaklju cek

V prispevku smo predstavili pé@a nihanja osno premikajega se viskozno &enega nosilca.

Z gibalno enébo osno premikajiega se nosilca smo modelirali vejo jermena med dvema jer-
menicama. Analifini izraz za doloitev lastnih frekvenc osno premik&ega se nosilca v za-
kjuCeni obliki ne obstaja, zaradesar smo se iz€ana lastnih frekvenc in doditve Casovnega
odziva lotili z uporaboGalerkinove metode kénih elementav Vidimo, da se s pov&njem
hitrosti gibanja jermena lastne frekvence@rega nihanja nosilca zm&ujejo, medtem ko se

s pové&evanjem osne sile prednapetja nosilca lastne frekvend@mega nihanja poveljejo.

Na osnovi dobljenintasovnih odzivov, predstavljenih na slikah 6 in 7, lahko sklepamo, da
ima pri nai izbiri parametrov jermenskega gonila (tabela 1) eksaamist in zaokrdenost
jermenic precd&en vpliv na odziv veje jermena, zardgisar omenjena vpliva vsekakor nista
zanemarljiva.
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Vklju Citev lokaliziranih nelinearnosti v dinamske modele
kompleksnih struktur

P. Cermelj® in M. Boltezar!

Incorporating localised nonlinearities into dynamic models of
complex structures

Povzetek.V dana&njemcasu, ko v dinamiki modeliramo vse bolj kompleksne sisteme - strukture za
potrebe predikcije dinamskih lastnosti ter za potrebe simulacijeSamja na zunanje obremenitve,
smo v ve&ini primerov zaradi velikeg&tevila prostosti omejeni na linearne modele. Vseeno pa
obstajajo posebni primeri, ko ddlenih, izrazito nelinearnih podsistemov strukture, brez uporabe
izboljSave ne moremo eepredstaviti v obliki veljavnih linearnih modelov. Nangt&€e se héemo
izogniti Casovno in denarno potratnemu procesu iAaoie oz. identifikacije ekvivalentnih lin-
earnih lastnosti lokaliziranih nelinearnosti, moramo izhajati iz veljavnega nelinearnega modela neke
lokalizirane nelinearnosti. Zaradi zmoosti numenega réevanja samega in eventuelno, zaradi
zmaznosti parametéinega pretevanja modela celotne strukture, pa je tak model nadalje potrebno
ustrezno poenostaviti&im bolj enostaven &e vedno ustrezno veljaven, linearen ali celo nelinearen
model. Tak model mora biti primeren tako za vKiiiev v model linearne strukture kot zainkovito
numertno, najvékrat paramettino r&evanje.

Abstract. Along with the rising needs to model more and more complex structures in the field of
structural dynamics, especially in terms of a large number of degrees-of-freedom, in most cases we
are still limited to the use of linear models of such structures. But, there are cases when there are
some highly nonlinear sub-systems present in the form of localised nonlinearities which are usually
modelled as equivalent linear models whose parameters are determined using updating. In order to
avoid the time- and cost-expensive updating we must provide a detailed model of certain nonlinearity
and then, simplify such a nonlinear model into the form that is suitable for coupling with the linear
part of the model and also, into the form that enables an effective numerical solving of the whole
structure’s model, even in parametric sense.
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1 Uvod

Za potrebe simulacije dinagriega obnganja neke strukture v sginem potrebujemaéim bolj
veljaven model celotne strukture. Navkljub néiajaCi raCunalnski zmogljivosti, pa se poii-

jejo tudi zahteve po modeliranju vse bolj kompleksnih sestavov kot so pralni stroji, sesalne
enote, razni motorji ipd., katerih modeli v sleem obsegajo velikétevilo prostosti (sl. 1).
Cetudi tak, celoten modddompleksne strukturéCS) z veliko prostostmi predstavimo v ob-

liki linearnega modela, danes to predstavlja izziv v smiskevanja,Ce pazelimo vkljuciti

Se nelinearne lastnosti, napleat v obliki t.i. lokaliziranih nelinearnostipa se kompleksnost
problemaSe dodatno povia. Direktna uporaba modela lokaliziranih nelinearnosti, imeno-
vali jih bomo kompleksni podsistenfCSS), v sklopu CS s stélia ré&Sevanja v dinamiki ni
primerna, zato se dan8e najvé uporablja identifikacija nadomestnih, linearnih lastnosti CSS,
npr. [11, 10, 6, 9, 3]. Tak pristop zahteva izvedbo eksperimenizmdbstojéem izdelku, pro-
totipu ali celo namenski napravi ibe ve&, tako identificirani parametri so veljavni le za t.i.
obratovalne pogoje, za pogoje prisotne pri identifikaciji sami.

Tokrat bomo prikazali né@n vkljuCitve enostavnega in hkrati veljavnega modela nekega CSS
v model ostale, linearne strukture. TakCimamodeliranja sledi eni glavnih tendenc v di-
namiki struktur, nam& modeli morajo bitic¢im bolj enostavni, hkrati pa morajée vedno
odrazati bistvene dinamske lastnoglinearne in eventuelno tudi nelinearne) [1, 2]. To na-
jveckrat pomeni, da t8mo k&im mangemustevilu prostostnih stopenj in, ker nafleat dovolj

dobro velja predpostavka o ustaljenem stanju, se lahko piastumetod v frekveénem pros-

toru kot Cinkoviti alternativi dol@evanja tako dinamskih lastnosti kot odziva CS. Pri mnogih
avtorjih, npr. [7, 4, 8], zasledimo vkliiitev CSS modelov v model CS v oblikiaralelnih
vzmetj kar sicer omogeéa dokaj enostavno $evanje, bistvena slabost takega pristopa pa je, da
takSni modeli nimajo ustrezne fizikalne povezave z dejanskimi CSS kot so @gji, leijacni

spoji, kontakti itd. in so zato uporabni le za enostavne, enoosne nelinearne vzmeti. Po drugi
strani pa najdemo dela, kjer avtorji sicer detajlno obravnavajo nek CSS v lokalnem smislu,
npr. ob m@&no poenostavljeni ostali strukturi (v obliki togih mas) kot to podaja Gaul [5]. V
tem prispevku bomo zato prikazali bolj spen pristop tako izgradnje enostavnega modela
CSS kot tudi néin vkljucitve le-tega v model celotne CS, ki je primeren tudi za paragredri
prelwtevanje.

2 Celostni pristop dolctevanja odziva v frekverEni domeni

Glede na v uvodu predstavljene argumente, je v tem poglavju prikazan pristGkangu
odziva CS z lokaliziranimi nelinearnostmi, v frekvi@rem prostoru. lzhajaoiz detajlnega
modela celotne CS, le-to razdelimo na linearni del (LS) in na nelinearni del, CSCifewlo
veljavnega modela LS je danés dokaj ustaljen postopek, ki pa ni nujno enostaven [10] in
najvetkrat obsega redukcijo, modalno testiranje, korelacijo in i#aelp. Po drugi strani pa
lahko zgradimo detajlni model CSS, ki pa je zaradi velikétgavila prostostnih stopenj a priori
neprimeren za fevanje celotne CS v dinamiki. $@ posebej velja za kldsii pristop réevanja
odziva CS vasovni domeni, kjer ko najdemdae kako potrebno redukcijo celotnega sistema
in Se v&, v takem primeru niti ne moremodii CSS dela strukture od LS dela [7], kar je
osnovni pogoj Ginkovitega réevanja CS. V rieem primeru bomo nelinearni del, CSS model,
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Realni sistem - kompleksna
struktura (CS)

Alternator

Linearni modeli

Sesalna enota
& — —

E, = Analiti€no - numeriéno

Pralni stroj

redukcija

sklapljanje

MKE

modalna analiza

aproksimacijske metode

optimizacija

parametri¢na analiza

SDM

preucevanje
modalno testiranje
modalna analiza
merjenje FRF
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obcutljivostna analiza
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KORELACIJA
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primerjava
identifikacija

Slika 1 : Shematski prikaz osnovnega problema modeliranja kompleksnih strukturgitgdju
lokaliziranih nelinearnosti v model celotne strukture. Odebeljeno sotern@aglavna podija
strukturne dinamike uporabljena prisevanju omenjene problematike.

najprej dodatno reducirali, nato bomo uporabili dodatno aproksimacijo in ha koncu le-tega pred-
stavili v obliki t.i. harmonskega nelinearnega supermod&ldlSM). Taksen model bo primeren
zasklapljanjez ostalo LS v frekveénem prostoru, vse skupaj pa bo primerno za éelanja
bodisi t.i. nelinearnirekvergno prenosnih funkcijFRF) prvega reda ali pa kar amplitudnega
odziva na numeéno Einkovitei na&in. Omenjeni postopek shematsko prikazuje sl. 2, kjer
bistveno pridobitev predstavlja prav déltev HNSM v obliki, primerni za sklapljanje z ostalo,
linearno strukturoSe Ve, omenjeno dinkovitost dol@evanja odziva celothe CS ddseno z
uporabo redukcije LS in CSS dela CS, povsem na koncu pa prej reducirane (odstranjene) koor-
dinate lahko tudi rekonstruiramo, sl. 3. Tak postopek je povsenssp|de celotno CS moramo
preurediti v smislu notranjihi) in povezovalnih ¢) koordinat, HNSM model CSS dela CS pa

ima lahko lec koordinate. Zadnja omejitev pravzaprav niti ni omejitev,Zap priori izhajamo

iz zahteve p@&im bolj enostavnem modelu CSS. Pri teh pogojih lahko némapsemo spléno
veljavni izraz za dolditev FRF CS [11], tako linearnih, nelinearnih kot $aaih,

( Xy > _ [ Hyi — Hie 1+ ZossHee) ' ZossHe  Hic (T4 ZessHee) ™ } < Fr > _ (1)

XC Hci - Hcc (I + ZCSSHCC)_l ZCSSHci Hcc (I + ZCSSHCC)_l FC

V izrazu (1) sklapljanja FRH predstavlja linearne FRF posameznih delov Egss pred-
stavlja nelinearno impedano matriko HNSM,X je vektor nelinearnih odzivoJ" je vektor
amplitud vzbujevalnih sil, matrika v (1) pa predstavlja nelinearno matriko FRF prvega reda, ki
je odvisna tako od frekvence kot od amplitud povezovalnih koordinat med LS in CSS delom.
En. (1) predstavlja sistem nelinearnih algebrajskintendi pa je za réevanje zaradi uporabe
redukcije LS in CSS dela, uporabe HNSM pristopa in nenazadnje uporabe sklapljanja, veliko
bolj ugoden kot bi bil sistem diferencialnih gftanereduciranega sistemaasovni domeni.

Za potrebe numetnega r8evanja, sistem (1) rairimo v enakovredni, ra&drjeni realni sistem
en&b.
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Redukeija H VELJAVNOSTI | LSS
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Linearni model

Nelinearna
redukcija

SKLAPLJANJE
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Slika 2 : Shema celostnega pristopa préeganju CS v frekvaini domeni ob upstevanju
lokaliziranih nelinearnosti.

REDUKCIJA in LA » HNSM
APROKSIMACIJA F S ey
CSS

REDUKCIJALS

N REKONSTRUKCIJA
(SEREP, direktna,...)
_

7

° o 1, o I
Slika 3: Prikaz virtualnega léevanja LS in CSS dela CS, prikaz redukcije obeh delov ditelo
HNSM in sklapljanja ter eventuelno tudi rekonstrukcije povsem na koncu.

3 Harmonski nelinearni supermodel

Osnovni namen dofiitve HNSM je, kot sma@e omenili, v posplsitvi pristopa dol@itve nadomest-
nih modelov CSS. Nasprotno od avtorjev, ki uporabljajo modele paralelnih vzmeti [7, 4, 8]
(sl. 4 - a)) in katerih uporaba je, kot smo omenili, tno omejena, bomo tokrat fadetajlni
model CSS, predstavili v obliki reduciranega modelas&ivedno odrza bistvene fizikalne
lastnosti, sl. 4 - b).

Z(o)
K,M,C, G,(X,)
e\ oAVe °
W ® e 4 n
: :> glavnih
W ° koordinat
& °
HNSM ®

a)

D)
Slika 4 : Nelinearni model paralelnih vzmeti - a), shematski prikaz HNSM - b) in shematski
prikaz nelinearne redukcije - c).
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Dolocitev HNSM v prvi fazi temelji na izbiri le nekaj, t.glavnih koordinat za katere doléimo

zvezo med t.i. notranjimi silami in pomiki v stétiem smislu, maso CSS sistema pa pred-
stavimo v obliki diskretizirane porazdelitve na glavne koordinate. Ta postopek bomo imenovali
nelinearna redukcija in je povsem primeren za lokalizirane nelinearrostse npr. omejimo

na simetréne togostne nelinearnosti, potem bi bi bila ena odmitoaproksimacik-te notranje

sile reduciranega CSS modela, sl. 4 - ¢), obaipeanju vseh mimih kombinacij za linearne in
kubiCneclene,

) n n n—1 n n—1 n
fink (X) = Z Qk; L5 + Z bkjl'? + Z Z ijl'?l'i + Z Z dkjwjx?. (2)
j=1 7j=1

j=1i=j+1 j=1i=j+1

Ker dejansko notranjo silo lahko ddliono na podlagi znanega detajinega modela, lahko ob ra-
zlicnih konfiguracijah pomikov in uporabi najmait) kvadratov doldimo neznane koeficiente

Vv (2). Generiranje naklignih nizov t&k glavnih koordinat{z;, z9, ..., z,}, se izkd&e za na-
jbolj primeren pristop za potrebe ddevanja koeficientoyay}, {bx}, .. ..

Tokrat bomo uporabilze dolgo znani, iz teorije kontrole znani pristop uporabe opisnih funkcij

kot ene od manosti ekvivalentne linearizacije sistema, kar je je pravzaprav poseben primer
metode harmonskega ravnovesja prvega reda. Uporaba tega pristopa v dinamiki struktur, npr. [7,
4, 8], je omejena na eno ali dvo-prostostne sisteme, v primetupvestosti pa se avtoriji
poslizujejo t.i. med-koordinatne notacije in s tem povezane omejitve, uporabe modela par-
alelnih vzmeti.

Metoda opisnih funkcij omogta dolciti analiticno povezavo med notranjimi silami in pomiki

v frekvertni domeni, kar predstavljaCinkovitei pristop od klagine metode harmonskega
ravnovesja, poleg tega pa na podlagi tega lahko uporabimo prej predstaviemistavanja

in sklapljanja posameznih, linearnih in nelinearnih delov CS (sl. 3). En. (2) zaradi vsebnosti
meSanih nelinearnittlenov, npr.clenov Oblikeakx;-"a:?, ne predstavlja oblike, primerne za
uporabo klaginega pristopa opisnih funkcij, zato bomo omenjeni pristop opisnih fuiSlecij
nekoliko posplaili, tokrat za uporabo polinomskih nelinearnost v obliki (2). Pri singaih ne-
linearnostih in eno-harmonskem vzbujanju, po metodi opisnih funkcij bkre¢ predpostavimo
odzivi-te in j-te koordinate v aproksimativni obliki

T~ Xet 7 =S(y) = Xpsin(wt +¢;), X;€C, X;€R
T

e YL plwt ¥
;= X;e,

= %(.TJ) = Xj sin(wt—i— (z)j), Xj eC, Y]‘ eR. (3)

Ker klasiEni pristop ne omogta analittne dol@&itve opisnih funkcij zatlene oblikeak:z:;“xj,
bomo v prvi fazi predpostavil; =~ ¢; = ¢;;, kar pomeni, da uvedemo dodatno linearizacijo h
klasicnemu pristopu opisnih funkcij. To potem vodi v substitucijo

wt =7, T4 ¢ij = Vsj. (4)

Ker tudi notranjo silo, v splénem je nelinearna, predpostavimo v obliki pertwdi sile, lahko
doloCimo pripadaj@e Fourierove koeficiente té;te notranje sile

27
A
F, = W/fmk(ﬂfz‘,ﬂﬁj)e Vi3 day;. (%)
0
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Ob upatevanju eno-harmonskega vzbujanja ter uporabilerfd), (4) in (5), lahkatasovno
odvisno notranjo nelinearno silo aproksimativno daheo ob uporabi zgolj prvega harmonika
notranje nelinearne sile

fmk ~ FelVi = akCY;Y?ein (6)

in je C' konstanta odvisna odin ¢q. Upcstevajmo sedaj

X, e%i = X;el%iel™ = X,elm = x; 7)
Xje‘wij = Xjel‘i’ije” = Xje'" = xj,

izraz (6) pa umetno r&rimo na tolikoclenov, kolikor koordinat nastopa v (6), tokrat v vsoto
dvehclenov oblike
1 r—1< 1 ~r<sq-1 N~ N~ =
apr;z] = SarCX; Xiw; + 5 CX; X0y =Xy, X))z + vV (X5, X )z, (8)
Prikazana ra&ritev nam omogoa uvedbovet-koordinatnih opisnih funkciiMCDF), ki so
nekalkéni delni prispevki kélenUakx{x?. Dodatno lahko opazimo, da pogoj ~ ¢; = ¢;;
ni veC potreben in koéno, sledi izraz za notranjo silo v odvisnosti od pomikov preko uporabe

MCDF, G(X),
f,, = GX)Xe", G(X) =Ky, +Gu(X), G,XeC. 9)

G(X) skupaj z masno in dilno matriko predstavlja HNSM, nelinearno impedaa ma-
triko Zcss, ki jo uporabimo v izrazu sklapljanja LS in CSS delov CS (1)

chs(w,i) = G(X) + iwCeags — szcss. (10)

4  Primera

Sl. 6 prikazuje primerjavo med raghimi FRF sistema s sl. 5 s progresivno nelinearno to-
gostjo v drugi vzmetk,,; = 50k, masom = 0.1 kg in linearno togostjdc = 1000 N/m. DF
ozn&uje klastni pristop po metodi opisnih funkcij, ki ga je tokrat zaradi enostavnosti modela
moC uporabiti, HNSM pa predlagani pristop. Aproksimacijski model za HNSM je bil model
iz (2) ob uporabi linearnih in kubnih Clenov, nelinearni del eksaktne notranje sile v drugi
vzmeti pa je bil

fo = (—kn (s — 1) Fn(aa —21)%)" . (11)
V primeru zr&nosti sistema s sl. 5 - a), pa je bila eksatna notranja sila v drugi vzmeti
5 5 T
fu = | —k(y — 5senly)) kly—gsen(y)) ) » y =20, y=z2—x (12)

za aproksimacijski mode HNSM pa smo v tem primeru izbrali le &néclene iz (2). Rezultate
med razlénimi FRF za primer zfénosti prikazuje sl. 7 (desno). Sl. 8 prikazuje amplitude odziva
nosilca za raztine primere doléevanja FRF, tudi linearne.

-90 -



Kuhljevi dnevi 2005

Slika 5: Dvo-masni sistem z nelinearno vzmetjg - a) in vet-prostostni nosilec z nelinearnim
elementom - b).

— — —linear -
num. integration
DF

—— HNSM

H (m/N)
H (m/N)
5

¢ (rad)

9.65 9.7 9.75 9.8 9.85 9.9 9.95 10 9 9.5
f(Hz) f (Hz)

Slika 6 : Tri nelinearne FRF prvega reda s FRF pripadega linearnega sistema s sl. 5 - a).
Amplituda vzbujevalne sile je bila.5 N (levo) in5 N (desno).

10

T T
— — —linear
num. integration

150

H (mIN)

100

@ (rad)

—150-1
0.05

. 005 -0.05 o2 4 6 8 10 12 11 15 18 20
7 X f(Hz)
Slika 7 : Odvisnost notranje sile v drugi vzmeti od obeh pomikov (levo) ter eksaktna in aproksi-

mativne FRF za primer zéaosti dvo-masnega sistema (desno). Amplituda vzbujevalne sile je
bila 3 N.

5 Zakljucek
Predlagani pristop gradnje HNSM in vkditev le-tega v linearni model linearnega dela struk-

ture omog@a numeitno winkovito dolcitev odziva celotne CS, kar $& dodatno pova
ob uporabi rekonstrukcije. Glede na ujemanja z eksaktnim (uporaba riummentegracije)
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Slika 8 : Nelinearne amplitude pomika nosilca pri amplitudi vzbujevalne &I za razltne
pristope, tudi z uporabo rekonstrukcije.

pristopom kot pristopom kla&nih opisnih funkcij, kjer je to mogie, je predlagani ran
predstavitve lokaliziranih nelinearnosti primeren v pogojih ustaljenega stanja, tordjini ve
tehnitnih problemov. Se vé&, tak n&in nam omogoa dolciti enostaven, a veljaven model
lokalizirane nelinearnosti, 0z. napraviti oceno o primernosti zanemaritve nelinearnosti.
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O konvergenci modificiranega nekonformnegsirikotnega
konCnega elementa RQ6

R. Flajd]in M. Saje!

On convergence of the quadrilateral rotated nonconforming
finite element RQ6

Povzetek. V prispevku je z uporabo Stummelovega poSgloega patch testa [10] dokazana kon-
vergenca modificiranega nekonformnegtaikotnega koinega elementa RQ6, ki ga jetlanku

[3] razvil Cheung s sodelavci. Ob digijnih pogojih je izpeljana tudi standardna ocena za napako.
Za razliko od izoparamettnih elementov lahko pri aproksimaciji uporabljamo tudi nekonveksne
Stirikotnike.

Abstract. The convergence of the nonconvex quadrilateral rotated nonconforming finite element
RQ6 [3] is proven using Stummel’s generalised patch ftest [10]. Under usual conditions the standard
error estimates are also derived.

1 Uvod

V prispevku je dokazana konvergenca modificiranega nekonformnega, ne nujno konveksnega
stirikotnega koinega elementa RQ6, ki ga j€lanku [3] razvil Cheung s sodelavci. Pri dokazu

je uporabljen Stummelov posgleni patch test [10]. Pri obravnavi se omejimo na linearne
elipticne probleme prvega reda s predpisanimi Dirichletovimi robnimi pogoji.cHbalement

RQ6 zadosti Ironsovemu patch testu, vendar je v Virih [9, 10] pokazano, da Ironsov patch test ne
podaja niti potrebnega niti zadostnega pogoja za konvergenco. Prav tako ne moremo neposredno
uporabiti izsledkov v[[12], zato—podobno kot|V [9]—konvergenco @ekao z uporabo Stum-
melovega pospkenega patch testa. Z uporabo in priredbo idej vI[2] 9, 7] izpeljemo tudi oceno

za napako. Za razliko od izoparaméftiih elementov lahko pri obajnih pogojih uporabljamo

tudi nekonveksnaétirikotnike.

2 Madificiran kon €ni element RQ6

Podrobneji opis kortnega elementa RQ6 je podaghanku [3].

LUniverza v Ljubljani, Fakulteta za Gradbéhio in Geodezijo



Kuhljevi dnevi 2005

2
(x1,y1) (x2,y2)

Slika 1: Stirikotni koréni element RQ6

Uvedemo okrdjave:

(17 [0y ] (U] 1 x1 y1 xayr X ¥E
X o> U 1 X Yo XV xg yé
xi= Y], a=|% q=|®| A= 1 X3 y3 xay3 X% Yg .

Xy aq U 1 X Yo XaYa X5 Vg

NG Os Os 0 0 O 0 1 0

LY |6 g 00 0 0 0 1
Iz nastavka

vy =Xa=x"A1q
Cheung tvori nov nastavek
Vh = vn F A X+ Aoy =X AT g+ A x+ Aoy 1)

Kot smo Ze nakazali, v nadaljevanju uporabljamo naslednje oznakeprostor, v katerem
i&¢emo numeiino resitev, vi—poljubna funkcija (Cheungova aproksimacija) iz tega prostora,
vy—poljubna funkcija (pomina Wilsonova aproksimacijali;—numercna raitev (Cheungova
aproksimacija) u*—tocna reitev Sibko formulirane nalogey—poljubna funkcija iz prostorov,

kakrSne zahteva izpeljava W;"(K ) = H™(K)—prostori Soboljeva z normani |m2k = || - || mk
in polnormami| - |m2k = |- |mk za 0< m< 2. Velja omeniti, da se Z&tek koordinatnega
sistemaxy nahaja v t&isCu stirikotnika. Konstanti1 in A, po [3] dolatimo iz pogojev
/ (Vh— )l ds =0, / (Vh— v) mds= 0. 2)
oK oK

V gornji en&bi 0K predstavlja rob kotnega elementK, vy, odsekoma gladko funkcijo z li-
nearnim potekom na rok@K, katere vrednosti se v odiih Stirikotnika ujemajo z vrednostmi
funkcije vy, | in m pa sta komponenti zunanje normale na rob. Kratékmada

. 1 ~ th
)\1|K|</ vhlds—/K—a dx ) ’K|/ —va)lds,
1
Ao = / mds—/—d d> / )ymds
>7 K| < o K] )

©)
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|K| ozn&uje placino StrikotnikaK. Kontni element po [3] zadiia Ironsovemu patch testu. V
racunu potrebujemo inverz matrik zato si najprej oglejmo determinanto matriketj. |A|.

V ta namenstirikotnik zasukamo tako, da ena od osi sovpade z »$joordinatnega sistema
(glej sliko[T) in izr&unamo|A| = (x1 — X2) (X3 — Xa)(y1 — ¥3)(y1 — ya). Determinanta je pri
nedegeneriranem konveksnéiirikotniku razléna od 0. Pri nedegeneriranem nekonveksnem
Strikotniku K pa lahko nastopijo t&ave, ko jexs ~ x4. Takratstirikotnik K zasigemo tako, da

|A| postane red®(h?*), kier smo sh oznd&ili premer najvéjegastirikotnikaK v delitvi.

Pogoj 1. Ozn&imo s Iy := diam(K), z px := sup{diam(S),krog SC K,Vx € Ky € SVA €
[0,1] = (1-A)x+Aye K} in s H dolzino najkrapega robu. Naj obstaja konstantaza katero

za vsalgtirikotnik K v delitvi vteamax(S—E, E—,E) <vyin naj bo K taksen, da bdA| = O(h%).

3 Robni problem

I5¢emo ré&itevu* Dirichletove robne naloge na konveksnem olgjn®
2
0 ( au*>
- ai +au = f naQ,
, JZlaxJ o
u* =0naoQ
ob poljubni funkciji f € LZ(Q) in gladkih funkcijahajj = aji, a > 0, ki zad&Cajo pogoju
z aj &) > BEF+ES) V(E1,&) €R?
i,J=1
pri neki konstantp > 0. V Sibki obliki i&emo r&itevu* € H}(Q) endbe
a(u,v) = (f,v) WWeHHQ) pri

2
a(u,v) ::/Q (2 ajj Uy, Vx; +auv> dxdy ()
I

=1
(f,v) ::/ fvdxdy
Q

Po [6, izrek 3.2.1.3, str. 149] obstaja erola réitevu* € H2(Q) NH(Q) enabe [4). Nekon-
formna aproksimacijaj, € Vi, zadosti enébi

an(Up,Vh) = (f,Vn)  VVh €V pri

5
an(Ug,vp) ; / (2 ajj uhxlthJJraqﬁvh) dxdy )

i,]=1
Enaba [B) je pol[9] pri dovolj majhnerh enolicno re&ljiva. Velikost napake je po drugi Stran-
govi lemi [4] odvisna od kvalitete aproksimacije (angl. approximability term) in velikiletia
konsistence (angl. consistency term)

(6)

f.ovh) —an(u®, v
JU* — Ui [lun < € |nf Hu —Vh|lLh+ sup|( Vh) — 8n(U7 V)] )
VhEVh [Vl 1.n

-05 -
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4 Ocena napake v energijski normi
4.1 Ocena velikosticlena konsistence

V [10] in [12] preberemo: Zaporedjéno, H)'(Q) zadosti pospléenemu patch testu natanko
takrat, ko velja

lim sup I Tai(d,Vh)| =0 za |a| <mji€[1,...,n],¢ € C*(Q), kjerje

h—=0v, Vho, [Vhlmn<1

Toi (9, V) ; /< fadv +¢0th> dX:K; /6K¢0“VhNids

Pospl&eni patch test prvega reda je pol[10] izpolnjen natanko takrat, ko velja za vsako omejeno
zaporedjg{Vh} in vsaky € CJ(R?) relacija

lim T (W, vp) ;= lim / VhN; ds= 0, N =1,m
heo r(LIJ h) h—0, L i aKqJ h INr r

Ker je funkcijavy, in s tem tudi funkcijap vy, po robovih konformna, velja
T (W, v) = Z</ YN ds=0, N =I,m )
KERp, oK
Za odsekoma konstantno funkcijg zaradi veljavnosti erébe [2) velja tudi

(lIJO,Vh / llJO Vh *Vh) NrdS 0 NI’ = |7m_

V nadaljevanju bomo pri ocenah raztie konstante, neodvisne od spremenljilukezna“:ili kar
z isto &rko c. Afino preslikavo, s katero referéni tirikotnik K z ogligi (0,0) — %r, (1,0) —

Xt, (X3,¥3) — X7 in (0,1) — Xr preslikamo na poljubestirikotnik K, ozn&imo sFK, odvod
preslikave po referemih koordinatah ozré@amo sFK, Jakobijan preslikave paJ. Z Xt smo

ozndili koordinati te¥zi&ta refereinegastirikotnikaK . Refereftnih &tirikotnikov je v spldnem
vet. Po [9] pri pogojy 1 veljajo spodnje ocene:

Lema 1. Pri pogoju[] lahko najdemo konstanti ) in Cx(y), pri katerih za vsaltirikotnik K
iz delitve veljajo neenakosti

C C
Cihg <Xk <Cohk, Cihk < ||R| < Cahy, hTi 1(Fe)™ 1H<hi

Definiramo linearni operatd®y, ki vsaki integrabilni funkcijiv naK priredi konstanto

Pov = /-1 X) dx — /—1 () VR IR = - / — B
K| K| K|

Lema 2. Pri pogoju[1 ob uvedbi ostankaR:= v— Pyv obstaja konstanta € c(y), za katero
velja

/ (Rov)2ds< chy [V[2 za vsak \e HL(K).
oK ’
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Lemo lahko dokaemo z uporabo izrekov V[[1, str. 97, primer B, str. 144 del I] ali z uporabo
pospldenega izreka Soboljeval [8, str. 60] in lefje 1. Ker se funkgija ogli&tih robudK
ujema z odsekoma linearno funkciyg, Velja

A1] < clvnl2emkh, |A2] < Clvn|2wkh.

Ker imata funkcijivy in v, enake druge odvode, velja tudh|2,0 k = |Vn|2,00k-
Upostevamo enzbo (1) in psemo

Tr (qJ7Vh) = TV(POqJ7Vh - \;h) + Tr(an\;h) + TI’(ROlIJa Vh — \;h +)\1X+)\2y)

Prvi in drugiclen na desni strani gornje etz sta enaka @i Ocenimo tretjtlen:

|Tr (Roy, vip — v +A1 X+ A2y)| < ;
KeKp

<5 (e (o)

" KeZ<h </6K (Row)2d5> | </0K (7\1X+)\2y)2d5> %

<cC Z( |Wl12k Vh|vh|20k P Vh
KeKn

/aKROqJ(Vh—VTh-l-AlX—i-)\zy) N, ds

/ RoW (A1 X+ A2y) N; ds
oK

oK

Roy (v — Vi Nrds‘+
W (vn — V) KeZ<h

=C ; W12 Vh|Vh|2ek h? Vh
KeKn

<ch Z< |W[1,2k [Vh|12K
KeKp

<ch [EPY VnlZak | = chiwla|vhin.
(KEZ(h o K;h o

Peta neenakost v gorniji itz je posledica inverzne neenakosti, ki velja pri poggju 1. Povza-
memo

Nl
Nl

| Tr (W, Vh)| < ch[Wlg[Vh|1h. (8)

Oceno kvalitete aproksimacije izpeljemo v nadaljevanju. [P6 [10] s tem zagotovimo konver-
genco. Integriramo po delih in uvedemo napdiena konsistence (consistency error func-
tional)

2 2
En(u",vh) := (f,vh) —an(u®,vy) = / aiju's Nj | vads="S Tj(dj,vn)
K;haK '1:1] xi Nj ]le j
2

)

zadpj:= ) aju’y, j=12
2,
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Z uporabo enébe [8) neposredno dobimo
|En(u*,vn)| < ch|u®|2h [Vh|1h- (9)

4.2 Ocena kvalitete aproksimacije

Z upcétev~anjem eréb (1), [3) in linearnosti razlik&vy, := v, — vy, dobimovy = vy, + Avy, in
Vih = Vi +Avy, ter od tod zvezen™— vy, = vy, — v,. Tvorimo linearne funkcionaléA;,i =1,...,6}
in linearne funkcionaldy,i = 1,...,6}:

Mi(vh) := vn(X) = Vh(Xi) — “<1| (/ (\7h—vh)lds>q+/aK (Vh—vh)mdsy> =:Ai(vh),1<i <4,

62vh aZVh aZVh

|K\ a2 = |K\ S 9X=As(Vh),  He(va) = |K| FYd dX = Ag(Vh).

HUs(vy) :=

Neposredno iz definicije sledi, da je maica{A;,i = 1,...,6} baza z&(K)’ natanko takrat, ko
je mnazica{y,i=1,...,6} baza zeP,(K)'. P,(K)’' ozn&uje dual prostore,(K) = Z{xy},0 <
i+ j <2}. Ozna&imo z A" mnaZico vseh vozig, z £M mndzico vseh elementov, £"(v) pa
mnazico elementov, ki se stikajo v vogliuv. Ozna&imo z E'(v) prvi element izE"(v). Za
Stirikotnik K z vozli&ti vi, V2,3 in vy tvorimo funkcionale\y =Aj, j=1,2,3,4 terA =Aj,| =
5,6. Konstruiramo prostor kamih elementov

Xn:={wn € ﬂ Pc, W € A VK, Q € EN(), N (Vi) = A@(vh) }.
€lh
Prostor kognih elementow, je z mnaico funkcionalov

h
Zhi= A=A ve AU K e 2 U K e £

enoliéno dolden. Ozné@imo z Qp = Q — Uker,0K. Funkcionalom\{, A poi&emo dualne
bazne funkcijepy, ¢. NaQn predpsemo bazne funkcijéy = Y czny) d4 in interpolacijski
operator

Ih:Vi— z )\V(V)¢V+ Z )‘IK(V)(I)IK
venh KeZh|=5,6

Za nae potrebe priredimo definicijo 4.4.2M [2, str. 105] in izrek 4.4.4v [2, str. 106] v obliko
Lema 3. Naj bo (K, P, Z) kortni element, ki zada pogojem
() K je zvezdast (star-shaped) glede na krog,
(i) PLCPCW2(K)in
(i) £ (W2(K))".
Naj bo p= 2. Potem za&) <i < 2in v e WZ(K) velja ocena
V=InVli2k <Cygk) (diamK )" |v|22x, kjer sta

K:={

@@k X € K} in o(K) je operatorska norma operatorjg I W5 (K) — WS (K).

-08 -
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Paziti moramo, da bo interpolacijski operator nedvoumno definiran na prd&ﬁiﬂ&). To pa
bo. Opravitiimamo z drugimi odvodi (naténeje s povprénimi vrednostmi drugih odvodov)
in z vrednostmi v tokah. Za funkcijov WZZ(K) lahko up&tevamo Cauchy—Schwartzovo
neenakost [ uxdX| < C [z u2,dR. Zaradi viczitvenih izrekov Soboljeva je funkcija tudi
zvezna in ni t&av s funkcionali;. Ocenimose normoo(K) operatorjdp, : WE(K) — W2(K).

V izogib str&Sicam v nadaljevanju referéni Stirikotnik ozna&imo sK. 1z neenakosti

6 6
Mhullz2c < > Wl lIdillzzk < [Nillwgacy [19ill22. 1]
i; | | iZl R

2,2,K

izpeljemo oceno

6
o(K) < _Z\H)‘iHWZz(K)’ 1ill22.k - (10)

Najprej pokaemo, da jes(K) enakomerno omejena po vs&h V ta namen za=1,...,4
ocenimo

A (V)| = <clv

10,00,k

v(Xi)—“i| </a|< (\7—v)lds>q+/aK (\7—v)mdsy>

< c||V|[2.2x (identiteta i2AMZ(K) v Co(K) je enakomerno zveznal[4, str. 114])

(11)

zai = 5,6 paze vemo
Ai(V)] < clVliz2k - (12)

Norme||A; ”WZZ(K)/ so omejene s konstantami= ¢, k). Tudi bazne funkcijg; so omejene. Velja
Lema 4.
[9ill22k < Cyk)- (13)

5 Ocena napake L normi

Uporabimo izrek 2.2 \[]7]. Pogoji izreka so v&em primeru izpolnjeni. Velja ocena
En(u*,us
‘|U*—U;H07ggc sup <|nf h( ) ha¢'7¢h)>’
perz(@) \0ne%h  [[9]l20

Kjer je En(u*,u, ¢,9n) = an(u* — Uy, — dn) — En(u*,¢n) + En(d,u5) in je konstantac neod-
visna odh. Po en&bah [6) in[(9) velja
En(U", ¢n) < ch[u*[2(dnlih < chlu"[2 (¢ — dnlih+[0]1) < chPU*[2[d]2,
En(9,Us) < ch(o2|uilih < chldlz(Ju" — ublun+ [u™]2) < chPlo[2]u[2,
an(u* — U, ¢ — 0n) < ch?|u*[2[9)2.

Oceni|u*|; < ch|u*|zin |¢]1 < ch|d|2 smo dobili z upStevanjem robnih pogojev, enakosti

ou dx:/ u*Ids:O,/ audx:/ u*mds=0,
Q OX 00 Q oy Flo)

0 0

—dx:/ Ids:O,/ —dx:/ mds=0,
Q 0X aQq) o 0y an)

-99 -




Kuhljevi dnevi 2005

in Poincarejevih neenakosti (3.1, 4.1) v[11]. Neenakosti povzamemo v iskano neenakost

lu* — Uillog < CHP|u*|2q. (14)

6 Zakljucek

Iz druge Strangove lemg](6), ocene funkcionala napake (9), ocene kvalitete aproksimacije, fj.
leme[3, ocen[(10)[(11)] (12) ip ({13) neposredno sledi, da napaka obravnavanega problema v
energijski normi pada &-jem vsaj linearno, medtem ko napakd.x normi po [14) pada s
kvadratomh-ja. Opravljeni numefini primeri potrjujejo gornje izsledke.
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Nelinearna dinamtna analiza ravninskih elastinih nosilcev
M. Gams, M. Saje in . Planinct

Nonlinear dynamic analysis of planar elastic beams

Povzetek. V €lanku je predstavljena drina novih deformacijskih kainih elementov za nelin-
earno dinamino analizo elasthih nosilcev. Elementi so zasnovani kolokacijski metodidh
elementov in modificirano sredinskasovni integracijski shemi. Izhdade pri izpeljavi je bila ge-
ometrijsko t@&na Reissnerejeva teorija ravninskih nosilcev. @iresskim primerom prosto padde
vrvi je prikazana velika nata@most deformacijskih kainih elementov za nelinearno dindmo anal-
izo elastEnih nosilcev.

Abstract. A new familiy of strain-based finite elements for the dynamic analysis of highly flexible
elastic planar beams is presented. The elements are based only on strains, and that leads to some
advantageous properties of the elements. The elements are very accurate as well as free of any
locking related problems. The performance and accuracy of the formulation is tested on a numerical
example simulating a free falling string.

1 Uvod

Nosilci so zelo pomemben konstrukcijski element sestavljenih mehanskih sistemov. Ti morajo
biti zelo lahki in poceni. To pa pomeni, da so konstrukcijski elementi zelo podajni. Zato
mora vsaka réunska analiza odziva sestavljenih mehanskih sistemov na zunanje vplive nujno
upcstevati tudi geometrijsko nelinearne pojave [10].

Geometrijsko nelinearno obsanje nosilcev najpogosteje modeliramo z Reissnerjevim mode-
lom ravninskega nosilca [9]. S tem modelom v analizi $tpgamo membransko, upogibno in
strizno deformiranje nosilca, ki skupaj s pomiki in zasuki lahko zavzarggeicno poljubno
velike vrednosti. Poleg znane (i) Bernoullijeve predpostavke o ravnibnfreprerezih, ki
doloCa, da ravni prerezi, pravokotni nat&no os nosilca v nedeformirani legi, ostanejo med
gibanjem ravni toda ne epravokotni na deformirano&tno os nosilca, predpostavimo tudi,
(i) da oblika in velikost prénih prerezov med gibanjem nosilca ostaneta nespremenjena.

LUniverza v Ljubljani, Fakulteta za gradbshio in geodezijo
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V literaturi zasledimdstevilne r&unske postopke za dinafmio analizo elastnih ravninskih
nosilcev zasnovanih na Reissnerjevem modelu nosilcé&n#gih je zasnovanih na Galerkinovi
metodi korEnih elementov ter s pomiki in zasuki kot osnovnimi interpolacijskimi &afmi

[3, 7, 11, 12]. Membransko in simo blokiranje je najvg§a pomankljivost teh elementov,
preprostost pa najé@ prednost. Z vpeljavo deformacijskih Komih elemenov se omenjeni
pomankljivosti izognemo. Zri@nost deformacijskih kotnih elementov je v tem, da so le de-
formacije osnovne interpolacijske kéiine. Poleg neatutljivoti elementov na vse vrste bliki-
ranj je velika prednost deformacijskih kémih elementov tudi velika naténost. Do sedaj so
bili deformacijski koreni elementi uporabljeni predvsem za stat analizo armiranbetonskih
okvirnih konstrukcij [1], nelinearno gmrno analizo armiranobetonskih stebrov [2] ter nelin-
earno analizo dvoslojnih nosilcev z Ugievanjem zdrsa med slojema [4]. Prvi poskus uporabe
deformacijskih konih elementov tudi za dinagno analizo elastnih nosilcev je predstavil
Gams s sodelavci [6]. Predstavljenteski postopek je zasnovan na kombinaciji galerkinove
metode kofnih elementov in modificirane sredinskasovne itegracijske sheme. Da so seci-
zognili zahtevnim numegnim integracijam vzdd kontnega elementa, so se v analizi omejili
samo na koéne elemente s konstantnimi interpolacijskimi nastavki za deformacijeskenali

V tem €lanku bomo predstavili diino novih deformacijskih katnih elementov za dinartmo
analizo elasfinih nosilcev. Elementi so zasnovani kolokacijski metodidmh elementov in
moadificirani sredinskitasovni integracijski shemi. Ker je stopnja interpolacijskih polinomov
za deformacije poljubna, predstavljajo novi deformacijskidairelementi raZiritev kortnega
elementa predstavljenega v [6].

2 Dinamitne end&be gibanja elast€nega nosilca

Opazujemo raven elagén nosilec ddline L in konstantnega ptmega prerezéd. Gibanje
nosilca analiziramo v ravnir(iX, Z) prostorskega kartezijevega koordinatnega sistefn, )

s pravokotnimi baznimi vektorfey, Ez in Ey = Ex x Ez. Kot referei@no os nosilca izberemo
krivuljo, ki povezuje t&ista pr&nih prerezov in je v nedeformirani legi idetria s prostorsko
koordinatno osjoX. Materialne delce na #tni osi nosilca oznémo z materialno koordinato
X. Nosilec je obt&en stasovno odvisno linijsko obi®o p(x,t) = px (X,t)Ex + pz(X,t)Ez, lin-
ijsko momentno obtebom(x,t) = my(X,t)Ey ter na robovih s posp&enimi takovnimi silami
S(t) (i=1,2,---,6). Vsa obtéba nosilca je konservativna.

Gibanje nosilca ofgiemo z Reissnerjevim modelom ravninskega nosilca. Kinémagnabe
so [9]:

1+U —(1+¢€)cosp —ysind =0, (1)
W + (1+¢€)sind —ycosp = 0, (2)
o'~k =0, 3)

kjer stau, w komponenti vektorja pomika z&Cne osi nosilca v smereh baznih vektorfey
in Ez, ¢ pa je zasuk prnega prereza okoli baznega vektdfa. Membransko, upogibno in
strizno deformacijo smo v eghah (1)—(3) ozn@li z €, k in y. Z oznako(e)’ smo v enébah
(1)—(3) ozn&ili odvod po koordinatk.
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Dinamicne enabe gibanja nosilca izpeliemo s pojo Hamiltonovega principa [8]. Ta za-
hteva, da je na poljubneiasovnem intervalt = t, —t; variacija razlike med kinethoEx in
potencialne energijg, enaka ng:

t
5[ (Ep—E)dt=0. @)
t1

Kineticno energijo nosilca iztainamo z enébo [13]:

1 /L -2 1/t . 1/t 2
By = 7/ Apl dx+f/ przdx+f/ lyppdx, ®)
2Jo 2Jo 2Jo

kier smo zp ozn&ili gostoto materiala, 2 plosCino pre&nega prereza in g smo oznaili
vztrajnostni moment pimega prerza. Z oznake)(smo v enabi (5) ozn&ili odvod pocasu.
Potencialno energijo nosilca pa iZtamamo z enébo [13]:

1L, 1t 1,
Ep:E/O EAe dx+§/0 GAsydeJré/O Elyk2dx—

L L L 6
/ pxudx—/ pzwdx—/ my ¢ dx — Zsui.
0 0 0 &

V en&bi (6) stak in G elasttni in strizni modul nosilcaAs je plosCina strznega prerezal;(t)
(i=1,2,---,6) pa so pospléeni pomiki na robovih nosilca.

Kinematitne in deformacijske spremenljivke v funkcionalu (4) morajo zadostiti kinémiati
end&bam (1)—(3), zato le te predstavljajo veznedeafunkcionala (4). V nadaljevanju skladno
Zz metodo Lagrangevih mideljev pri vezanih nalogah variacijskeg&uma vezne eride (1)—
(3) pomna@imo z vsaj enkrat odvedljivimi funkcijamRx (x), Rz(x), M (x) in jih integriramo
vzdolz nosilca. Tako dobljene izraze variiramo in§tdjemo k (4). Dobimo t.i. modificirani
Hamiltonov princip. Ko izrazqc')‘ Ry OU’ dx, foL Rz dW dx in f(',' M &’ dx integriramo po delih
in vpeliemoA, = Rx cosp — Rzsind, Q = Rx sind + Rz cosp, dobi modificirani Hamiltonov
princip obliko

(6)

~ L L L
6H:/0 (EAa—N)ESstJr/O (GAy— Q)aydx+/0 (Eljk — M) 5K dx +
/OL('JQJF px — Apli) dudx + /OL(RZ’Jr pz — ApW) dwdx +-
L
/0 (M — (1+8)Q+YAC+my — lypd) 3 dx+
+/OL (1+u — (1+¢)cosp — ysing) dRx dx+

/OL (W + (14¢€)sing —ycos¢)6§{zdx+/(JL(¢’ —K) OM dx—
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(S1+ Rx(0)) U1 — (S + Rz(0)) dUz — (Ss+ M (0)) U3 —
(Ss— Rx (L)) BUs — (S5 — Rz (L)) 8Us — (S — M (L)) 8Us = O. @)

Po znanem postopku variacijskegauaa dobimo s pon@jo funkcionala (7) Euler-Lagrangeve
end&be v polju ter stafine robne pogoje. Eihe v polju nosilca so:

konstitutivne enacbe x € [0,L]:

EAe— A =0, 8
GAy—Q =0, 9)
Elyk —M =0; (20)
kinemati¢ne enacbe x € (O,L):
1+ U —(1+€)cosp —ysing =0, (11)
W + (1+¢)sing — ycosp = 0, (12)
o' —Kk=0; (13)

dinamic¢ne ravnoteZne enacbe X € (O,L):

Ry + px —Apli=0, (14)
R; + pz — ApWr = 0, (15)
M — (14+€)Q+ YN +my —lypd =0. (16)

V nadaljevanju z integriranjem $eno kinemaine enabe (11)—(13) in dinangne ravnotene
end&be (14)—(16). Modificirani Hamiltonov princip postane s tem odvisen samo odrstati
robnih vrednosti{Rx (0), Rz(0), M (0)) in deformacijskih spremenljivke(x), k(x), y(x)). V
nadaljevanju mu dodamo kineméiie robne vezi. S tem postane funkcional (7) odvisen tudi od
kinemattnih robnih vrednosti in dobi obliko:

3A* (£(%,1),y(x, 1), K(X,t), Rx (0,1), Rz (0,t), M (0,1),
u(0,t),w(0,t),(0,t),u(L,t),w(L,t),d(L,t)) =

/OL((EAe — N)de + (GAy — Q)dy+ (Elyk — M )3k ) dx
_ (u(L,t) —u(0,t) — /OL ((1+¢)cosp +ysing) dx+ L> 34,
- (W(L,t) —w(0,t) + /OL((1+£) sing — ycosp) dx) 04,

' L
—(q)(L,t)—(l)(O,t)—i-/o K dX) 545
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—(S1(t) + Rx (0,1))8U1 — (So(t) + Rz(0,t)) AUz — (S(t) + M (0,t))dUs
- (54(1:) - RX(L’t))&J4 - (%(t) - Rz(L,t))éU5 - (SG(t) - M(L’t))éuﬁ =0, (17)

kjer 84;, 84, in 843 predstavljajo poljubne parametre. Ker v funkcionalu (17) nastopajo le tri
neznane deformacijske funkcgéx,t), y(x,t) in K(x,t), ter devet neznanih parametr®y (0,t),
Rz(0,t), M (0,t), u(0,t), w(0,t),d(0,t),u(L,t),w(L,t),d(L,t), je funkcional (17) primeren za
implementacijo deformacijske metode Kmih elementov.

3 Deformacijska metoda kor€nih elementov

Izhod&Ce izpeljave deformacijske metode Kmih elementov za dinartmo analizo ravninskih
elasttnih nosilcev predstavlja funkcional (17). Kot krajevno diskretizacijo izberemo kolokacijo
metodo koKinih elementov. Za interpolacijo neznanih deformacijskih funkcij vzétolntnega
elementa izberemo Lagrangeve interpolacijske polinBrfg(i = 1,2,...,N) stopnjeN — 1

g(x,t) = i R(x) &i(t), OE(X) = iiP.(x) g (t), (18)
WX =3 ROV, Y09~ 3 A B (19
K(x,t) = .iP,(x) Ki(t), OK(X) = i R (x) oKi(t). (20)

Pri tem so interpolacijske &e razporajene enakomerno po osi&oega elementa. Ko etlae
(18)—(20) vstavimo v funkcional (17), dobimo po znanem postopku variacijskégaagpos-
ploSene semi-diskretne dinabnie enaébe ravninskega elastiega nosilca:

g=EA;—-A{=0, i=1...,N (22)
ON+i =GAYi —Q =0, i=1,...,N (22)
OoNti =EWKi =M =0, i=1,...,N (23)

Oan+1 = U(L,t) —U4(t) =0, (24)
Oan+2 = W(L,t) —Us(t) =0, (25)
Oan+3 = §(L,t) —Ug(t) =0, (26)
Oanta = Si(t) + Rx(0,t) =0, (27)
Oan+5 = S(t) + Rz(0,1) =0, (28)
Oan+6 = Sg(t) + M (0,t) =0, (29)
Oan+7 = Su(t) — Rx(L,t) =0, (30)
Oan+8 = S5(t) — Rz(L,t) =0, (31)
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Oan+o = S(t) — M(L,t) =0. (32)

Sistem (21)—(32) sestavljd\3t+ 9 algebrajsko-diferencialnih eflaza 3N + 9 Casovno odvisnih
neznankz;, Ki, i, u(0), w(0), $(0), u(L), w(L), ¢(L), Rx(0), Rz(0) in M (0) (i=1,2,---,N).
Zacasovno integracijo diskretnih pospénih dinantnih ravnot&nih en&b uporabimo znano
sredinsko integracijsko shemo [12, 13]. Standardna sredinska integracijska shema predvideva
zaddCanje dinamgénih ravnoténih eng&b pri Casuty, /> = th +At/2. Ker v n&em primeru
sestavljajo sistem diskretnih pospmih dinamtnih en&b nosilca (21)—(32) diferencialne in
algebrajske vezne eblae, standardno sredinskasovno integracijsko shemo modificiramo.
Diferencialnim enébam gibanja zadgamo priCasut, 1/, =ty +At/2, algebrajskim vezinim
end&bam pa prtasut, 1. S tem ohranimo zveznost pomikov in zasukov med elementi tudi pri
casitn 1.

4 Ratunski primer

Natar€nost in primernost predstavljene die deformacijskih koénih elementov za dinartmo
analizo ravninskih elasthih nosilcev prikdemo s preprostim primerom prostega pada riai
90 m dolge elastine vrvi (slika 1). Podprti spodnji konec vrvi enakomernagmi@premaknemo

v dveh sekundah zAu = 6 m, medtem pa vrv zaradi lastne&éeprosto pada. Padanje vrvi se
nadaljuje tudi po kodanem prénem premiku. Geometrijski podatki vrvi so prikazani na sliki 1.
Vrv je jeklena z elastinim modulomE = 2.1 x 101N/m? in z gostotcp = 7860 kg/ni. Okrogli
precni prerez ima vztrajnostni momekt= 5 x 10-°m*. Obravnavani primer je fizikalno zelo
zanimiv, saj téi&e vrvi pada hitreje, kot prosto pada&kasto telo [5].

ﬁZ

- =

Precni prerez vrvi

9

d =0.01786 m

> x

777
}4—{ Au = 6m (v 2 sek.)

Slika 1 : Geometrijski podatki vrvi.

Z veliko strizno togostjoGAs =?? smo v analizi zanemarili strie deformacije, z majhno po-
dajno togostjcEl, =?? pa smo modelirali veliko upogibno podajnost vrvi. Gibanje vrvi smo

A4

analizirali s 15 konimi elementi, pri katerih smo deformacijske Kitie vzdok tezis&tne osi
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Z [m]
100 t=0s [ t=2s [ t=4s [ t=45s rt=475s [ t=5s
80 |
60 |

40 |

X [m]

Slika 2 : Primerjva prostega padanja vrvi inckastega telesa pri ragtih Casih.

vrvi interpolirali z Lagrangevimi polinomi druge stopnje. Zae#o vrednostasovnega ko-
raka smo izbralidt = 0.001 s, vendar se je ta medctmom spreminja glede na konvergenco
Newton-Raphsonove metode. &@a smo prekinili, ko je postaiasovni korak masj kot 107°

s. To se je zgodilo prtasut = 5.0295 s. Verjetni vzrok za divergenco Newton-Raphsonove
metode je relativno veliko razmerje med membransko, upogibno imsttbgostjo vrvi. Kot
smoze povedali, je fizikalna zdnost tega réunskega primera v tem, dazt&e vrvi pada
hitreje kot ta@kasto telo. To dokazuje slika 2, kjer smo prikazali primerjavo prostega padanja
vrvi in tockastega telesa pri ragfiih Casih. Na sliki 2 opazimo tudi zelo deformirano obliko
vrvi med padanjem. Hitrost padanja vrvi hitro n&a in je pricasut = 5.0295 sze ~ 95 m/s.

Ne glede na divergenco Newton-Raphsonove metode fpasia analiza nedvoumno dokazuje
veliko natagnost predstavljenih kamih elementov za dinagmo analizo nosilcev, saj snie

z relativno nizko stopnji interpolacijskih polinomov za deformacije éznaali zelo natatno
relativno zahtevno deformacijsko obliko vrvi med padanjem.

5 Zaklju cek

V ¢lanku smo predstavili diino novih deformacijskih katnih elementov za dinafmo anal-
izo ravninskih elas@inih nosilcev. Elementi so zasnovani na kolokacijski metodickim ele-
mentov in modificirani sredinskiasovni integracijski shemi. Izhdidie pri izpeljavi je bila ge-
ometrijsko t@na Reissnerejeva teorija ravninskih nosilcev. Prednosti deformacijskiinikon
elementov so: (i) nedlutljivost elementov na sitno in membransko blokiranje, (ii) konsis-
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tentno up&tevanje konstitucijskih eia in (ii) velika natagnost. Slabost pa je v tem, da mod-
ificirana sredinsk&asovna integracijska sheme v kombinaciji z deformacijskimtkani ele-

menti ni brezpogojno stabilna za t.i. toge sisteme. V nadaljnih raziskavah bi bilo zato smiselno
to pomankljivost deformacijskih k@mih elementov za dinaftmo analizo nosilcev odpraviti.
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Optimizacija prerezov plasticnih okvirjev
B. Harl' in M. Kegl’

Optimization of the cross-sections of plastic frames

Povzetek. Clanek predstavlja pristop k optimalnemu projektiranju stati¢no
obremenjenih elasto-plastiénih ravninskih okvirjev. Kot osnova je vzet kinemati¢no
natancen ravninski elasto-plasticni nosilec. Preseke nosilca podajamo po slojih, kjer se
Sirina lahko spreminja samo linearno. Za ilustracijo predlaganega pristopa je predstavljen
in reSen enostaven primer optimizacije elasto-plastiénega okvirja.

Abstract. This paper presents an approach to optimal design of statically loaded elastic-
plastic planar frames. The basis forms a kinematically exact planar elastic-plastic beam
finite element. The cross-section of the beam is specified by layers whose width can vary
at most linearly. For the illustration of the proposed approach a simple optimization
problem of an elastic-plastic frame is presented and solved.

1 Uvod

V prispevku zelimo predstaviti pristop k optimalnemu projektiranju konstrukcij, ki so
modelirane z elasto-plasticnimi nosilci. Za taksSno nalogo smo se odlocili, ker se v industriji
pojavlja potreba po obravnavi plasticnih deformacij pri optimizaciji konstrukecij.

Kot osnovo smo vzeli elasto-plasti¢ni nosilec [1, 2]. Preseke smo modelirali po
slojih, pri katerih se Sirina spreminja linearno [3]. Za fazo analize optimalnega projektiranja
je potrebno narediti obcutljivostno analizo. Zato moramo izracunati odvode po projektnih
spremenljivkah za namensko in omejitvene funkcije. Projektne spremenljivke bodo vezane
izklju¢no na preseke nosilcev.

Poudariti je potrebno, da je raziskava Se na zaCetku, zato je omenjena teorija
predstavljena na dokaj preprostem zgledu.

! Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojnistvo

2 Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojni§tvo
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2 Formulacija naloge

Obravnavajmo plasti¢no konstrukcijo, modelirano s plasticnimi KE, ki je ustrezno podprta in
obremenjena z zunanjimi staticnimi silami. Naj bodo prerezi konstrukcije odvisni od

projektnih spremenljivk b;,i=1,...,N, zbranih v vektorju b eR N Sprememba vrednosti teh
projektnih spremenljivk torej povzrogi tudi spremembo odziva konstrukcije u e RM .

Optimizacijsko nalogo lahko z besedami formuliramo tako: najdi takSne vrednosti
projektnih spremenljivk, da bo konstrukcija najboljSa mozna glede na izbrane kriterije.
Matematicno lahko to zapiSemo v obliki standardnega problema matematicnega
programiranja, in sicer kot

min f, (1

ob upostevanju pogojev
f; <0, i=L...,K. )
V tem zapisu f, = f, (b,u) predstavlja namensko funkcijo, ki je pogosto definirana

kot volumen ali kot deformacijska energija konstrukcije. Omejitvene funkcije f; = f; (b,u)
pogosto predstavljajo pomike vozliS¢, napetosti v elementih, uklon elementov, geometrijske
omejitve, tehnoloske omejitve in podobno. Simbol K oznacuje Stevilo vseh omejitvenih
pogojev. V nalogi (1)-(2) b predstavlja neodvisno spremenljivko, odziv u :u(b) pa ima
vlogo odvisne spremenljivke. Ta odvisnost je podana implicitno z enacbo odziva
konstrukcije

F-R=0, )
kjer sta F = F(b,u) in R = R(b,u) vektorja notranjih in zunanjih sil.

3 Elasto-plasti¢ni KE in njegov prerez

Model nosilca, ki je podrobno opisan v [1, 2], prikazuje slika 1.

A

y

Slika 1: Plasti¢ni KE s 6 vozliS¢i.
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Nosilec, ki ga bomo uporabili v zgledu, je raven in ima 6 vozlis¢. Osnovne mehanske
lastnosti nosilca so:

e uposteva to¢ne kinemati¢ne enacbe,

e strizne deformacije so zanemarjene.

Prostostne stopnje so: pomiki U; krajnih vozliS¢, rotacije ¢; ter Lagrangevi multiplikatorji

A, elementa. Odzivne koli¢ine nosilca lahko zapiSeno

u=(ui,(/)j,ﬂk). (2)

Ker so vse odzivne veli¢ine odvisne od projektnih spremenljivk b, lahko zapiSemo u =u(b).
Prerez nosilca podajamo po slojih [3]. Vpeljimo integral po prerezu

C= j fdA, (4)
A

kjer je f gladka funkcija. Funkcija f je konstantna v pravokotni smeri ravnine nosilca (z-
smer, slika 2). Integracijo bomo izvedli numeri¢no z Gaussovo metodo.
Model prereza je sestavljen iz N sekcij A,i=1,...,N, slika 2. Vsaka sekcija A se

zacne z Yy koordinato h,_, in kon¢a s h;. Visina sekcije A je tako enaka h, —h;_,. Za cel
prerez je tako potrebnih N +1 tock h;, j=0,1,...,N .

Slika 2: Dejanski prerez levo in raCunski model prereza desno.

Sirina a sekcije A se lahko spreminja samo linearno. Vsaka sekcija A se za¢ne s
Sirino @,_, in konca s §irino &, .
Ce privzamemo zgoraj navedeno in upostevamo lastnosti funkcije f , lahko integral

po sekeiji A zapiSemo

h +a/2 h  +a/2 h;
cizjfdA:I jfdzdy: J’ f jdzdy: jfady, (5)
A hi —a/2 hiy,  -a/2 hiy
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kjer je

(e —a ).

Za uporabo pri numeri¢ni integraciji bomo vpeljali spremenljivko ¢ € [— 1,1], tako da

l-¢ l+¢
VI
Ce sedaj zapisemo
h. —h
dyv = i i1 d
y S 3
dobi integral c; obliko
— hi — hi—l l
Ci —TJ.I fadg ,
kjer je
azl_—gai_, +1+—gai .
2 2

Tako lahko integral po celotnem preseku izraCunamo kot

N
C=>g¢.

i=1

(6)

(7

®)

©)

(10)

(11)

Po prerezu smo uporabili Gauss-ovo shemo z 2 integracijskima tockama za vsak sloj. V
enacbah prereza sta veli¢ini h; in & odvisni od projektnih spremenljivk b, tako da velja

h =h;(b) in & =a;(b).

Slika 3: Dvojne tocke sekcije.

V primerih, ko imamo spremembo $irine na isti viSini, vpeljemo dvojne tocke

oziroma sekcijo visine ni¢ (med h, in h; nasliki 3). Torej imamo h; =h, in a; #4a,.
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5 Obcutljivostna analiza

Naloga (1)-(2) je zapisana v obliki standardne naloge matemati¢nega programiranja in se
lahko nacelno resi s poljubno metodo nelinearnega optimiranja. Toda ker so projektne
spremenljivke zvezne, predstavljajo gradientne metode najprimernejSo izbiro. V tem primeru
je postopek resevanja iteracijski in ga lahko povzamemo kot sledi:

O Nastavi k =0 ; izberi zacetne vrednosti b©

Q Izratunaj f,i=0,...,K pri p®) (analiza odziva).

O Izratunaj df;/db,i=0,...,K pri b+ (analiza obcutljivosti).

O Poslji izracunane vrednosti optimizacijskemu algoritmu, tako da dobi§ popravke AbM)
in izraCunane popravljene vrednosti spremenljivk b*+) =p®) 4 Ap®).

O Nastavi K=k+1 in preveri konvergenéni kriterij — e je izpolnjen, zakljuéi zanko,
drugace se vrni na drugi korak.

Funkcije f;,i=0,...,K so izrazene v odvisnosti od b in u. Tako moramo pri

analizi odziva najprej izracunati u® pri podanih b®). To naredimo s pomocjo enacbe
odziva (3). Odvodi df;/db,i=0,...,K so odvisni od b, u in du/db. Za analizo

obcutljivosti pri b®) zato potrebujemo u® in (du/ db)(k). Odziv u® je ze izraCunan,
medtem ko moramo (du/ db)(k) izracunati iz obcutljivostne enacbe. To enacbo lahko dobimo
z odvajanjem odzivne enacbe po b

— 12
Oou Ou (12)

oF 0R)du &R OF
db b b

Za izratun OR/0b in OF/db potrebujemo parcialne odvode naslednjih koli¢in
prereza

M, :—jno‘dA, (13)
A
C,=[EdA C,=—[rEdA Cp=[r’EdA. (14
A A A

po projektni spremenljivki, torej oM./db, 0C,;,/db, 0C,,/0b in 6C,,/0b. Te koli¢ine
izraunamo na osnovi enacb za prerez, ki so opisane v prejSnjem poglavju.

6 Numericni zgled

Za zgled obravnavajmo akademski primer enostavnega okvirja, ki ga prikazuje slika 4. Okvir
je spodaj fiksno vpet, modeliran pa je le s Sestimi kon¢nimi elementi.
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Slika 4: Okvir z obremenitvami

Prerezi elementov konstrukcije so pravokotni in votli (slika 5).

A

A

Slika 5: Uporabljen prerez

Prerez elementa smo modelirali s 3 segmenti (sloji). Vpeljali smo 4 projektne spremenljivke
b, , kot je prikazano v Tabeli 1. S pomocjo projektnih spremenljivk bomo spreminjali vi§ino
in debelino izbranega prereza.

Tabela 1: Dimenziji prereza palice podani v odvisnosti od projektnih spremenljivk.

Mere [mm]

Uporabljen je bil material Al zlitina EN AW 6060, katerega o —¢ diagram prikazuje
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slika 6.

+2.70E+02

+21BE+02
+1E2E+02 |
+1.08E402 |
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+0.00E+00

+0.00E+00 +2.00E-02

+4.N0E-02

+B.00E-02 +8.00E-02

+1.00E-0

Slika 6: Krivulja o — ¢ uporabljenega materiala

Konstrukcijo smo obremenili (slika 4):

e vvozliscu 5 ssilo F; =900 N v nasprotni smeri osi X,

e v vozliscih 3 ter 4 s silo F, =70 N v nasprotni smeri osi X in negativnim momentom

okoli 0siz M, =—6000Nm,

Cilj optimizacijske naloge je bil minimizirati volumen konstrukcije pri cemer
horizontalni pomiki vozli$¢ niso smeli prese¢i vrednosti 40 mm. Optimizacijsko nalogo smo
resili z aproksimacijsko metodo opisano v [4]. Postopek optimizacije je bil kratek (priblizen
optimum po 4 iteracijah, konec po 9 iteracijah), stabilen in praktiéno monoton. Rezultati so

prikazani v Tabelah 2 in 3.

Tabela 2: Primerjava zaCetnih in optimalnih vrednosti namenske funkcije.

Start

Optimum

Normiran volumen

1,00

0,584

Tabela 3: Spodnje in zgornje meje, zacetne in konéne vrednosti projektnih spremenljivk.

| Binin | Do | Btare | Bopim,
1[-1]1]0 1
20-1| 1| 0 | -0928
3(-1 1[0 -1
41-1] 1|0 -1

Kot je bilo za pri¢akovati v tako enostavnem zgledu, je vecina projektnih spremenljivk
koncala na svoji zgornji ali spodnji meji. Tako je viSina profila postala maksimalna, debelina
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blizu nevtralne osi minimalna, debelina blizu krajnih vlaken pa se je prilagodila zahtevam
omejitvenih pogojev. Aktivna je ostala torej le ena projektna spremenljivka.

6 Zakljucek

Predstavili smo pristop za optimizacijo koli¢in prerezov elasto-plasti¢nih okvirjev z uporabo
gradientnih optimizacijskih metod. Raziskave so Sele na zacetku, zato je reSen zgled dokaj
enostaven — omejitvene funkcije se vezejo le na pomike vozlis¢. Za bolj zanimive koli¢ine
kot so plasticna deformacija, deformacijska energija in podobne Se nimamo narejene
obcutljivostne analize. To bo vsebina nadaljnjega dela.
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Preskok sistema plitke osnosimetriéne bimetalne lupine z nelinear no teorijo

Marko Jakomin® - Franc Kosel® - Milan Batista® - Tadej K osel”

Snap-thr ough of the System of Shallow Axi-symmetric Bimetallic Shell by Non-linear
Theory

Povzetek. V prispevku obravnavamo stabilnostne razmere pri tankih, osnosimetri¢nih plitkih
bimetalnih lupinah. Po teoriji drugega reda, ki uposteva ravnotezje sl na deformiranem
telesu, podajamo model z matematicnim opisom geometrije sistema, premikov, napetogti in
termoelasticnih deformacij. Enacbe temeljijo na teoriji velikih premikov. Kot primer
predstavljamo rezultate za sferiéne lupine, ki jih aproksimiramo s paraboli¢no funkcijo.
Obravnavamo prosto polozene lupine, ki so poleg temperature dodatno obremenjene s silo v
temenu. Temperaturo preskoka ra¢unamo numeri¢no z nelinearno strelsko metodo.

Abstract. The paper deals with buckling conditions in the thin axi-symmetric shallow
bimetallic shells. According to the theory of the third order, which takes into account the
equilibrium state of forces and moments which are acting on the deformed system, the paper
is presenting a moddl with mathematical description of geometry of the system, stresses
thermo-€elastic strains and displacements. The mathematical formulation is based on the
theory of large displacements. As an example, the results for spherical shallow shells are
shown, approximated by a parabolic function. Besides simply-roller supported shells loaded
with temperature only, aso the shells with concentrated acting load at the top of it are
discussed. The snap-through temperature is calculated numerically by non-linear shooting
method.

1. Uvad

Zaradi zanedjivosti delovanja so se pri zasciti pred toplotno preocbremenitvijo naprav
uvdjavili linijski in ploskovni bimetalni konstrukcijski elementi, katerih delovanje bazira na
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znanem fizikalnem dejstvu, da se telesa s povefevanjem temperature S$irijo. Idealno
homogena telesa se Sirijo in kréijo izotropno. V primeru bimetalnih teles, ki so izdelana iz
dveh materialov z razli¢nima temperaturnima razteznostnima koeficientoma, pa deformacije
zaradi temperaturnih sprememb ne bodo ve¢ izotropne. V prispevku Zelimo poiskati in
matemati¢no formulirati funkcijsko zvezo med temperaturo, napetostjo in premiki bimetala.
Ta zveza je med drugim odvisna tudi od geometrijskih karakteristik bimetala, saj se npr.
linijski bimetalni konstrukcijski elementi v primerjavi s ploskovnimi, na temperaturne
spremembe razli¢no odzivajo. Za prakso so predvsem pomembne razlike v stabilnostnih
razmerah. Plitke bimetalne lupine imajo lastnost, da pri doloceni temperaturi pridejo v
indiferentno stanje, kar vodi v pojav, ki je v literaturi znan pod pojmom preskok sistema.

2. Enacbe problema

Na sliki 1 je s funkcijo y = y(z) v Lagrangeovem koordinatnem sistemu predstavljena
osrednja ploskev tanke bimetalne rotacijsko simetriéne lupine. Zaradi spremembe
temperature se lupina deformira v novo obliko, ki jo dologa funkcija Y =Y(X) v

Eulerjevem koordinatnem sistemu. Zaradi osne simetrije obravnavanega problema mehanske
veli¢ine niso odvisne od kota ¢, premik v v cirkularni smeri ¢ je tudi enak nic:

0
8_( )=0
P
v=20
Sistem enacb za opis termoelasticnih razmer tanke osnosimetricne bimetalne lupine
sestavljajo enacbe [1,2,3,4,5,]:

(1)

* (2), Q) in (4), za specifitne deformacije ¢,, €, in 7, v odvisnosti od premikov u
in w na osrednji ploskvi lupine;

* (5)in (6), za specificni deformaciji € in £, na oddaljenosti z od osrednje ploskve
lupine;

e (7) in (8) za napetosti o, in o, v meridialni ¢ in cirkulami ¢ smeri v odvisnosti

od specifi¢nih deformacij;
e (9), (10), (11), (12) in (13) za enotske sile in momenta v meridialni in cirkularni

smeri;
e (14),(15), (16) za opis ravnovesja sil in momentov;
ter
e (17),(18),(19), (20), (21) za opis geometrije sistema, kot sledi:
2
5w:i w+@ _|_L28_w s (2)
g, = L w+ —2 , 3)
oo tan 1)
—u  Ow 1
o + — T 4
T = 4)
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Slika 1: Osnosimetri¢na lupina v homogenem temperaturnem polju in zveza med Eulerjevim
in Lagrangeovim koordinatnim sistemom

Z «,,i=1{1,2} je v enacbah (7) in (8) oznacen temperaturni razteznostni koeficient sloja 1

in sloja 2 bimetalne lupine. V primeru plitke bimetalne lupine z enako debelino slojev
6, =6, =6 /2, enakim elasticnim modulom FE, = F, = F' in Poissonovim koli¢nikom
W, = i, = p sledita iz gornjega sistema naslednji dve diferencialni enacbi:

l(q::‘né,)/ — A<1—u2)[y’w'—l(w’)2], 22)
T 2
1 /
zn, (y—w) = —xC[w” +=w'| —ec, (23)
' T

kjerso A, C in ¢ konstante kot sledi:
Eé E& —Q

Ai—l—uw 07—12(1—M2)’ cfg. (24)
Z uvedbo brezdimenzijske horizontalne koordinate  :
T 2
=[], (3)
a

- 120 -



Kuhljevi dnevi 2005

in Wittrickovih funkcij G, F, in F :

n, = G(2X>C, (26)
a
l r_ F(x) 2C
PR A=)’ @7
l r_ F(x) 2C
J}Y o A —p2) 28)

prevedemo problem v brezdimenzijsko obliko [6]:

4(xG)" = F* — F?, (29)

"o cad A1yl
A(x(F-F)) =FG C /Q(AC). (30)

Plitko sferi¢no lupino s polmerom R lahko aproksimiramo s paraboli¢no funkcijo:

2

X
=—=hYx, 31
Y oR o X (31)

zaradi Cesar je funkcija F) () v enacbi (27) konstanta:

%=5%ﬂvhw? (32)

Diferencialni enacbi (29) in (30) sedaj zapiSemo:
4G"x +8G'= R — F* (33)

" / c-a’ A 1_M2
A4F"x +8F' = FG — — (34)
x C\2(AC)

Diferencialni enacbi (33) in (34) najprej reSimo za primer, ko lupina ni obremenjena z

3. Rezultati

zunanjo silo in ker je takrat konstantna ¢ enaka ni¢. Ce je lupina prosto poloZena so
napetosti in momenti na njenem robu enaki ni¢, v temenu lupine pa imajo napetosti in
momenti le kon&ne vrednosti. Za napetostno funkcijo G (x) veljata torej robna pogoja:

G(1)=0, G(0)=oc. (35)
Iz brezdimenzijske enacbe za enotski moment m,:
E (o, —a,)§?
my =S -2 (B (1 )~ FOO(L+ ) —2x ' () - B 2200 g
CdNAQ—) 8(—1)
(36)

izrazimo povezavo med temperaturo lupine 7' in trenutno oblikovno funkcijo F':

T =1, |1 | FO) - —— F)|| =T, 7, G7)
K L+p
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kjer je 7 brezdimenzijska funkcija temperature, 7 pa konstanta:

26 _ 26°F,

T, = = .
3R(yq —ay) 3%@2 (o —OéQ)\/l- MQ

Dodatna robna pogoja sta torej:
1
F
in

T=1-—

fx):

f=xF g9g=xG
zapiSemo naslednji problem robnih vrednosti:

Z uvedbo novih spremenljivk ¢ () i

[F(l) +%F (1)], F(0) = oo,

4q' FQ_f_z, 4f”:M
X’
9(0)=g()=f(0)=0, 7=1——"

Fy(1+p)

(21— f@)-(1-

1),

ki ga reSimo numeri¢no z nelinearno strelsko metodo.

FO = 12

T

Oq 2

-1 -0.5 0.5

(38)

(39)

(40)

(41)

Slika 2: Funkcija 7 = 7 (&) za primer osnosimetri¢ne lupine s F, =12 in pu=1/3,ki

izkazuje pojav preskoka sistema med to¢kama AB ob segrevanju in tockama CD ob

ohlajanju
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Slika 2 prikazuje razmere za lupino s Poissonovim koeficientom g =1/3 in zacetno
oblikovno funkcijo Fj =12. Graf funkcije brezdimenzijske temperature 7 v odvisnosti od

razmerja visin £

hoYa 1 pl
— = [Zf0d 42
Ny FO[Xf X (42)

predstavlja stabilnostne razmere ob temperaturnem obremenjevanju bimetalne lupine .

Stabilnostne razmere pri lupinah z druga¢nimi vrednostmi zacetne oblikovne funkcije F, so
prikazane na sliki 3. Kriticna vrednost zacetne oblikovne funkcije F| izpod katere preskok
lupine ni mozen, znasa za lupine s Poissonovim koli¢nikom p=1/3, F, = F, =8.93.
Krivulja s F, =0 ponazarja razmere pri okrogli bimetalni plos¢i. Potek krivulje za
brezdimenzijsko temperaturo 7 v odvisnosti od razmerja viSin £ je asimetricna glede na
premico Fj = 0. Na sliki 4 sta prikazani krivulji za temperaturo prvega preskoka 7, in

razmerje viSin £ v odvisnosti od zacetne oblikovne funkcije F;.

FO = 0, 8.93, 10, 12, 14, 16
T

2+

-1 -0.5 0.5 1
Slika 3: Razmere pri lupinah z razli¢nimi vrednostmi funkcije £ in p=1/3

Vrednost zacetne oblikovne funkcije F,, pri kateri se ob preskoku lupine pojavi plasticno
teCenje materiala v temenu lupine, je mogoce izracunati iz Misesovega pogoja, ¢e je znana
napetost teCenja o, za linearno napetostno stanje:

ol + O',i —0,0, = ot (43)
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FO

9 10 11 12 13 14 15 16
Slika 4: Temperatura in lega preskoka v odvisnosti od oblikovne funkcije F, za lupine z
u=1/3
Oglejmo si tudi razmere pri analizi preskoka sistema pri prosto polozeni lupini, ki je v

temenu obremenjena z zunanjo silo @i. Ce ponovno upostevamo, da sta funkciji G in F v
to¢ki y = 0 omejeni, zapiSemo problem robnih vrednosti:

2

49” _ E)Q _f_Q’
o =19, 8

XX (44)
9(0)=g(1) = f(0) =0,

1

S p—— Y0 VN ()}

F(+p) ( )

kjer je Q. vertikalna brezdimenzijska sila, F,, pa konstanta:
Q :|@i|zéi'FA17 (45)
3 Eré

M T .
@ NAL=1") g6 fo(1— )

Na sliki 5 so predstavljeni rezultati za lupino z zaCetno oblikovno funkcijo Fj =12 in

Poissonovim koli¢nikom , 1 =1/ 3 odkoder je razvidno, da temperatura preskoka lupine 7,

pada z narascanjem sile @i. Pri sili Q = 0 smo za temperaturo 7, in lego ¢ preskoka
lupine dobili enake rezultate, kot smo jih predhodno izracunali za samo temperaturno
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obremenjeno lupino. Temperaturo preskoka 7, za vmesne vrednosti sile (), v intervalu

[0,25] smo dolo¢ili z interpolacijskim polinomom 4. stopnje, slika 6:

F0=12, u =1/3

T

0:=0
;/////ijii
0i=10
//////Jif:i5
//Qizm N
:fuﬁs\\\\l
-0.5+

Slika 5: Stabilnostne razmere pri razliénih vrednostih sile @,

F0=12, u=1/3

Qi

5 10 15 20 25

-0.2"t

Slika 6: Temperatura preskoka 7, v odvisnosti od zunanje sile Q,
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4. Zakljuéek

Prosto polozene tankostenske plitke bimetalne lupine imajo lastnost, da pri doloceni
temperaturi preskoCijo v novo ravnovesno lego. Temperatura preskoka 7 je odvisna od

snovno geometrijskih lastnosti lupin. Kot poseben primer smo analizirali razmere pri
sferi¢nih lupinah, ki imajo oba sloja enako debela 6, = §, = § /2, sloja pa imata tudi enak
Poissonov koeficient p, = p, = p . Lega preskoka &, je pri lupinah z enako debelino ¢ in
Poissonovim $tevilom 4, odvisna samo od zacetne viSine lupine h,. Ukrivljenost lupine
1/ R in razlika temperaturnih koeficientov linearnega raztezka o, — «, vplivata samo na
temperaturo preskoka 7, ne pa tudi na lego preskoka ¢ .

Ce na lupino poleg spremembe temperature 7 deluje tudi sila Qi v temenu lupine, nastopi
preskok lupine pri nizji temperaturi 7. Pri dovolj veliki sili @, lupina preskoci, ne da bi jo
bilo potrebno dodatno temperaturno obremenjevati. Velikost kriti¢ne sile (),, je odvisna od

snovno geometrijskih lastnosti lupine . Po prenchanju kriti¢ne sile se lupina vrne v zadetno
ravnovesno lego razen manj plitke lupine pri kateri je vrednost zacetne oblikovne funkcije
F,,., > 21,66 in Poissonov koli¢nik y=1/3.

0 min
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Optimiranje oblike uklonsko obcutljivih ploskovnih
konstrukcij

M. Kegl', B. Brank® in M. Oblak’

Shape Optimization of Buckling-sensitive Shell-like
Structures

Povzetek. Predstavljen je pristop k optimiranju oblike nelinearnih, elasti¢nih, stati¢no
obremenjenih, ploskovnih konstrukeij, ki so obcutljive na uklon. Omogoceno je
optimiranje gladkih lupin, kot tudi ojacanih lupin (ojacitve imajo lahko obliko palicja).
Za parametrizacijo oblike konstrukcije se uporabi prostorski projektni element; ta je
povezan z mrezo konc¢nih elementov preko vozlis¢nih geometrijskih podatkov. Med
nelinearno analizo odziva se ocenjuje nivo kriticne (uklonske) obtezbe, tako da se analizo
vedno konca v podkriticnem obmocju. Odvodi, ki se uporabljajo pri obcutljivostni
analizi, so izpeljani v zakljuceni obliki s pomocjo sistema za avtomati¢no in simboli¢no
odvajanje AceGen. Za optimizacijo je uporabljena gradientna konveksna aproksimativna
metoda matemati¢nega programiranja. Prikazan je numeri¢ni primer.

Abstract.  Shape optimal design of non-linear elastic buckling-sensitive shell-like
structures under static loading is presented. The structure that is optimized may be either
a smooth shell or a stiffened shell (stiffener may be of a form of a truss). A body-like
design element is used for shape parametrization of the structure; it is linked to the finite
element mesh through the nodal geometric data. During the nonlinear response analysis
the critical (buckling) load is estimated in order to complete an analysis in the pre-critical
regime. Derivatives needed for the sensitivity analysis are obtained explicitly by using
AceGen system for automatic and symbolic derivation. The optimization process relies
on a gradient-based convex approximation method of mathematical programming. An
illustrative numerical example is presented.

1 Uvod

Pri numeri¢nem iskanju optimalne oblike elastiénih ploskovnih konstrukcij se lahko
uporabi ali linearna teorija lupin ali pa geometrijsko nelinearna teorija lupin. Analizo na
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podlagi linearne teorije, npr. Kegl, Brank in Jakli¢ [1], je mogoce uporabiti, ¢e so
pricakovani gradienti pomikov majhni in - kar je Se pomembnejSe - Ce obravnavane
konstrukcije niso obcutljive na uklon. To pomeni, da je predpisana staticna obtezba
manjSa od kriticne (uklonske) obtezbe. V vseh drugih primerih je potrebno uporabiti
geometrijsko nelinearno analizo, kar pa v proces optimiranja prinese dodatni problem -
zagotoviti je namreC treba stabilnost in konvergenco optimizacijskega procesa, saj
no¢emo, da so vmesni rezultati optimizacijskega postopka uklonsko nestabilne oblike. V
tem ¢lanku je podana ena od moznih resitev omenjenega problema.

2 Parametrizacija oblike konstrukcije s projektnim elementom

Osnovni gradnik v tem delu predstavljenega postopka optimiranja oblike je t.i. projektni
element, s pomocjo katerega se lahko elegantno (z majhnim $tevilom parametrov) opiSe
geometrija (oblika) konstrukcije. Uporabljeno je t.i. racionalno Bézierjevo telo, glej npr.
Kegl [2], ki je prostorsko (3-dimenzijsko), vendar se lahko prirocno uporabi tudi za
parametrizacijo ploskovnih konstrukcij, glej npr. Kegl in Brank [3]. IzkaZze se, da izbrani
projektni element omogoca tudi konsistentno parametrizacijo kompleksnejsih (sestavljenih)
konstrukcij - npr. ploskovnih konstrukcij, ojacanih z enim ali ve¢ palicji; slika 1.

. projektni
. element

konéni elementi
D AN

Slika 1: Mreza kon¢nih elementov je “prilepljena” na prostorski projektni element

Ce se oblika konstrukcije parametrizira s projektnim elementom, postane popolnoma
dolocena z lego kontrolnih tock projektnega elementa in z vrednostjo utezi v teh tockah.
Omenjene koli¢ine so zato spremenljivke optimizacijskega procesa - t.i. projektne
spremenljivke (spremenjene vrednosti teh koli¢in dolo¢ajo novo obliko projektnega elementa
in s tem tudi novo obliko konstrukcije, ki jo projektni element parametrizira). Z modifikacijo
projektnega elementa, ki se nanaSa na uvedbo gladkega skalarnega polja po projektnem
elementu, glej Kegl in Brank [3], pa je mogoCe optimiranje oblike izvesti skupaj z
optimiranjem prereza palic in debeline lupine.

Pri analizi odziva konstrukcije uporabimo metodo kon¢nih elementov, zato je
potrebno mrezo kon¢nih elementov povezati s projektnim elementom. Povezava poteka
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preko vozlis¢ mreze - vsako vozlisce je “prilepljeno” na projektni element. V nasem primeru
smo za analizo ploskovnega dela konstrukcije uporabili geometrijsko to¢en, nelinearen, 4-
vozliséni kon¢ni element za lupine, npr. Brank, Peri¢ in Damjani¢ [4], za analizo pali¢nih
ojacitev pa 2-vozli§¢ni, nelinearen kon¢ni element za palico; slika 1.

3 Opis optimizacijskega postopka

Optimizacijski problem za staticno obremenjeno konstrukcijo (ki je diskretizirana s
konénimi elementi) lahko zapiSemo kot: Poisc¢i

min f (1)
pri cemer naj bodo izpolnjeni naslednji pogoji

fi<0, i=1..,M

2
bt <b <b”, i=1...,N @

V (1) in (2) je f,= f,(b,u(b)) namenska funkcija, f; = f;(b,u(b)) so omejitvene funkcije; z u
smo oznacili vektor, v katerem so zbrani pomiki vozlis¢ mreze kon¢nih elementov zaradi
predpisane statine obtezbe; z bsmo oznacili vektor, v katerem so zbrane vse projektne

spremenljivke b;,i=1,...,N, pri ¢emer b" in b’ dolocata razpon obmogja, kjer se lahko
nahaja vrednost projektne spremenljivke b .

Ker so projektne spremenljivke, zbrane v b, zvezne (zavzamejo lahko poljubno
realno vrednost iz predpisanega intervala), lahko uporabimo gradientni optimizacijski
algoritem za reSitev problema, opisanega z (1) in (2). Optimizacijski postopek je takrat
iterativen in se lahko predstavi kot:

1. Postavi k =0 ; izberi zaCetne vrednosti b© (zacetna oblika);
2. Izracunaj f;,i=0,...,M pri b*) (analiza odziva);
3. Izratunaj df;/db,i=0,...,M pri b+ (obcutljivostna analiza);

4. Vstavi izracunane vrednosti v gradientni optimizacijski algoritem, ki bo dolo¢il
Ab%) in novo vrednost projektnih spremenljivk b*+) = k) 4 ApK) (nova oblika);

5. Postavi k=k +1 in preveri, ¢e so zado§ceni kriteriji konvergence; ¢e so, koncaj

optimizacijo (oblika je optimirana), drugace pojdi na 2.

Zaradi analize odziva in obcutljivostne analize je potrebno pri vsakem bk (pri vsaki
obliki konstrukcije) izvrednotiti pomike u®) (pri predpisani stati¢ni obtezbi) in odvode
(du/db)*) (prav tako pri predpisani stati¢ni obtezbi). Pomike konstrukcije u) se dobi z

nelinearno analizo po metodi konénih elementov, odvode (du/ db)(k) pa s pomocjo veriznega
or_or\fau)"_(or)"_for)" (3)
ou Ou db ob ob
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V (3)je F) vektor notranjih sil in R") vektor zunanjih sil (t.i. obtezni vektor). Slednjega
lahko napisemo tudi kot RK = ﬂ(k)ﬁ(k), kjer je A¥) 50 obtezni faktor. Izraza v oklepaju na

levi strani enacbe (3) poznamo iz analize odziva; (9F/du—oR/ au)(k) je tangentna togostna

matrika, kjer je (OR/ 6u)(k) =0 v primeru konzervativne obtezbe. Izraza na desni strani

enacbe (3) smo v naSem primeru izpeljali v zakljuCeni obliki s pomocjo sistema za
simboli¢no in avtomati¢no odvajanje AceGen, ki ga je razvil J. Korelc; npr. [5].

4 Optimizacija konstrukceij, ki so obcutljive na uklon

V prejsnji  to¢ki opisani postopek lahko uporabimo pri nelinearnih (ploskovnih)
konstrukcijah, ki niso obcutljive na uklon. V nasprotnem primeru pa je potrebno postopek
spremeniti, saj v procesu optimiranja ne Zelimo dobiti nestabilnih optimiranih oblik.

Pri optimiranju konstrukcij, ki so obcutljive na uklon, potrebujemo pri analizi odziva
oceno za lego kritine (mejne ali bifurkacijske) tocke na poti ravnoteznih konfiguracij. To
naredimo z resitvijo problema lastnih vrednosti; glej npr. Belytschko, Liu in Moran [6], stran
363. Predpostavimo, da je togostna matrika konstrukcije iz (K)-te optimizacijske iteracije

K = (OF/6u-oR/ au)(k) linearna funkcija togostne matrike trenutne ravnotezne
konfiguracije n in togostne matrike prejSnje ravnotezne konfiguracije n-1; predpostavimo, da
se na enak nacin spreminja tudi obtezni faktor A

KY=(1-a)K¥ 1ok, 20 =(1-g)ab) + g a¥ (4)

V kriti€ni tocki je detK(k)(l(k) :ﬂ&kﬁ)t):o. Ker ima sistem enacb nic¢elno determinanto,
obstajata takSna « in z, da velja K¥z= (1- a)Kgﬂ)l z+ aK&k) z=0. Slednjo enacbo se lahko
preuredi v posploSen problem lastnih vrednosti
[K©, + (k¥ -k, ]]z=0 (5)
Postopek za oceno lege kriticne toCke na poti ravnoteznih konfiguracij je potem
naslednji:
1. Shrani K .

n-1
2. Skupaj s KX izracunaj najnizjo lastno vrednost « s pomocjo (5).
3. Ce je a>1, je kriti¢na to¢ka v nadaljevanju poti ravnoteznih konfiguracij; e je
0<a <1 je kriticna tocka med konfiguracijama n-1 in n; ¢e je « <0, je kriti¢na
tocka pred ravnotezno konfiguracijo n-1.
4. Izracunaj kriticni obteZzni faktor ﬁf(kri)t s pomocjo (4).

V naSem primeru reSujemo problem lastnih vrednosti v vsaki doseZeni ravnotezni
konfiguraciji, zato je zmeraj (razen morda v nekaterih posebnih primerih) « >1. Ko pridemo
do taksne konfiguracije n, da je izracunani o manjSi od vnaprej predpisane vrednosti,
kon¢amo z nelinearno analizo odziva, ¢eprav v Newton-Raphsonovem postopku resevanja
sistema nelinearnih  enacb Se nismo nanesli vse predpisane staticne obtezbe

-130 -



Kuhljevi dnevi 2005

(l&k) </1f<kri)t </1(;‘r)edpisano ). Takrat predpostavimo, da so pomiki pri predpisani obtezbi enaki
ul®) :ug() / ﬂgk), enacbam (2) dodamo novo omejitveno funkcijo, ki se nanasa na vrednost
kriticnega obteZznega faktorja A :Akrit(b)>/1krit’min (vrednost A iy predpisemo) in
pokli¢emo gradientni optimizacijski algoritem. Zaradi dodane omejitve potrebujemo pri
ob&utljivostni analizi odvod (d At / db)(k). Izpeljemo ga na naslednji nacin: Predpostavimo

spreminjanje (aF/ab)(k) v obliki

(k) (k) (k)
[8_FJ =(1- a)(a_Fj + a[a_FJ (6)
ob ob )., \ob )
odvod obteZnega vektorja po k) pa napisemo kot

R T R

ob db db
Ker v ravnotezni legi pri kriti¢ni obtezbi velja F—R =0 in zato tudi z' (6F/6b—0R/db)=0,
kjer je z lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti « , lahko s pomocjo (6) in (7) pridemo do

© © oY
oF oF OR
© zT[“‘“{aan_ﬁ“(aan %) ]

dAit | _
( db“J - 70 ®

a= 6000 mm
b =750 mm
¢ =1500 mm

Slika 2: MrezZa kon¢nih elementov lupinske konstrukcije, ki je ojacana z dvema pali¢jema in
obremenjena s povrsinsko obtezbo.

5 Numeri¢ni primer

Obravnavamo optimiranje konstrukcije, ki je sestavljena iz lupine s konstantno debelino
t, =10 mm ter dveh palicij, ki sta pritrjeni na lupino na dveh njenih krajsih robovih (slika 2).
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Pali¢ji sta sestavljeni iz cevi z zunanjim polmerom 15 mm in debelino stene 1 mm.

Konstrukcija je obteZena s povrsinsko obteZbo p=10kN/m?

v -z smeri. Ostali geometrijski
podatki in nacin podpiranja (na robovih pali¢nih nosilcev so prepreceni pomiki) so razvidni
iz slike 2. Elasti¢ni konstanti materiala lupine in palic sta E =210000 MPa in v=0.3.

Geometrija celotne konstrukcije je modelirana (in parametrizirana) z enim samim
projektnim elementom, ki ima 3x3x2 =18 kontrolnih tock, ki so prikazane na sliki 3. Od
projektnih spremenljivk so odvisne le y koordinate kontrolnih to¢k (KT). Te so naslednje:
za KT 11, 14 in 17 je y, =200+500b,; za KT 2 in 8 je yg =y, —150-150b,; za KT 5 je
Yo =Yao—150+150b;; za KT 1, 3, 7 in 9 je yp,=-150-100b,; za KT 4 in 6 pa je
Yg =—150+150b;. Skupno imamo torej 4 projektne spremenljivke, b,...,b,, ki se lahko
spreminjajo v naslednjih mejah: 0<b, <2, -1<bh,,b; <1 in -1<h, <2.

Slika 3: Kontrolne tocke (CP=KP) uporabljenega projektnega elementa.

Najprej poskusamo resiti optimizacijski problem A, ki ga lahko opiSemo kot: pois¢i
takSne vrednosti projektnih spremenljivk, da bo volumen cele konstrukcije (lupine in obeh
pali¢ij) minimalen, pri tem pa naj bo vertikalni pomik sredine lupine manjsi od 50 mm; ce
pride do uklonske nestabilnosti oblik med optimizacijskim procesom, ne spremeni ni¢esar.

o)
(WA 2N A [ @ Q /)
NIVAGNYVAY AW VN4
N —-&_!\ /l\__J\ //V \,/V N M—l\
‘/l N N
Optdakdl Itr=13/0/62 MaxDEi = +1.960E-071. ~

Systemn state: Step =13 ObjF =1,998402 MawCon = -0,4682973

Optakd It = 140438 MaxDBi= +2 302E-01.
Spstern ztate: Step =14 0ObjF = 1.932819  MaxCon = 3.20182

Slika 4: Nestabilnost obi¢ajnega optimizacijskega postopka.

Med reSevanjem problema A se hitro pokaze, da postopek optimizacije oscilira, ker
dobivamo med optimizacijskim procesom izmeni¢no uklonsko stabilne in uklonsko
nestabilne oblike. Na sliki 4 sta prikazani iteracijski zgodovini poteka namenske funkcije
(tanka prekinjena Crta) ter prekoracitve omejitvenega pogoja (debela polna ¢rta). S krozci so
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oznacene tiste iteracije, v katerih je bila konstrukcija pri polni obremenitvi v nestabilnem
nadkriticnem obmocju.

Konstrukcija se je uklonila ze pri prvi analizi odziva (pri zacetnih vrednostih
projektnih spremenljivk); uklonjeno konstrukcijo prikazuje slika 5. Ker je bil v tej legi
omejitveni pogoj za pomik precej prekoracen, je optimizacijski postopek obliko konstrukcije
popravil tako, da so imele izracunane oblike v naslednjih treh iteracijah dovolj veliko
nosilnost, v Cetrti iteraciji pa je zopet prislo do uklona. Postopek je tako zasel v oscilacije
(izmeni¢no je »proizvajal« stabilne in nestabilne oblike konstrukcije), katerim ni bilo videti
konca.

Slika S: Oblika uklonjene konstrukcije po prvi analizi odziva.

Nadalje resujemo Se problem B, ki je naceloma enak kot primer A, le da sedaj med
optimizacijskim procesom spremenimo postopek — na nacin, kot je opisano v poglavju 4 - e
se pokaZze, da je trenutna oblika konstrukcije uklonsko nestabilna. Po potrebi bo torej dodan
pogoj za ocenjeni kriti¢ni obtezni faktor, in sicer A >1,5.

Postopek resevanja dobro ilustrirata iteracijski zgodovini poteka namenske funkcije
(tanka prekinjena cCrta) ter prekoracitve omejitvenega pogoja (debela polna crta); slika 6.
Kvadratek oznacuje iteracijo, pri kateri je bila analiza odziva zaklju¢ena Se preden je bil
dosezen polni nivo obremenitve (predpisana obtezba). 1z slike je razvidno, da se je to zgodilo
le pri prvi analizi odziva. Zaradi dodanega pogoja za ocenjeni kritini faktor je bila
konstrukcija v vseh ostalih iteracijah dovolj stabilna, da je bila pri polni obremenitvi v
podkriticnem obmodju.

o
\ \)/\/\_A
A\l ~

<
~ ~

~F J e

Optakdd It =13/0/27 MarDBi = +3.353E-02. ”~
Syztemn state: Step =13 ObjF =1,99305895  MaxCon = 0,003273186

OptAkQ Itr=14/0/31 MaxDBi = +3 610E-02.
Swpster state: Step =14 ObjF =1.9930523  MaxCon = 0,004169542

Slika 6: Stabilizacija optimizacijskega postopka, ¢e se uporabi pristop iz poglavja 4.

Optimizacijski postopek je bil v primeru B torej stabilen in uspeSen. Volumen
konstrukcije se je sicer zmanjsal le zanemarljivo (za 1%), vendar pa sta bila na koncu
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izpolnjena oba omejitvena pogoja (za pomik in za kritiéni obtezni faktor). Vrednosti
projektnih spremenljivk so bile enake b, =08512,b, =-0,0479, b; =0,4473 in b, =-1.
Optimirana oblika konstrukcije je podana na sliki 7.

Slika 7: Optimirana oblika konstrukcije pri optimizacijskem problemu B.

5 Zakljucek

Vredno je ponoviti, da se pri optimizaciji uporablja projektni element, ki omogoca hkratno
optimiranje oblike in debeline ojacanih ploskovnih konstrukcij. Nadalje lahko re¢emo, da
postopek, prikazan v tocki 4, omogoca uc¢inkovito optimiranje konstrukcij, ki so obcutljive
na uklon. To je zagotovljeno z uporabo enostavnega postopka za oceno kritiCnega obteznega
faktorja, ki zagotovi, da se analiza odziva nelinearne konstrukcije vedno konca v
podkriticnem obmodju.

Literatura

[1] M. Kegl, B. Brank, M. Jakli¢, Optimiranje oblike lupinastih konstrukcij, Kuhljevi dnevi
2004, 149-156.

[2] M. Kegl, Shape optimal design of structures: an efficient shape representation concept.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 49,1571-1588, 2000.

[3] M. Kegl, B. Brank, Shape optimization of truss-stiffened shell structures with variable
thickness, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, sprejeto v objavo.

[4] B. Brank, D. Peri¢, F.B. Damjani¢, On implementation of a nonlinear four node shell
finite element for thin multilayered elastic shells, Computational Mechanics, 16, 341-359,
1995.

[5] J. Korele, Automatic generation of numerical codes with introduction to AceGen 4.0
symbolic code generator, University of Ljubljana, Faculty of Civil and Geodetic
Engineering, available from www.fgg.uni-1j.si/Symech/; 2005.

[6] T. Belytschko, W. K. Liu, B. Moran, Nonlinear finite elements for continua and
structures, Wiley, 2000.

134 -



‘ l‘ SLOVENSKO DRUSTVO ZA MEHANIKO
" SRECANJE KUHLJEVI DNEVI 2005

ZmanjSanje poligonskega efekta veriznih gonil z uporabo
kardanskega zgloba

M. Knez*, S. Glode?*, Z. Ren!

Reducing chain drive polygonal effect with use of single
Cardan joint

Povzetek

V splosnem je znano, da predstavlja poligonski efekt eno od vecjih slabosti veriznih
gonil, saj povzroca neenakomerno hitrost verige. Vpliv poligonskega efekta na
obratovanje veriznega gonila je Se posebej izrazit pri majhnem Stevilu zob veriZznega
zobnika oziroma pri vecji delitvi ¢lenov verige.

V predlozenem prispevku je predstavljena moznost zmanjSanja poligonskega efekta z
uporabo enojnega kardanskega zgloba. Ce vgradimo kardanski zglob skupaj z ustreznim
vmesnim reduktorjem v pogonski sklop veriznega gonila, lahko v primeru majhnega
Stevila zob veriznega zobnika (z < 7) zmanjSamo poligonski efekt tudi do trikrat.

Abstract

It is known that the polygonal effect is one of the more important weaknesses of chain
drives, because it makes the chain speed non uniform. Its influence on the operation
conditions of chain drive is significant in the case of small number of gear teeth or large
pitch of chain members.

In this paper the possibility to reduce chain drive polygonal effect using single Cardan joint
is presented. If single Cardan joint is located together with appropriate gear box in drive
train of chain drive, the polygonal effect can be reduced approximately three times if the
number of sprocket teeth is small (z < 7).

! Univerza v Mariboru, Fakulteta za Strojni§tvo
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1 Uvod

Pri veriznih pogonih se del izgub pojavi zaradi poligonskega efekta pri natekanju verige po
veriznem zobniku [1]. Vpliv poligonskega efekta naras€a z manjSanjem Stevila zob
veriznega zobnika, kar je Se posebej izrazito pri vecjih delitvah verige. Verige z vecjimi
delitvami clenov najve¢ uporabljamo pri veriznih transporterjih, kjer lahko izgube zaradi
poligonskega efekta doseZejo tudi do 30% vseh izgub.

Ker se zaradi poligonskega efekta hitrost verige cikliéno spreminja med najvecjo in
najmanjso vrednostjo, je treba za dosego enakomernejSega prenosa vrtilnega gibanja prevzeti
ustrezne ukrepe, s katerimi do dolodene mere zmanjSamo negativen vpliv poligonskega
efekta. V predlozenem prispevku je prikazana moznost z vgradnjo enojnega kardanskega
zgloba. Ce je pri slednjem kot med osema razli¢en od 0, se pri konstantni vrtilni hitrosti
gonilne gredi hitrost gnane gredi prav tako cikli¢no spreminja.

2 Poligonski efekt pri veriZznem gonilu

Pri veriznih gonilih teCe veriga na veriznem zobniku po mnogokotniku (slika 1), zaradi ¢esar
se polozaj ubirne tocke P pri vrtenju spreminja. Razdelni premer D je konstanten in je
odvisen od $tevila zob z in vrste verige, medtem ko je premer d definiran kot [2, 3]:

Slika 1: VeriZnik z osnovnimi izmerami.
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a
_ Dcog &
d cos(zj (1)

kjer je a razdelni kot, ki je definiran z izrazom o = 360°/z, pri ¢emer je z Stevilo zob
veriznega zobnika. Hitrost verige je v dolocenem trenutku enaka

V=r-o 2)
kjer je o kotna hitrost veriznega zobnika.
Ce privzamemo, da je kot zasuka veriznika ¢ = 0 pri poloZzaju, kjer je hitrost verige

najmanjsa, lahko ob tej predpostavki zapisemo sledeCo zvezo za hitrost verige v odvisnosti
od kota zasuka ¢ pri prehodu verige ¢ez en zob:

v:%-cos(%—¢j-a) za OS¢S% )
v:%-cos(¢—%j-a) za%ﬁ¢£a 4)

Razmere se ciklicno ponovijo za vsak zob pri ubiru verige z veriznim zobnikom. 1z gornjih
enacb sledi, da je hitrost verige najvecja pri ¢ = /2 in najmanjsa pri ¢ = 0.

Vo =—- cos(%) o) (%)
@ (6)

Na osnovi dobljenih ekstremnih vrednosti hitrosti po enacbah (5) in (6) definiramo razmerje
hitrosti verige z izrazom:

R=-mo = (7)

Razmerje hitrosti R dejansko predstavlja merilo za poligonski efekt.

- 137 -



Kuhljevi dnevi 2005

3 Kardanski zglob

Kardanski zglob spada v skupino mehanizmov za prenos vrtilnega gibanja med gredmi,
katerih osi se sekajo. Kinemati¢no ga lahko ponazorimo s pomocjo slike 2 [4].

Slika 2: Kinemati¢na skica zgloba (desno — pogonski del, levo — odgonski del).

Razmere lahko ponazorimo v prostorskem koordinatnem sistemu (slika 3) in sicer tako, da
lezi os rotacije pogonskega dela na osi Yy, kar pomeni, da se tocka A, ki lezi na kraku
pogonskih vilic, giblje po kroznici v ravnini Xz. Os rotacije izstopnega dela lezi v ravnini xy
pod kotom g glede na vstopno os. Tocka B, ki lezi na kraku izstopnih vilic se giblje po
kroznici, ki ima srediS€e v izhodiscu koordinatnega sistema in je glede na pot tocke A
zavrtena okrog osi z za kot f.

Slika 3: Razmere na kardanskem zglobu v prostorskem kartezi¢nem sistemu.
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Tocki A in B lahko podamo kot A (R, coso,, 0, Ry sing,) in
B (=R sin@; cosP, — R; sin@; sinf, R cos ;) kjer je R, =|fA| in R, =|fB|.

Na osnovi navedene zveze in dejstva, da sta vstopni in izstopni del togo povezana, lahko
dolo¢imo zvezo med kotom zasuka vstopnega ¢, in izstopnega dela ¢, :

tan @,

cos

Ker je pri krozenju kotna hitrost definirana kot:

tan @,
tang; = = @; = arctan| ——— ®)
cos 3

_de

dt
lahko iz enacbe (8) izpeljemo povezavo kotnih hitrosti vstopnega in izstopnega dela
kardanskega zgloba in sicer:

w

©)

1+ tan’
o, = 1 : +tan” @, (10)
1+(tan(pvj cos 3
cos f

Iz enacbe (10) je razvidno, da pri kotu med gredema £ = 0 kotna hitrost na izstopni gredi ni
konstantna, Ceprav vstopno gred poganjamo s konstantno vrtilno hitrostjo. Tako lahko z
razli¢nimi koti £ dosezemo razli¢ne kotne hitrosti izstopne gredi (slika 4):

[0

R _ imax __ 1
G — - 2
) cos” f

(11)

i min

—m— Kotna hitrost
izstopnga dela

—e—Kotna hitrost
vstopnega dela

Kotna hitrost g[s™?]

9,5 T T T
0 100 200 300 400

Zasuk vstopnega dela ¢y [°]

Slika 4: Potek kotnih hitrosti pri rotaciji zgloba s kotom = 16 °.
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4. Koncept gonila za pogon veriZnega transporterja

4.1 Osnove

Kot je razvidno iz poglavij 2 in 3, doseZe hitrost verige najvecjo in najmanjSo vrednost za
vsak zob veriznika posebej, pri kardanskem zglobu pa se pojav pri enem zasuku vstopne
gredi ponovi dvakrat. To pomeni, da mora biti med veriznikom in zglobom vgrajen ustrezen
reduktor (slika 5) s prestavnim razmerjem i = z/2, kjer je z Stevilo zob veriznega zobnika.

X
ﬁ Reduktor Reduktor
< za — Zglob | 1 EM
v mnozen je i
> i 1
Slika S: Blok shema pogona.
4.2 Kot med gredema

Potreben kot f med gredema zgloba, pri katerem je poligonski efekt najmanjsi, dolocimo iz

enacb (7) in (11):
J = arccos /cos[%j (12)

Povezava zgloba preko reduktorja na veriznik mora biti izvedena tako, da je zglob v polozaju
z najvecjo hitrostjo izstopnega dela ¢, = 0 v trenutku, ko je veriznik v polozaju z najmanjso
hitrostjo verige oziroma pri ¢ =0. Zato lahko za hitrost verige pri prehodu ¢ez en zob
veriznika zapiSemo enacbi:

2
D 1 1 t
V=— cos(ﬁ —= arctan(tan @y sec ﬂ)j had é?’v ) sec(éB) ﬂ; 0<- arctar{ a4 j < “ (14)
2 21 l+sec™(f)tan” ¢, | i cosf3 2

2
D 1 1 t
vV=— cos(g —- arctan(tan @y sec ﬁ) - Zj sec” (py)seclh) oy ; 2 - arctav{ =

A <a@5)
2 2 i 2 1+sec2(ﬂ)tan2¢)\, i 2 ]

cosf
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4.3 Prakti¢ni primer

Kot prakti¢ni primer analizirajmo hitrostne razmere na veriznem zobniku s premerom
razdelnega kroga D = 500 mm in $tevilom zob z = 7 (slika 6). Kotne hitrosti so izbrane tako,
da je najmanjsa hitrost verige v vseh primerih enaka in znaSa 2,25 m/s.

Pri klasiénem pogonu brez kardanskega zgloba in vmesnega reduktorja se pri konstantni
kotni hitrosti gredi veriznika o= 10 s ! hitrost verige spreminja med Vi, = 2,25 m/S in Vyay =
2,5 m/s, kar pomeni nihanje hitrosti verige za priblizno 10 %.

Z uporabo kardanskega zgloba in vmesnega reduktorja se pri konstantni kotni hitrosti
vstopne gredi kardanskega zgloba @ = 33,2 s™' hitrost verige spreminja med Vi, = 2,25 m/s
in Viax = 2,33 m/s, kar pomeni nihanje hitrosti verige za priblizno 3,4 %. Iz navedenega sledi,
da je v primerjavi s klasi¢nim pogonom nihanje hitrosti verige priblizno trikrat manjSe, s
¢imer teCe veriga precej bolj mirno in enakomerno.

Na sliki 6 je prav tako prikazan potek hitrosti verige pri vecjem Stevilu zob veriznika (z =
14), kjer znasa pri klasi¢nem pogonu in konstantni kotni hitrosti gredi veriznika @ =9.24 s
Vimin = 2,25 m/s in Vi, = 2,32 m/s, kar pomeni nihanje hitrosti verige za priblizno 3 %,
prikazan pa je tudi potek hitrosti verige z uporabo sistema za prilagajanje kota zgloba.

2,55

2,5
— 245
£
E
> 54 - Klasi¢no z=7
= ~-Z gonilom z=7
) —+ Optimirano z=7
> 235 v
= = Klasi¢no z=14
o
':I_: 23

2,25 1

2,2 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60
Zasuk veriznika [°]

Slika 6: Primerjava hitrostnih razmer na verizniku.
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4 Zakljucek

V prispevku je predstavljena moznost zmanjSanja poligonskega efekta veriznih gonil z
vgradnjo kardanskega zgloba in vmesnega reduktorja. Z ustrezno izbiro kota med gredema
kardanskega zgloba oziroma prestavnega razmerja vmesnega reduktorja lahko pri majhnem
Stevilu zob veriznika zmanjSamo poligonski efekt tudi do trikrat. To dejansko pomeni, da
teCe verige precej bolj mirno in enakomerno, s ¢imer je zagotovljeno tudi enakomernejse
delovanje naprav, ki jih veriznik poganja (na primer verizni transporter).

Iz analiziranega prakticnega primera je razvidno, da lahko poligonski efekt namesto
uporabljenega kardanskega zgloba zmanjSamo tudi s povecanjem Stevila zob veriznega
zobnika, vendar je v tem primeru potek hitrosti med posameznimi fazami nezvezen, kar je s
staliS¢a pospeskov neugodno. S slike 6 je namre¢ razvidno, da so pri gonilu s kardanskim
zglobom pri vsakem drugem prehodu le ti zvezni in posledi¢no potek pospeskov ugodne;jsi.

Neugodno spreminjanje hitrosti verige je mogocCe Se dodatno izboljSati z mehanskim
sistemom za prilagajanje kota kardanskega zgloba, s ¢imer lahko dosezemo dejansko
konstantno hitrost verige na izstopni gredi. Ker vse to dodatno podrazi konstrukcijo, je
naloga konstruktorja, da glede na zahtevano funkcionalnost celotnega konstrukcijskega
sklopa zagotovi optimalno konstrukcijsko resitev glede na zahtevano enakomernost pogona
oziroma s tem pogojeno velikost in ceno konstrukcije.
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Postopno krivijenje locnih nosilcey 7 elasti¢no linearno utrjevalnim reoloSkim modelom

Franc Kosel', Chen Jin’, Tadej Kosel’, TomaZ Videni&*
)

PROGRESSIVE BENDING OF ARC BEAMS WITH ELASTIC LINEAR HARDENING
RHEOLOGICAL MODEL

Povzetek. Prispevek obravnava ravninski upogib nosilca v elastoplasticnem obmocju. Doloceno je
elastoplasticno premicno stanje nosilcev z ravno ali lotno osjo po razbremenitvi ali po postopnem
obremenjevalnem in razbremenjevalnem procesu. Nosilci so obremenjeni z konstantnim upogibnim momentom
M,. Izbrani so nosilci s pravokotnim, enakokrakim trikotnim in trapeznim prerezom. Gradivo nosilcev je
elasti¢no linearno utrjevalno. Izdelan je bil tudi eksperiment. Uporabljen je bil aluminijasti nosilec pravokotnega
prereza. Najvecja relativna napaka med eksperimentom in izraCunom za primer postopnega krivljenega nosilca
pravokotnega prereza je bila 1.25%.

Abstract. The contribution treats the plane bending process of beams in the elastoplastic domain. Elastoplastic
deflection states of beams with a straight or arc longitudinal axis, after unloading or after a progressive loading
and unloading bending process, are determined. The beams are loaded with a constant bending moment M. The
selected cross sections had constant rectangular, isosceles triangular and trapezoid shapes. The beams were made
of material with an elastic linear hardening rheological model. Experiments to test the bending were conducted
for beams made of aluminium alloy with constant rectangular cross sections. The maximal relative difference
between the results determined by experiments and the results determined analytically, for the case of curved
beam with a rectangular cross section under progressive loading, was 1.25%.

1 Uvod

V praksi je vrsta primerov, ko se oblikuje proizvod z uporabo najrazli¢nejsih postopkov krivljenja. V
veéini primerov preoblikovanja s krivljenjem se del prereza plastificira, preostali del pa se nahaja Se
vedno v elasticnem obmocju. V taksnih primerih gre za elastoplasti¢ni upogib, pri katerem nosilec po
razbremenitvi ostane delno plastificiran. Nosilec se po razbremenitvi nekoliko zravna. Zavzame
tak$no kon¢no premicno stanje, pri katerem je v posameznem prerezu vzdolz nosilca notranji upogibni
moment zaradi elastoplasticnega napetostnega stanja v ravnoteZju z upogibnim momentom zaradi
elasti¢nih upogibnih napetosti, ki se pojavijo v prerezu nosilca kot reakcija v trenutku razbremenitve
nosilca. Taksni tehnoloski postopki elastoplastinega krivljenja se uporabljajo med drugim tudi za
izdelavo vija¢nih vzmeti. V vseh teh primerih je zanimivo vprasanje kakSen mora biti navijalni drog
ali trn, da vijaéna vzmet z dolo¢enim pre¢nim prerezom po razbremenitvi preide v vnaprej doloc¢en
premer. V tem prispevku smo se omejili na tak$ne tehnoloske primere krivljenja, pri katerih je notranji
upogibni moment vzdolz nosilca konstanten. TakSen primer predstavlja meddrugim tudi izdelava
vijaénih vzmeti s konstantnim vsaj enkrat simetri¢nim prerezom.

Zelo pogosto imajo gradiva nosilcev, ki so namenjena za taksno elastoplasticno krivljenje, elasticno
linearno ali nelinearno utrjevalno karakteristiko v napetostno deformacijskem diagramu ¢ = o6(¢),

! Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojnistvo
*> Chongging Architecture University, Faculty of Mechanical Engineering, China
3 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojnistvo
*Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojnistvo
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kar pomeni da se tak$na gradiva med procesom plastifikacije tudi utrjujejo.

V prispevku bomo obravnavali nosilce z ravno osjo kakor tudi nosilce z ukrivljeno osjo, kjer os
nosilca predstavlja del kroznice. V primeru zacetno ukrivljenih nosilcev smo upostevali, da se je
zaCetna ukrivljenost dosegla s predhodnim elastoplastiénim krivljenjem, in da se je pri tem gradivo
tudi utrdilo. Zaradi dolocenih predpostavk in poenostavitev pri tvorbi fizikalnega modela
elastoplasti¢nega krivljenja so bili izdelani tudi preizkusi. Zanimiv primer elastoplasti¢nega krivljenja
je tudi ravnanje krivih nosilcev, kjer se pojavi vprasanje na kakSen radij je v nasprotni smeri potrebno
kriviti nosilec, da se po razbremenitvi os nosilca zravna.

2 Formulacija problema

Fizikalni model elastoplasti¢nega krivljenja je izdelan na osnovi nekaterih predpostavk, ki omogocajo
nekoliko preprostejSo matemati¢no formulacijo obravnavanega problema krivljenja. Uporabljene
predpostavke in poenostavitve so naslednje:

- prerez nosilca mora imeti vsaj eno simetrijsko os
- vektor notranjega upogibnega momenta deluje v y-osi, ki je pravokotna na z-os, ki je simetrala
prereza
- razbremenitev sledi elasti¢nemu delu napetostno deformacijske funkcije
- os nosilca je pred krivljenjem ravna ali del kroznega loka
- zacetno ukrivljenost nosilca se doseze z predhodnim krivljenjem nosilca z ravno osjo
- - gradivo je homogeno in izotropno
5 - reoloski model gradiva ima elasti¢no linearno
utrjevalno karakteristiko, sl.1
- notranji upogibni moment je vzdolZz osi nosilca konstanten
- veljavnost Bernoulli — Navier-jeve hipoteze

Oy

Slika 1. Funkcija 6 = ¢ ( €) za elasti¢no
linearno utrjevalno gradivo

€

V primeru elastoplasticnega upogiba nevtralna os z;, ne sovpada s teziS¢nico pri takSnih oblikah
prerezov nosilca, kjer y os ni simetrala prereza, sl.2. Lega nevtralne osi je dolo¢ena iz pogoja, da mora
biti notranja osna sila zaradi upogibnih napetosti v poljubnem prerezu nosilca enaka nic, [1].

N:jcrp,(z) dA(z) =0 (1)
216 | R| r
B Opi Cel ORr
7 sc==c %@
i * \Z ]j” M FI = y ? @ (N.axis)el i
zsr \Mpl S / B /1 (N.axis)pl @ 7
az f— é/@
\

% o

b

Slika 2. Upogibne napetosti v prerezu nosilca
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V praksi in pri izvedbi preizkusa se doseze, da je upogibni moment vzdolZ osi (x) nosilca konstanten
tako, da se krivljenje izvaja na posebni krivilni pripravi, ki je sestavljena iz okrogle plos¢e z radijem r,
na katero se polozi raven ali lo¢ni nosilec, ki se ga s pomocjo vzvoda in pritisnega manjSega vrtljivega
kolescka ukrivi na krozni plos¢i. Shematiéni prikaz krivilne naprave je razviden iz sl.3, [2].

Slika 3. Shemati¢ni prikaz krivilne naprave
Ko je krivljenje nosilca koncano, se odstrani vzvod s pritisnim kole§¢kom, tako se nosilec razbremeni
in sprosti. Po prehodnem pojavu po procesu razbremenjevanja se zaradi elastoplastiénega

napetostnega stanja nosilec nekoliko zravna, tako da preide v tak$no kon¢no premi¢no stanje, pri

katerem je rezultirajoa napetost Gr v prerezu nosilca tak$na, da je rezultirajo¢i moment My enak nic,
sL.2.

My = j 0,(2)zdA(z) =0 )

kjer je rezultirajoca zaostala napetost po procesu razbremenitve in delne izravnave enaka, [3].

Ok(2) = Opi(2) - Out (2) = Opi (2) - Mu (z - 2)/ 1 )

kjer je, [2] : ou( & )i = (00 zoi — E/py) €

3 Dolocitev kon¢nega krivinskega radija po razbremenitvi

V primeru, ko je notranji upogibni moment vzdolz nosilca z ravno osjo R, = o ali kroZnega nosilca,
katerega os je del kroznice z radijem R,, konstanten, M, = M, = -Mo = konst., je tudi krivinski radjj r
osi deformiranega nosilca pri delovanju tak§nega momenta, konstanten, kot sledi, sl.2 in s1.3:

1/r = MyEIL, + I/R. ,kjerje r=ry+a; + z,. 4)

Po razbremenitvi se nosilcu zaradi vpliva elastinega dela napetosti v prerezu, ukrivljenost zmanjsa za

povracljiv del 1/R,;. Konéno premi¢no stanje nosilca v tak§nem primeru predstavlja nosilec, katerega
os je del kroznice z radijem R. S tem je kon¢na sprememba ukrivljenosti po razbremenitvi enaka

I/p=1/R-1/R.= 1/r -1/R. + 1/R,. 5)
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V primeru, ko ima os nosilca zac¢etno ukrivljenost 1/R,, predpostavimo, da je imel nosilec predhodno
ravno os in je bil Ze vsaj enkrat elastoplasti¢no krivljen na takSen radij r =r' =r, + a; + z,', pri katerem
je po razbremenitvi ukrivljenost osi nosilca enaka 1/R,. V tem primeru je bil prerez nosilca predhodno
plastifciran do globine z,' = r' 6y/E. Zaradi tega krivljenje nosilca z zagetno ukrivljenostjo 1/R, lahko
smatramo, kot nadaljevanje krivljenja na manjsi radij. Tako lahko tudi posplo§imo nadaljna krivljenja
na manj$e radije, i > 2. Krivljenje nosilca z ravno osjo predstavlja primer i =1 in R, = Ri.;= Ry = . Pri
i-tem krivljenju je predhodni krivinski radij R, = R;;, kon¢ni radij po razbremenitvi R = R; in
sprememba ukrivljenosti po razbremenitvi: 1/p; = I/R; -1/R;.,.

Funkcija napetostnega stanja v elastoplasticnem obmodju pri i-tem krivljenju o,(z); v stanju, ko je
nosilec obremenjen z upogibnim momentom M, , je v posameznih delih prereza za izbrano gradivo z
elasti¢no linearno utrjevalnim reoloskim modelom enaka

0ui(z)i = Oy - E ki(z + 29 ); -(a;—z) Sz <-zy

Cpiz)i = -Ekiz; Iz <z (6)

Ou(z)i =-loy + Eiki(z-20) ), zoi<z<(a;+zy)

kjer je sprememba ukrivljenosti glede na nevtralno os prereza z radijem r = r; = r; + a;+ z; in radijem
orodja ry; enaka k; = 1/r; -1/R;.;.

Kon¢ni krivinski radij R; sledi iz enacbe (2), ob upostevanju izrazov (3) in (6)

1

R = 1’ %)
f(GO’ZONZsi”}’ki’EaEnA)+7
R,
kjer pomeni
f(o-ovzonzsw’}vknE»EﬂA):+al{ j @gsz(g)_ J.lEkiZZdA(Z)""
1 v Zy; o

[ BGdA(¢)

-a,

+ _jﬁl [O'o—E,kl-(Z+Zo,»)]sz(Z)_al]Z\i[Go+Erkf(Z_ZOz‘)]ZdA(Z) ' ®

~(ay-z,) 20i

V primeru, da je nosilec predhodno krivljen na radij R, = Ri.;, pri ¢emer se je gradivo tudi
utrdilo, se dolo¢i razdalja med nevtralno osjo in teziS¢em prereza po i-tem krivljenju zg
postopoma. V tem primeru se najprej izra¢una lega nevtralne osi glede na teZis¢e prereza zg',
ki se pojavi v primeru ko raven nosilec R°, =R, = o0 krivimo na radij osi nosilca = rOil +
ait z', kjer je roi' velikost radija krivilnega orodja, pri katerem preide os nosilca po
razbremenitvi ravno v kroznico z radijem R, = Ri;. V enacbi za notranjo osno silo (1) in v
izrazu za konéni radij (7) se uposteva ukrivljenost ki = 1/ r;' = k;' . Poleg tega se za kon¢ni
radij v izrazu (7) izbere zaCetni radij, torej R; =R, in za zaCrtni radij R, = 00,
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Iz tako tvorjenih enacb se dolo¢ita ri' in z4'. Zadetna razdalja zg' predstavlja prvi priblizek, ki
se vstavi v enatbo (7) iz katere se izrauna prvi priblizek kon¢nega radija osi nosilca R;', ki je
bil ze predhodno ukrivljen na radij Ri.;, oziroma je imel zacetno ukrivljenost 1/R,. Postopek
se lahko ponovi, za drugi korak vstavimo v enacbi (1) in (7) ri2, k=1/ri=k’inzg= zsiz, kjer
jer= 1 = roit art+ zgt. Za konéni radij se izbere pravkar izraunani prvi priblizek Ril,
medtem, ko se ponovno za zacetni radij izbere R'i.; = o, pri k-tem koraku se dologita radij r;*
in z¢*, ki se vstavita v enatbo (7) iz katere se izratuna k-ti priblizek kon&nega radija osi
nosilca R;*. Postopek se ponavlja pri vsakem nadalnjem i-tem krivljenju, i > 2, dokler se ne
doseze predpisane napake 9, in sicer: | R,-k - Rik'1| <dinodtod R; = Rik , 1= rik mn tudi zg; = Zsik
, napako &= 10" se doseze pri k = 3.

Zanimivo je tudi doloCiti ravnalni radij r, na katerega se mora v nasprotni smeri kriviti nosilec z
zacetno ukrivljenostjo R, = R,, tako da se po elastoplastiénem krivljenju os nosilca zravna. V tem
primeru je kon¢ni radij po razbremenitvi R;= oo, iz enacb (7) in (8) sledi:

f(GOJZ(),Z.;arrakraEaEfsA)+RL=05 (9)

odkoder se dolo¢i ukrivljenost k, = 1/r' -1/R,, oziroma radij krivilnega orodja

ro=1(k+1/R,)-a-z. (10)

4 Primeri elastoplasti¢nega upogiba

Kot primeri uporabe zgornjih enacb so izbrani nosilci s pravokotnim, enakokrakim trapeznim in
enakokrakim trikotnim prerezom, sl.4.

a.) b.) b,

aj
Ty Ty

az

b

Slika 4. Geometrija prerezov nosilca

4.1. Pravokotni prerez nosilca

Konéni radij R; po razbremenitvi je iz enacbe (7) enak, sl. 4a

1

R = 3 (11)
ki _é & +% & I_E +L
2\ Ea ) 2k \ Ea E )] R,

in iz enacbe (9) tudi izravnalni radij r,"
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3
k=30 ) L9 (12 B )y Loy, (12)
2\ Ea | 2k \ Ea E R
4.2. Enakokraki trapezni in enakokraki trikotni prerez nosilca

torej velja z; # 0, £ # z, sl.2 in s1.4b. 1z enacbe (1) izhaja enalba za izraun lege nevtralne osi z , ki
ima po ureditvi za i-to postopno krivljenje, obliko

2 2
Zig I—E +z, 1—5 2 ga,+b2 +E’ki (a,+a,) ﬂal+b2 -
Y h E ' E h o, h h 2
i 2, 2 A R
=L (ay—a,) Lo +b, Jaaira | Ekjalo, | da-a La+b, |+ 13)
E )| h h 2 o, | 3h| Ek, 2 \h

caa+a]_afo Yl_,
h 3 | 3| Ek ’

kjerjeki=1/r; - 1/Ri ina = b; - b,.

Iz enacbe (7) izhaja izraz za kon¢ni radij

o 1
P = E
12k,.(1—’) ;
b—b ‘ [b2+ ’ ;zbz (“l”ﬁ")][;(;?) .
- 2 af +a} (4, +3a,) |+ 4b, (] +a3) f
! (14)
1 o 1 O, b _b
S Ry I P S RO
1
by—b, 4 3 ’ }
+k. 41 E, |:(a1+zsi) +(a,~z,) (4"1+3a2+zsi):|+4b2|:(al+zsf) +(a2_z”):| + 1
i E %[af +a; (4a, +3a, )]+4b2 [af +a§] R,

Ce v zgornji enacbi za enakokraki trapez izberemo b, = 0, dobimo tudi izraz za izratun konénega
radija za enakokrak trikotnik, za b; = b, = b pa tudi izraz, ki je enak enacbi (11) za pravokotnik.
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5 Steviléni primeri

Za numeri¢no vrednotenje je bila izbrana aluminijeva zlitina. Izbrani so bili primeri nosilcev
pravokotnega prereza z izmerami: a = 1.5 mm, b = 20 mm, in primeri enakokrakega trapeznega
prereza z izmerami: by = 5 mm, b, = 1.5 mm, h = 3 mm. Srednje vrednosti izmerjenih mehanskih
lastnosti AL- zlitine so: Youngov modul E = 67910 N/mm’, tangentni modul v plastinem obmogju E,
=550 N/mm’ in meja plasti¢nosti c,=199.77 N/mm”. Rezultati izraduna so razvidni iz Tabel 1 in 2.

Tabela 1 Izracun krivljenja nosilca s Tabela 2 Izracun krivljenja nosilca z enakokrakim
pravokotnim prerezom trapeznim prerezom
R, [mm] 7, [mm] z, [mm] | i | R [mm] 7, [mm] z, [rmm] z, [mm] | i | R [mm]
110 0,328 1 | 165,987 110 0,089 0,509 1 | 229,490
oo 60 0,181 1| 75,616 oo 60 0,094 0,282 1 | 88,823
37,5 0,115 1 | 44,403 37,5 0,091 0,179 1 | 49,416
o 110 0,328 1 | 165,987 0o 110 0,089 0,509 1 | 229,490
165,98 60 0,180 2 | 75,216 229,491 60 0,093 0,279 2 | 87,551
75,21 37,5 0,114 3 | 44,155 87,552 37,5 0,094 0,177 3 | 48,606
Rafiij kr@vilnega R_[mm] 7 [mm] Radij kr@vilnega z [mm] | R [mm] v [mm]
orodja za izravnavo 7165 987 | 386,781 orodja za izravnavo 79 039 129,491 | 542.793
nosilca 75,616 | 355,779 nosilca 0,094 | 88,823 | 243,736
R=oo 44,403 362,398 R=co 0,091 49,417 240,907

6 Izdelava preizkusov in primerjava rezultatov

S ciljem, da bi lahko preverili rezultate izracuna, so bili izdelani tudi preizkusi na napravi ki omogoca
tak$no krivljenje, da je notranji upogibni moment konstanten vzdolZ osi nosilca. Naprava omogoca
zamenjavo krivilnih plos¢ z radiji rp = 110 mm, 60 mm in 37,5 mm, kar omogoca tudi postopno
krivljenje na manjsih radijih.

Slika 5 predstavlja krivljenje nosilcev pravokotnega prereza z ravno osjo na radij orodja ro = 110 mm,
medtem ko slika 6 predstavlja drugo krivljenje nosilca pravokotnega prereza na radij orodja ro = 60
mm, torej nosilec je bil predhodno krivljen na radij po razbremenitvi R = 166 mm.

Slika 5. Krivljenje nosilcev pravokotnega prereza  Slika 6. Drugo nadaljevalno krivljenje nosilca
z ravno osjo na radij orodja ro = 110 mm na radij orodja ro = 60 mm.
Zacetni radij: R, = o mm Zacetni radij: R, = 166 mm

- 149 -




Kuhljevi dnevi 2005

V Tabeli 3 so predstavljeni rezultati meritev konénih krivinskih radijev nosilcev s pravokotnim
prerezom 2axb = 3x20 mm pri postopnem krivljenju.

Tabela 3. Kon¢ni krivinski radiji pri postopnem krivljenju
R [mm] | 1 [mm] | (R} [mm] | (R.), lmm] | (R.); [mm]
oo 110 165,7 170,0 168,5
168,07 60 75,3 74,8 74,5
74,87 37,5 44,0 44,0 44,2

V Tabeli 4 so zbrani rezultati postopnega krivljenja nosilcev pravokotnega prereza. Iz primerjave
rezultatov izrauna in srednjo vrednostjo meritev Rex je razvidno relativno odstopanje &; v % , 8; =
100 | R, - Rl /R,

Tabela 4.Primerjava rezultatov izrauna in meritev

R{mm] Rex[mm] [ %]
165,99 168,07 1,25
75,22 74,87 0,50
44,15 44,07 0,30

7 Zakljucek

V ¢lanku so dolo€eni analiti¢ni izrazi v zaklju€eni obliki z opisom postopka za izraun konénega
krivinskega radija nosilca s konstantnim prerezom vzdolz osi. Zahteva, da mora biti prerez nosilca
simetricen vsaj na os (z) zagotavlja, da je nosilec po razbremenitvi deformiran v ravnini (x,z). Izrazi za
izracun kon¢nih krivinskih radijev po razbremenitvi so urejeni tako, da je preprosto razviden vpliv
linearnega utrjevanja prereza nosilca v plasticnem obmoc¢ju. Primerjava med izra¢unanimi in
izmerjenimi rezultati je predstavljena z relativno napako 8;. V primeru postopnega krivljenja nosilca
pravokotnega prereza z zacetno ravno osjo je najveCja relativna napaka med izraCunanimi in
izmerjenimi konénimi radiji po razbremenitvi enaka 1,25 %. Iz Tabel 1 in 2 je tudi razvidno, da je
razlika relativno majhna med kon¢nimi radiji R po razbremenitvi med krivljenjem nosilcev z ravno
osjo in nosilci, ki so bili postopno krivljeni. Zanimivi so tudi primeri izravnalnega krivljenja, ko se
postopno krivljen nosilec zakrivi v nasprotno smer in se po razbremenitvi zravna.
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Eksperimentalno spremljanje poteka temperature v dinamicno
obremenjenem konzolnem nosilcu

F. Kosel' in J. Stropnikz

Experimental monitoring of the temperature flow in dynamically
loaded cantilever beam

Povzetek. Na preizkuSancu - konzolnem nosilcu tankostenskega kolobarnega prereza iz aluminija,
ki je obremenjen dinamicno s torzijskim momentom, je bil spremljan in merjen ¢asovni potek
temperature, ki je posledica generacije toplote v konzolnem nosilcu. Z napravo, ki je bila v ta namen
konstruirana in izdelana, je bilo mogoce spreminjati amplitudo in frekvenco torzijskega momenta in
na ta nacin vplivati na generacijo toplote v nosilcu. S sodobno registrirno napravo za merjenje in
vrednotenje temperature je bil spremljan potek temperature v nosilcu vse do njegove porusitve.

Abstract. On the sample thin walled aluminium cantilever beam with a circular fringe cross section
loaded with a dynamical torque, the temperature change as the effect of the heat generation in the
cantilever beam was being monitored and measured. With a device constructed and produced for this
particular purpose it was possible to modify the amplitude and frequency of the torque and
consequently influence the heat generation in the cantilever beam. With a modern temperature
registration instrument temperature changes were measured and evaluated up to the final destruction
of the cantilever beam.

1 Elasto-plasti¢na torzija in generacija toplote

Obravnavamo torzijsko obremenjen nosilec kolobarnega prereza, katerega material ima
elastiCen in linearno utrjevalni reoloski model, kakor je podano z napetostno
deformacijskim diagramom 7 (») na sliki 1. Prerez je v elasticnem obmocju, dokler
napetosti

M
T -
Tmaks | = — — — — — —— Gt\
I
T % |
Tof-———— i
I/ |
]// | |
| I
7 A 1
a | I
ot | |
a/ | | |
| 1 .
B o7 Vmaks g plasti¢no obmodje
KL v
4 elasti¢no obmodje
a) b) ¢)

Slika 1: Diagram 7 - y in prerez nosilca.

2 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojni§tvo
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na zunanjem robu (r = b) ne prekoracijo meje teenja 7. S povecano obremenitvijo se
plasti¢no obmocje $iri z zunanjega roba proti notranjosti do polmera ry [5]. Z veCanjem
obremenitve se veca plasticno obmocje, dokler ne zavzame celotnega prereza, ki ga
imenujemo plasti¢ni ¢lenek.

Celotna strizna deformacija v elasto plasticnem obmocju je sestavljena iz elasti¢nih in
plasti¢nih deformacij, torej
7, , 7lr)-1,
r)=—+—— )
7)== G
kjer je 7(r) napetost na oddaljenosti r (slika 1a), G strizni modul in G, tangentni strizni
modul materiala (slika 1 b).

Nosilec obremenimo s torzijskim momentom A, zaradi katerega se v zunanjem vlaknu
generira napetost Zmas. V tem primeru se v nosilec vloZi prostorninsko preobrazno delo
W,y [4], ki je proporcionalno plo§¢ini 0ADC na sliki 2.

1 1
WpV = z-0 'yplc +E(Tmaks _TO)'(}/maks _}/el)_}/’ .E(Tmaks - z-0) (2)
Po ureditvi dobi enacba preobraznega dela (2) zapis, ki je podan z enacbo (3).
G T, ) 7T, 1 7,
WPV = |:}/maks _Et(}/maks _Ej_5:| '|:TO +5Gt [}/makv _E (3)

Predpostavljamo, da se to delo v celoti pretvori v toploto. Pri enkratni obremenitvi nosilca
je koli¢ina proizvedene toplote sorazmerno majhna, ko pa obremenitev veckrat ponovimo
se generira tolik§na koli¢ina toplote, da jo je z uporabo sodobne elektronske merilne
opreme mogoce zaznati kot poviSano temperaturo nosilca.

T maks

To

Yelc

Y maks

Slika 2: Preobrazno delo. Slika 3: PreizkuSevalna naprava.
2 Opis preizkusevalne naprave

Na osnovi predvidenega preobraznega dela, ob upostevanju mehanskih lastnosti materiala,
razpolozljivih dimenzijah kovinskih polproizvodov in opravljenih preliminarnih izracunih
[11,[2],[3] je bila izbrana velikost preizkuSanca, izraCunan najvecji torzijski moment in
zasuk preizkusanca ter konstruirana preizkusevalna naprava (slika 3). Naprava je
namenjena dinami¢nemu obremenjevanju konzolnega nosilca in je prirejena tako za
upogibna kakor tudi torzijska obremenjevanja preizkuSanca. Naprava je bila konstruirana v
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Laboratoriju za nelinearno mehaniko na Fakulteti za strojniStvo v Ljubljani in izdelana v
Orodjarstvu P. Puc, Logatec. Na sliki 4 so prikazani sestavni deli naprave: nosilno ogrodje
(1), elektromotor Bonfiglioli BN 71 B4 B5 z zavoro, mo¢i 0,37 kW (2), reduktor
Bonfiglioli W63 07/S (3), izsrednik (4), ovozni mehanizem (5), pehalo (6), nepomi¢na
podpora torzijskega preizkusanca (7), roCica (8), vrtljiva podpora (9) in vpenjalna naprava
upogibnih preizkusancev (10). V napravi je pritrjen torzijski preizkuSanec (11). Na napravi
je vgrajen frekvenéni pretvornik GSX 600 — 0,4 S P — 0,4 kW za spreminjanje vrtilnih
frekvenc elektromotorja in mehanska registrirna naprava hodov pehala. Za merjenje
amplitud pehala rabi merilna urica, za merjenje Casa in temperatur pa merilno-registrirna

naprava temperature in prenosni ratunalnik s programsko opremo (slika 5).
7=} e

5

T
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Slika 4: Sestavni deli preizkuSevalne naprave.

1
I

Slika 5: Merilno-registrirna naprava z racunalnikom.

Za torzijska obremenjevanja je vpenjalna naprava preizkusanca prilagojena tankostenskemu
kolobarnemu prerezu, za upogibna obremenjevanja pa pravokotnemu prerezu.
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Dinami¢no obremenitev preizkuSanca je bilo mogoce spreminjati po velikosti amplitude in
frekvenci. Amplitudna vrednost obremenitve preizkuSanca je bila odvisna od nastavitve
dolzine e ro¢ice OE na ovoznem mehanizmu (slika 6). Gibanje ovoze je bilo harmoni¢no,
njen pomik je x(7) = e sin ax, prav tako hitrost v,(f) in obremenitev M(f) preizkuSanca.

T=2ww=1mn

N

VARV

N

I
e
®

Vimaks

=3

0 _ .
/ \Z l
Mipaks ]

M

Slika 6: Ovozni mehanizem.

Pri upogibnem preizkusancu se je nihanje ovoze x(#) prenaSalo neposredno na
preizkusanec, pri torzijskem pa preko ro¢ice BC na gibljivi podpori, s Cimer se je
spreminjal zasuéni kot ¢ cevi. Frekvenca obremenjevanja je bila odvisna od napetosti
napajanja elektromotorja, kar je bilo mogoCe spreminjati s transformatorjem napetosti
elektri¢nega toka.

Z merilno-registrirno napravo Spyder 8 (slika 5) so bile merjene in vrednotene temperature
okolice in povrSinske temperature v treh tockah na preizkuSancu. Na preizkuSancu so bile
pritrjene merilne sonde, ki so jih tvorili termocleni vrste thermo-K, za merjenje temperature
okoljskega zraka pa termoclen Pt - 100. Zice termo¢lenov so bile speljane do postaje
Spyder 8 in pritrjene na Zelene kanale. Poudariti je treba, da je bila od vsakega termoclena
ena zica speljana preko posode napolnjene z vodo in ledom, da je bila zagotovljena ni¢elna
tocka (temperatura 0°C). V primeru, ko bi uporabili morebiti termoclene drugacénih vrst, ki
jih program ne pozna, je potrebno vnesti ustrezne pretvornike za preraCunavanje. Spyder 8
je povezan z raCunalnikom, da prikazuje prave vrednosti izmerjenih temperatur.
Racunalniski program Catman 3.1 belezi izmerjene podatke, jih sprotno obdela, izriSe graf
in ga spravi v datoteko. Vsak kanal Spyderja 8 je omejen s Stevilom podatkov. Za
obravnavane eksperimente je bila uporabljena nastavitev 2048 podatkov za vsak kanal.
Spyder 8 ima sicer na voljo 16 kanalov, kar pomeni da lahko obravnava socasno 16
signalov oziroma lahko nanj priklopimo toliko merilnih sond. V obravnavanem primeru
smo izrabili skupno pet kanalov, §tiri za merjenje temperature, enega pa za merjenje ¢asa.
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3 PreizkuSanec

Za torzijske preizkuse je bil uporabljen preizkusSanec kolobarnega prereza dimenzij D =
21,9 mm in d = 18,8 mm (cev tanjSe stene) in d = 18 mm (cev debelejSe stene) celotne
dolzine L = 255 mm in proste dolzine L, =200 mm (slika 7). PreizkuSanec je bil na sredini,
na dolzini ¢ = 30 mm, oslabljen na premer D; = 21,6 mm. Ta oslabitev je bila narejena z
namenom, da je bilo znano mesto najvecje plastifikacije preizkuSanca in s tem nastale
najvi§je temperature. V to¢kah T,,T, in T3 (¢ = 30 mm, b = 50 mm) so bili pritrjeni
termocleni za merjenje povrSinskih temperatur. Na mestih vpetja sta bila v preizkuSanec
vgrajena cepa, da ni prihajalo do stisnitve in s tem do nepotrebne plastifikacije
preizkuSanca na tem mestu. Z zunanje strani je bil preizkuSanec vpet v podpori A in B s
posebnima krénima spojnima elementoma, ki sta s privijanjem vijakov ustvarila zadostno
trenje med preizkusancem in podporo. PreizkuSanec je bil na notranji in zunanji povrsini
toplotno izoliran.

L
L,

M)

Z T

Slika 7: PreizkuSanec.

4 Mehanske lastnosti preizkusanca

Preizku$anci so bili standardni izdelek podjetja IMPOL - Slovenska Bistrica. Material cevi
je AIMgSi0,5F22, ki ima po DIN 40501 —T1 naslednje mehanske lastnosti:

- natezna zru$ilna trdnost R, = min. 215 MPa do maks. 250 MPa

- dogovorna meja tecenja R0, = min. 160 MPa do maks. 240 MPa

- razteznost As = 12 % (kratki preizkuSanci); 4,0 = 10 % (dolgi preizkusanci)
- modul elasti¢nosti £ =70 GPa

Ker je bilo eksperimentalno ugotavljanje generacije toplote vezano na torzijsko
obremenjeno konzolo, so bili opravljeni tudi vzvojni preizkusi za doloCitev nekaterih
mehanskih lastnosti materiala preizkusancev. Ti preizkusi so bili opravljeni na Zavodu za
gradbeniStvo v Ljubljani na preizkusevalnem stroju AMSLER.

Na osnovi preizkusov je bil dolo¢en modul elasti¢nosti £ = 68,57 GPa, strizni modul G =
26,3 GPa, tangentni strizni modul G, = 104 MPa, meja teCenja zaradi tangencialnih
napetosti 7p = 110 MPa in Poissonovo Stevilo v = 0,304. Z upoStevanjem mehanskih
lastnosti materiala in geometrijskih znacilnosti prereza je bil nato ra¢unsko dolocen najvecji
torzijski moment oziroma kot zasuka ¢, da je v preizkusancu prislo do plastifikacije prereza
in generacije toplote.
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5 Rezultati meritev temperature

V tabeli 1 so navedeni podatki o amplitudah zasu¢nega kota in frekvenci obremenjevanja
za §tiri preizkuSance. Rezultati meritev temperature preizkusancev na omenjenih mestih
T, T, in T; so za te §tiri preizkuSance podani v obliki grafov na sliki 8.

Tabela 1: Podatki o preizkuSancih

Preizkusanec Amplituda zasu¢nega Frekvenca
Stev. kota obremenevanja
+@° Hz
7 5,44 2
11 5,44 2
14 5,92 2
D5 4,96 2
PREIZKUSANEC 7
s PREIZKUSANEC 11
T1
38
34 37
/ . /
- T2 i,
34
5 / T3 / 33 1!
g% = = = [
////// r:31 L¥: =
o W 30 7 Sy J— - —
N/ 2 e
a0 1 28
27 ——
29 ZGE
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

tmin)

PREIZKUSANEC 14

t(min)

PREIZKUSANEC D5

38 T1

T1

T2

TeC)
L

—T3_

t(min)

25

t(min)

Slika 8: Potek temperature pri preizkuSancih.
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Iz grafov poteka temperatur je vidno, da je pri vseh preizkusancih najvisja temperatura v
tocki T; in najnizja v tocki Ts. Pri preizkuSancu 7 je v zacetni fazi obremenjevanja opazen
padec temperature. Vzrok za tak§no obnasanje je prehiter zacetek opravljanja preizkusa, saj
je bil preizkuSanec Se segret zaradi prijemanja z rokami v fazi njegove vgradnje v podpori.
To kaze tudi na obcutljivost merjenja temperature. Pri kasnejSih preizkusih ni prihajalo do
tega pojava, saj smo pocakali dovolj dolgo, da se je vzpostavilo stacionarno stanje
preizkusanca z okolico. V naslednjem casovnem intervalu temperature relativno strmo
narascajo v vseh treh to¢kah. Nato sledi nekoliko daljsi ¢asovni interval, ko se temperature
bistveno ne spreminjajo. Preden pride do porusitve preizkusanca pa v sorazmerno kratkem
Casovnem intervalu temperatura naraste, posebno v  okolici preloma preizkuSanca.
PreizkuSanec 7 se je prelomil v blizini tocke T, zato hiter porast te temperature. Zakaj se
preizkuSanec ni pretrgal na oslabljenem mestu, ni popolnoma znano, domneva se, da je bila
lahko v materialu na tem mestu napaka, ali pa je bil prisoten vpliv tla¢nih napetosti zaradi
pritrditve preizkusanca v podporo.

Graf preizkusanca 11 lepo predstavlja vse tri znacilne dele: v zacetnem obdobju hiter porast
temperature, sledi umiritev s poc¢asnim nara$¢anjem temperature, v zadnjem obdobju, tik
pred zlomom, pride do skokovitega porasta temperature. Najvecji porast temperature je v
tocki T}, torej na oslabljenem mestu, kjer se je preizkusanec prelomil, kakor je prikazano na
sliki 9.

Iz podatkov v tabeli 1 je vidno, da sta bila preizkuSanca 7 in 11 izpostavljena enakim
obremenitvenim pogojem. Tudi do porusitve je pri obeh prislo v sorazmerno enakem ¢asu,
razlika je le v lokaciji porusitve. 1z obeh grafov je vidno, da temperature v merjenih tockah
nara$¢ajo dokaj enakomerno za priblizno enako razliko AT. Celotni prirastek temperature
je v vseh treh tockah Ty, T, in T; nekoliko vecji pri preizkusancu 11.

Slika 9: Zlom preizkuSanca 11.

Preizkusanec 14 je bil izpostavljen vecji amplitudni obremenitvi kakor preizkuSanca 7 in
11, zato je v krajSem Casu izmerjeni ve¢ji prirastek temperature v vseh treh opazovanih
tockah. Iz grafa je vidno, da se je spremenila oblika krivulj. Prelom preizkuSanca je bil v
osrednjem delu, kar se vidi tudi iz poteka temperature v toc¢ki T, in sicer ravno na prehodu
na oslabljeni del preizkuSanca.

PreizkuSanec D5 se je razlikoval od ostalih treh po debelejsi steni. Zaradi zmanj$anja
amplitude obremenjevanja in debelejSe stene se je pri tem preizkuSancu mo¢no povecal Cas
do porusitve. Tudi tukaj je v zacetku prislo do intenzivnejSega porasta temperature,
posebno v toc¢ki Ty, nato je nastopilo stacionarno stanje, dokler ni pri§lo do porusitve na
osrednjem (oslabljenem) delu preizkusanca, kar je vidno iz poteka temperature T;. Taksno
stanje je zato, ker se je material pri dinami¢nem obremenjevanju nekoliko utrdil, torej se je
nekoliko povisala meja teCenja 7y in po enacbi (3) se je zmanj$alo preobrazno delo in
posledi¢no koli¢ina generirane toplote. Zaradi utrujenosti materiala je kon¢no prislo do
porusitve preizkusanca.
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5 Zakljudek

S konstruirano in izdelano napravo je bilo mogoce spreminjati amplitudo obremenitve in
frekvenco torzijskega momenta in tako vplivati na generacijo toplote v nosilcu. Na
znacilnih mestih nosilca je bil spremljan potek temperature vse do njegove porusitve. Z
upoStevanjem  geometrijskih, obremenitvenih in mehanskih lastnosti materiala
preizkusanca, kakrs$ne so bile pri eksperimentalnem delu, so bili izvedeni nekateri teoreti¢ni
izracuni generacije toplote in sprememba temperature preizkuSanca.
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Nevrtincni tok tekocine okrog kvadra

J. Kramer!, R. Jecl!, L. Skerget?

Irrotational flow past a square cylinder

Povzetek. V prispevku je predstavljen numeri¢ni izratun obtekanja kvadra, nameSc¢enega v
nestisljivem in neviskoznem tokovnem polju. Izracun je potekal s programom Bemflow, ki temelji
na numeri¢nem izracunu z metodo robnih elementov. Pri tej metodi se diskretizira rob obmocja, zato
se vodilne enaCbe zapisejo v ustrezne robne integralske enacbe za posamezne elemente obmocja.

Abstract. Numerical calculation of a flow past a square cylinder, which is placed in incompressible
and nonviscous flow field is presented. The calculation was made with computer programme Bem-
flow which bases on the boundary element method. In this case corresponding govering equations
are written in boundary integral representation, and discretizied over the boundary.

1 Uvod

Gibanje idealne tekocCine je opisano kot tok nestisljive (p = po = const) in neviskozne tekocine
(v = 0). Za primer nevrtincnega toka idealne tekoCine, za katerega velja, da lahko hitrost
zapiSemo kot gradient skalarnega hitrostnega potenciala, imenujemo tok tekocine tudi poten-
cialni tok. V primeru teh predpostavk je edina sila, ki deluje na volumske elemente fluida
povrsinska normalna sila [1].

Kinematiko nestisljivega in nevrtincnega gibanja fluida popisuje Laplaceova enacba za vek-
tor hitrosti, ki je homogena linearna elipti¢na parcialna diferencialna enacba. Pri reSevanju
tokovnih problemov z metodo robnih elementov se Laplaceova enacba zapiSe v obliki robnih
integralov. Ker v sploSnem dobljene robno obmocno integralske enacbe niso analiti¢no resljive,
se dobljeni integrali ustrezno diskretizirajo po robu obmocja I, ki se razdeli na N, elementov
I';, tako, da velja

=

r;~T. (1)
1

J
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Funkcija hitrosti po vsakem robnem elementu je doloena z vrednostmi v vozlis¢ih, po vsakem
elementu pa je dolocena z ustreznimi interpolacijskimi polinomi [2].

2 Vodilne enacbhe

Tok idealne tekocine je analiti¢no dolocen z enacbo ohranitve mase ali kontinuitetno enacbo
V-i#=0, 2)

in enacbami ohranitve gibalne koli¢ine, znanimi kot Euler-jeve enacbe [3].

% = —pl()Vp +3. 3)

Tlak p(7,1) je skalarna funkcija odvisna od kraja in Casa, V(7,1) je hitrostna vektorska funkcija,

g pa predstavlja gravitacijsko volumsko silo na enoto mase. Konzervativno gravitacijsko silo

lahko zapiSemo kot gradient skalarnega potenciala g = —VY, ki je v sploSnem definiran kot

Y = —g-7 Kjer je 7 vektor kraja, ¥ = (x,y,z). Osnovna enacba ohranitve gibalne koli¢ine se
sedaj zapiSe kot:

oV

ot

—Hvﬁwz—§<p+w>. @)
Po

Z upostevanjem poenostavitev in ob predpostavki, da gre za stacionarno gibanje iz zgornje
enacbe sledi izraz
(VxV)xV=—-VH, 5)

kjer je H totalni tlak. Ce zgornji izraz skalarno pomnoZimo z vektorjem hitrosti sledi

V.VH

0, (6)

kar pomeni, da je v primeru stacionarnega toka idealne tekocCine totalni tlak konstanten vzdolz
tokovnice.

V primeru nevrti¢nega toka, ko je vrtin¢nost, ki je definirana kot rotor hitrostnega polja @ =
V x V enaka ni¢&, se enacba (5) zreducira v:

VH =0, 7)

od koder sledi, da je totalni tlak H neodvisen od kraja 7 = (x,y,z) in tudi ¢asa, torej je konstanten
vzdolZ celotnega obmocja toka.

V splo$nem je nevrtin¢ni in nestisljiv tok fluida dolo¢en z dvema pogojema in sicer nevrtincnosti
O=VxvV=0, (8)

ki pomeni, da je rotor hitrostnega polja enak ni¢ in solenoidnosti, kar pomeni, da je divergenca
hitrostnega polja enaka 0,
D=V-v=0. )
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Ce izraCunamo rotor izraza (8)

— —

VxH=Vx(Vx¥) =V(V-V)- A, (10)

z upoStevanjem kontinuitetne enacbe (9) sledi linearna elipti¢na Laplaceova enacba za vektor
hitrosti

AV=0, (1)
oziroma v zapisu kartezi¢nih koordinat
Bzv,-
=0 12
ij8xj ’ ( )

Enacba (12) predstavlja kinematiko nestisljivega in nevrtin¢nega gibanja fluida, z Ze upostevanimi
omejitvenimi pogoji solenoidnosti in nevrtincnosti hitrostnega polja.
Zaradi pogOJa solenoidnosti vektorja hitrosti, ga lahko zapiSemo kot rotor vektorskega poten-
ciala ¥ =V x V¥, kjer je Y(7,¢) poljuben in solenoiden vektorski potencial. Ce zopet izratunamo
rotor hitrostnega polja

Vxi#=Vx(Vx¥)=V(V-§)— AV, (13)

sledi linearna Laplaceova enacba za vektorski potencial

AP = 0. (14)

V primeru dvodimenzionalnega ravninskega toka ima vektorski potencial samo eno kompo-
nento, imenovano tudi tokovna funkcija, § = (0,0, y(x,y,?)) pravokotno na ravnino gibanja.
Laplaceova enacba se zapiSe v obliki

Ay =0. (15)

Zgornja enacba predstavlja elipticni robni problem za tokovno funkcijo, z ustreznimi Dirichlet-
ovimi in Neumann-ovimi robnimi pogoji:

Y=V na I, (16)
al! =—v na I, (17
on

Vektor hitrosti je v kartezijevih koordinatah definiran kot

e S (2
v-(vx,vy)—wak—<ay,—ax). (18)

Na robu I obmocja Q sta normalni in tangencialni vektor podana z relacijama

= (ng,ny) in 1=(tg,ty) = (—ny,ny), (19)
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pri Cemer sta normalna in tangencialna komponenta vektorja hitrosti podani kot
V=V in v, =V-I, (20)
povezava s kartezijevimi koordinatami pa je sledeca
Vi = Vplly — Villy N Vy = Vply + Vil 21

Zaradi lastnosti, da je vektor hitrosti nevrtincen, ga lahko zapiSemo kot gradient skalarnega
hitrostnega potenciala ¢(7,¢) v obliki V=V -¢. Ce izratunamo divergenco tega izraza, sledi
linearna Laplaceova enacba za skalarni hitrostni potencial

A0 =0, (22)
zZ ustreznimi robnimi pogoji [5]
0=0 na I, (23)
0
—2 =v, na Iy. (24)

3 Metoda robnih elementov

Enacba za hitrostni vektorski potencial (14) je Laplaceova enacba:

. Y
L] = = 25
W] 3x9%, (25)
kjer je L linearni eliptini Laplaceov operator
()
L] =——. 26
= 5o 26)

Robni integralski zapis za vektor hitrosti vV se oblikuje z uporabo Greenovega teorema za vek-
torske funkcije. Sledi naslednji vektorski integralski zapis za sploSen primer tri dimenzional-
nega toka

c(8)¥(8) + /r (Vi - i) 9dT = /r (Vu* x i) x vdT, 27)

kjer je u* osnovna resitev. Osnovna resitev prostorskih problemov je

* =— 28
(&5 = amEsy (28)
v primeru ravninskih problemov pa se zapiSe kot
1 1
* =1 2
w(ES) = i 29)
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kjer je r(&,s) razdalja med izvorno tocko  in referen¢no tocko S ali s [5].

Integralski zapis (27) predstavlja tri skalarne enacbe posebej za X, y in z koordinatne smeri, a
le dve od teh sta neodvisni.

c(®®)+ [ iq"dT = | [lgin = gin) = vy qiny — gimoldT. (30)
C(&)Vy(g) + /l"qu*dr = /I_[Vx(Q;ny - Q;”x) - VZ(CI;nz - any)]dl“, (31)
c(&)v.(&) + /r vegtdl = /r vy (g — gny) — vel(gime — q'n2)]dT, (32)

kjer je gf = ou*/dx; in ¢* = du*/dn = ¢} - n;. V bolj kompaktni obliki se zgornje enacbe lahko
zapisejo kot:

C(E:)Vi@)“‘/rviq*drz/I_[Vk(qzni_Q?nk>_Vj(Qinj_Qj'ni)]dFy (33)

za cikli¢no ponavljanje indeksov ijkij = 12312. Za ravninski dvodimenzionalni tok se lahko
enacba (33) zapise kot

c&i(®)+ [ vig'dl = ey [ vgidr. (34)
oziroma v komponentni obliki s komponentami hitrosti v = (vy,vy)

c®l®)+ [ g0 =+ [ vygid. (35)

@&+ [ng'dar. =~ [wgar, (36)

kjer je g/ = g; -t tangentni odvod osnovne resitve.

3.1 Diskretizirane enacbe

Ker enacba (27) obicajno ni analiti¢no resljiva se moramo posluZiti ustrezne numeri¢ne metode,
v nasem primeru je to metoda robnih elementov. Za numeri¢no aproksimacijo je potrebno ob-
stojeCe integrale po robu zapisati v diskretizirani obliki; rob obmocja se torej razdeli na N,
robnih elementov. Singularna robna integralska enacba se zapiSe kot vsota posamezni robnih
integralov po posameznem delu roba. Nadalje je potrebno aproksimirati hitrost v vsakem rob-
nem elementu, kar se naredi z uporabo interpolacijskih polinomov {®} [4]:

Vi = {CI)}T{V,'}n. (37)

V primeru dvodimenzionalnega toka veljai = 1,2, kjer je indeks # Stevilo vozli$¢ na posameznem
robnem elementu in je enak stopnji interpolacijskega polinoma.
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Integralska enacba za ravninski tok (34) se v diskretizirani obliki zapiSe kot
E E
c@vi®)+ Y /r vig'dl = e;; Y| /F Vg dr. (38)
e=1 4 e=1 e

Funkcija hitrosti je v vsakem robnem elementu definirana z vrednostmi v vozli§¢ih in z inter-
polacijskim polinomom po elementu. Diskretizirana robno obmocna enacba se torej zapise v
obliki

EE) + Z (f (@ aar) - Z (f @ gar) w9

Posamezne integrale, ki so zapisani po elementih in so odvisni samo od geometrije lahko
zapiSemo kot

hZ:/ D"gdl |, K, :/ D"grdr. (40)
T, .
Sledi torej

c(E)vi(€) + ;{h}T{Vi}n = e;j ;{hI}T{vj}". 1)

Zgornja enacba predstavlja diskretizirano robno integralsko enacbo za ravninski primer in se
uporablja za vsa robna vozlis¢a (§ = 1,N,) od koder sledi sistem 2N, algebrajskih enacb, ki se
za kartezi¢ne komponente hitrosti V = (vy,v,) zapisejo v obliki

[c(&)] {vi(&)} + [H] {vi} = eij [H]{v;}, (42)

kjer je [c(§)] diagonalna matrika geometrijskih koeficientov odvisnih od izvorne tocke. Diago-
nalna matrika se doda matriki [FI ] , tako, da velja h;; = fz,- i+ c;9; j» in kon¢ni matri¢ni sistem, ki
sledi je:

[H]{vi} = eij [Hi]{v)}- (43)

V §irsi obliki se zgornji sistem zapiSe kot:

[H]{vy} = +[H,] {w} (44)

[H]{vy} = = [H] {nx}. (45)

Z znanimi vrednostmi normalnih hitrosti {v,} na robu I'; in vozli§¢nih tangentnih hitrosti {v; }
na robu I'; lahko zapiSemo sistem [5]

[A]{x} = {F}, (46)
kjer je sistemska matrika [A] sestavljena iz [A,] in [A;]

[+l A
AT v | “
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kjer sta A, in A; influen¢ni matriki podani z izrazoma
[An] = [ [H] + [ny] [H)]

[At] = [tx] [HX] + [tY] [Hy] ) (48)

vektor neznank pa je definiran kot
I
%
{x} = { iv;}}rz } : (49)
Vektor na desni strani {F'} je vsota ¢lenov

_ [ AR A v
{F} = { —[A] {vt}l"z —[A,] {vn}rl } . (50)

3.2 Numericni primer

Kot numericni primer je prikazan potencialni tok mimo kvadra, zunanji tok je v neskon¢nosti
uniformen hitrosti V., slika (1). Na slikah (2) in (3) so prikazane tokovnice in vektorsko

Slika 1 : Potencialni tok mimo kvadra

polje hitrosti okrog kvadra. Kvader se diskretizira samo po robu in sicer je rob razdeljen na 40
elementov, vsak ima tri vozli$ca, torej je vseh vozliS¢ po robu 80. V obravnavanem primeru
brez cirkulacije (I' = 0) je tok simetri¢en pred in za kvadrom. Na povrSini kvadra je viden
zdrs, kar je v skladu s teorijo nevrtinénega toka idealne tekoCine. Komponenta hitrosti v, na
levem in desnem robu kvadra je enaka ni¢, na zgornjem in spodnjem robu pa imajo vrednost ni¢
komponente v,. Zdrsna hitrost na robu narasc¢a od ni¢ v zastojni tocki pri 6 = 0 do maksimalne
vrednosti 2v.., ki jo doseZe tik pred vogali kvadra in zopet pade na ni¢ v zastojni tocki na drugi
strani kvadra (pri 6 = 7).
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Slika 2 :

Slika 3 : Potencialni tok okrog kvadra; vektorsko polje hitrosti

4 Zakljugki

V prispevku je predstavljen primer potencialnega toka okrog kvadra z uporabo programa BE-
MFLOW, ki temelji na osnovi metode robnih elementov. Iz rezultatov je razvidno, da je tok
pred in za kvadrom simetricen in da pride do zastojnih to¢k na sprednji in zadnji strani. Prob-
lem vogalnih vrednosti, kjer so izraCunane vrednosti vektorjev hitrosti napacne, se lahko resi z
uporabo nezveznih elementov, za kar se bo program v prihodnje tudi nadgradil.
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Simbolno-numericni pristop k obcutljivostni analizi in
optimizaciji konstrukcij

N. Kristani& in J. Korelc!

Evaluation of design velocity field and optimization by direct
differentiation of symbolically parameterized mesh

Povzetek. 'V prispevku je predstavljen simbolno-numeriéni pristop izraéuna projektne
obcutljivosti in optimizacije konstrukcij. Pri tem polje zacetnih obcutljivosti izracunamo z
neposrednim odvajanjem simbolno parametrizirane mreze kon¢nih elementov. Postopek je
nazorno prikazan s pomocjo enostavnega primera optimizacije oblike konzole. Nadalje je
prikazana obcutljivostna analiza kompleksne 3D konstrukcije, ki potrjuje uporabnost in natancnost
predlagane metode.

Abstract. The paper presents design sensitivity analysis and optimization based on symbolic-
numeric approach to evaluation of design velocity field by direct differentiation of symbolically
parameterized mesh. A simple case of a beam shape optimization is represented to illustrate the
proposed method. Additionally, a 3D complex structure design sensitivity analysis is shown to
demonstrate the applicability of the proposed method.

1 Uvod

Eden od klju¢nih problemov gradientnih metod optimizacije oblike je izracun polja zacetnih
obcutljivosti. Polje zacetnih obcutljivosti (0X/0p) opiSe spremembo koordinat vozlis¢

kon¢nih elementov (X) glede na poljubno izbran projektni parameter (p). Medtem ko lahko
odvode karakteristi¢nih koli¢in kon¢nega elementa (reziduum, tangentne matrike, itd.) po
projektnih parametrih izrazimo s pomocjo avtomatiziranih postopkov (Korelc [8]), to ne
velja za polje zaCetnih obcutljivosti. Glavna ovira se pojavi pri povezavi projektnih
parametrov s pozicijo vozlis¢. Te povezave ni mozno povsem splosno izraziti s standardnimi
pristopi generacije mreze konc¢nih elementov, niti specializiranimi pred-procesorji ali CAD
orodji, saj je izbira projektnih parametrov stvar svobodne izbire projektanta.

! Univerza v Ljubljani, Fakulteta za Gradbenistvo in Geodezijo
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2 Izracun polja zacetnih obcutljivosti

Za resitev problemov izrauna polja zacetnih obcutljivosti je bilo predlaganih ve¢ razlicnih
pristopov ([1]-[5]). Najenostavneje je odvode izracunati numericno z metodo konc¢nih
diferenc. Ta pristop ima to slabo lastnost, da pri problemih analize obcutljivosti na
spremembo oblike lahko pride do velike napake. Alternativen pristop je metoda, kjer se
obmocje problema razdeli na manj$a podobmocja, imenovana projektni elementi (Kegl [5]).
Za tako definirane projektne elemente je mozno analiticno izracunati polje zacetnih
obcutljivosti, ki se nato izvrednoti v vozlis¢ih kon¢nih elementov. Pristop pa ima to
pomanjkljivost, da je za projektne parametre, ki se nanasajo na globalne mere konstrukcije
ali pa so povsem abstraktni, tezko izpeljati eksplicitno odvisnost do parametrov projektnega
elementa.

Prispevek predstavlja simbolno-numeri¢ni pristop izracuna polja zacetnih obcutljivosti ter
optimizacije konstrukcij s pomocjo simbolno-algebrai¢nega sistema Mathematica. Prednost
simbolnih sistemov je ta, da operirajo s poljubnimi izrazi. Zato lahko projektni parametri , v
fazi opisa modela in generacije mreze kon¢nih elementov, ostanejo v simbolni obliki.
Koordinate vozlis¢ kon¢nih elementov tako predstavljajo formule, ki so eksplicitno izrazene
s projektnimi parametri. Polje zacCetnih obcutljivosti lahko nato izra¢unamo naenkrat z
enostavnim ukazom za odvajanje (npr. D[SMSNodes,p]), kjer SMSNodes vsebuje koordinate
vozli§¢ v simbolni obliki, p pa je projektni parameter.

Problem, ki se pri tem pojavi, je ta, da so simbolni sistemi numeri¢no neucinkoviti v
primerjavi z okolji za koncne elemente, programiranimi v C-ju ali Fortran-u. Resitev je v
uporabi okolja za kon¢ne elemente, ki lahko deluje na simbolni ravni in je hkrati numeri¢no
ucinkovito. Tako okolje (CDriver) je predstavil Korelc ([8],[9]). Sestoji iz dveh funkcionalno
identi¢nih modulov. Prvi je napisan v simbolnem jeziku programa Mathematica (MDriver)
in omogoca izracun polja zacetnih obcutljivosti s simbolno podano mrezo KE. Drugi modul
je napisan v jeziku C (CDriver) in je s programom Mathematica povezano s protokolom
MathLink. Oba modula delujeta iz Mathematice in posedujeta enako strukturo podatkov,
funkcije, ukazni jezik in vhodne podatke (podrobnosti so opisane v Korelc [8],[9]). Postopek
dolocitve polja zacetnih obcutljivosti z uporabo Driver-ja je shematsko prikazan na sliki 1.

Projektni Generacija mreze P OlJ;e Za.l.(“:etnih
parametri v KE v simb. obliki obcutljivosti
simbolni obliki MDriver 9SMTNodes
( i ap Projektna

obcutljivost
ou

OPIS
MODELA

Numeri¢ne Generacija mreze D ire%cltna ap
vrednosti KE v num. obliki aneilnlza

projektnih (CDriver) Obéutljivostna

parametrov analiza

Slika 1: Prikaz poteka simbolno-numeri¢nega izracuna obc¢utljivosti oblike
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3 Izpeljava kon¢nih elementov za direktno in obcutljivostno analizo

V primerih v nadaljevanju bomo uporabili 6 razli¢nih tipov kon¢nih elementov (2D elasto-
plasti¢ne elemente, 3D lupinaste in pali¢ne elemente, 2D in 3D obtezne elemente in elemente
za vezi po metodi predpisanih pomikov). Simbolen opis mehanskega problema v
kombinaciji z avtomatskim odvajanjem algoritmov nam omogoci, da izpeljavo in kodiranje
karakteristicnih koli¢in teh elementov (tangentne matrike, reziduuma, obcutljivostnega
vektorja, itd.) razdelimo na dve skupini: kon¢ne elemente, ki opisujejo stacionarni problem
(npr. obtezni KE) in koncne elemente, ki opisujejo tranzientni problem (npr. elasto-plasti¢ni
solid element). Za oba primera je v nadaljevanju predstavljena splo$na simbolna formulacija
KE =za direktno in obcutljivostno analizo, ki sledi splosni formulaciji direktne in
obcutljivostne analize tranzientnih nelinearnih sklopljenih sistemov ([10]). V prvem primeru
se neznane koli¢ine (npr. pomiki, Lagrangevi mnozitelji, itd.) pojavijo samo na nivoju
elementa, medtem ko opis elasto-plasticnih materialov zahteva izracun dodatnih lokalnih
neznank v vsaki integracijski toCki. V tem primeru nelinearne enacbe reSimo z
iteracijskim/poditeracijskim postopkom z iterativno zanko za vsako integracijsko tocko.
Togostna matrika, rezidual in obcutljivostni vektorji morajo biti izracunani konsistentno z
numeri¢nimi postopki.

V tabelah 1 in 2 izraz a predstavlja vektor globalnih parametrov elementa, ¥ je vektor
globalnih enacb, b je vektor neznanih lokalnih parametrov, @ je vektor lokalnih enacb, ¢

pa je poljuben ob¢utljivostni parameter. Potem je Da obcutljivost globalnih spremenljivk

D¢
.. Db . . ..
glede na parameter ¢ in D_¢> obcutljivost lokalnih spremenljivk glede na parameter ¢ .
DY : : L . . D@
ﬁ_qﬁ predstavlja neodvisen obcutljivostni psevdo-obtezni vektor, medtem ko je i

odvisen obcutljivostni psevdo-obtezni vektor. Oznaka t predstavlja trenutni Casovni korak,
p stanje sistema na koncu predhodnega Casovnega koraka in i iteracijski Stevec Newton-

Raphsonove metode reSevanja sistema nelinearnih enacb.

Tabela 1: Stacionarni problemi

Direktna analiza Obdutljivostna analiza
Yi(a') =0
. ¥i(a'(¢),¢) =0
YT al e ,Da’ DY )
eKlaal + W =0 " D6 = Do
al ;= al + aal
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Tabela 2: Tranzientni sklopljeni problemi

Direktna analiza Obcutljivostna analiza

Globalni nivo Globalni nivo

' (a',a?, b, b",¢) = 0

¥i(a'b'(a) =0 . Dal_ DY

. ob' o®:  ob! Y™ Do T Do
oK~ =——F=>
" Oal Oa! Oa! D'¥!  Da? N D'¥ Db? n
S 3) Da’ D¢ ' Db’ D¢ (4)
YT 0al DY _ DY ¥ iyt
yKisal + ¥ =0 D¢ D¢ op' '
t t t D
al,, = al + aal y D®"  D® Da” DY Dal
Dy ' Da? D¢ ' Da’ D¢

Lokalni nivo Lokalni nivo
®'(a’,a”, b’ ,b?,$) = 0
®'(b') =0 ; Db\ Do'
oK = 8;()2 ) D¢ qu
' ob! D®' Da" N D! N
oKiab! + ® =0 (5) Da' D¢ ' D¢ (6)
N t P
bl,; = bl + ab! Dot _ | D® Da
D¢ Da? D¢
+D<I)t Db?
Db” D¢

4 Numericni primer: Optimizacija

Za prikaz simbolno-numeri¢nega postopka optimizacije je izbran enostaven primer
optimizacije oblike konzolne konstrukcije. Pri nacrtovanju optimizacijske naloge je bilo
upostevano, da je optimalna oblika konzole tista, katera ima v mejnem stanju nosilnosti
minimalni volumen. Mejno stanje nosilnosti konstrukcij je v splosnem definirano z limitno
tocko ravnotezne poti. Ker se izkaze takSna definicija za realne, nepopolne konstrukcije
nezanesljiva, oziroma nastopi Sele pri nerealno velikih pomikih konstrukcije, smo mejno
stanje definirali z metodo predpisanih pomikov (glej npr. Crisfield [11]).

V tem primeru v numericni analizi izraCunamo obtezbo, ki je potrebna, da pomik v izbranem
vozli§¢u doseze predpisan pomik. V standardni enacbi konstrukcije potrebujemo Se dodatno
spremenljivko A, ki predstavlja obtezni faktor in vezno enacbo, ki se nanasa na izbrano

prostostno stopnjo in predpisan pomik U,. Dobimo razSirjen sistem enacb, ki ga reSujemo z
Newtonovim iteracijskim postopkom:
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K, K] [au]_ [-R,2) ,
K, K,||ai] | -R, |’ ™

Ru — Ri‘l.-plast, + Rochl. (ﬂ,) , Rﬂ — ud _ ﬂuup (8)

u

kjer je

el.-plast. v v v (3% v
Z R,™" so oznalene ravnotezne enacbe elasto-plasti¢nega konénega elementa (Korelc [8]),

obt. el.

z R, (4) pa ravnotezne enacbe posebnih konc¢nih elementov za obtezbo. Potreben je Se
poseben koncni element, ki v sistem enacb vpelje dodatno enacbo R; (8), kjer je Uy dejanski

pomik izbranega vozli§¢a, U, predpisan pomik in A, faktor predpisanega pomika. Dobljen
sistem enacb z niclo na glavni diagonali bi lahko resili na primer z »bordering« algoritmom
(glej Crisfield [11]), vendar se je izkazalo, da najnovejsi sistem za reSevanje linearnih enacb
podjetja Intel, PARDISO (reSuje nesimetricne razprSene matrike z uporabo polnega
pivotiranja), problem v celoti resi brez obCutne dodatne porabe racunskega Casa.

Cilj optimizacijske naloge je dolociti taksno obliko konstrukcije, da bo pri dani mejni
obtezbi konstrukcije volumen minimalen. V procesu optimizacije iS¢emo minimum
namenske funkcije:

min®; ; O, =W,(A-24)" +W,V+wW, ) @, 9)
k

kjer so w; utezi, V je volumen konstrukcije, @y je kazenska funkcija, s katero prevedemo
optimizacijski problem z vezmi na problem brez vezi in A, predpisani mejni obtezni faktor
konstrukcije. Mozni odzivi konstrukcije so prikazani na sliki 2.

A
A Optimum(4,u)
u
p > u

Slika 2: Odzivi konstrukcij za razli¢no obliko

Na sliki 3 sta prikazani obliki konstrukcije na zacetku (slika 3a) in na koncu (slika 3b)
procesa optimizacije za primer, ko je konzola obtezena z zvezno obtezbo. Izrisane so
Missesove napetosti. Te imajo po kon¢ani optimizaciji po veini prereza vrednost napetosti
meje plasti¢nosti. TakSen rezultat je bil pricakovan, saj je material po celotnem prerezu
izkori§¢en v najvecji meri. Z veCanjem Stevila parametrov upocasnimo konvergenco procesa
optimizacije, vendar Stevilo parametrov ne vpliva bistveno na kon¢no obliko konstrukcije.
Na sliki 4 je prikazan potek konvergence procesa optimizacije za primer z dvema
parametroma oblike.

b) o

0.12403

a)
0.99702

q¢ YV V VvV V V V V V'Y v ‘ 0.74662

ssEs=- - === - === B

0.2000e3
Min
0.245602
AceGen

Slika 3: Zacetna oblika (a) in optimalna oblika (b)
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Slika 4: Potek konvergence optimizacijskega procesa za 2 parametra oblike
Rezultat optimizacijskega problema smo preverili z analiti¢no resitvijo, ki jo je mozno dobiti

po teoriji nosilcev in s predpostavko, da je optimalna oblika tista, pri kateri se v vsaki tocki
nosilca pojavi plasti¢en Clenek:

MO _ 5 (0= b2_qx’ (10)
O,

Wpl (X) y

kjer so M(x),Wei(x) in Wy (X) moment, elasti¢ni vztrajnostni moment in plasti¢ni vztrajnostni
moment prereza pri razdalji X od prostega roba konzole. q je zvezna obtezba po vsej konzoli,
b Sirina prereza in h viSina prereza. Do majhnih odstopanj (pinum=20.41, p2num=0.29) od
analiticne resitve (Pranat=21.21, P2anat=0) pride zaradi viSine prereza v prostem koncu
konzole, ki ni ni¢na kot pri analiti¢ni resitvi, ker je s kazensko funkcijo omejena na majhno
vrednost zaradi mreze Stirivozli§¢nih konénih elementov.

op (X) =

5 Obcutljivostna analiza enoetaZne hale

Za prikaz moznosti obravnave kompleksnejsih sistemov je za primer izbrana konstrukcija
enoetazne jeklene hale. TakSen tip konstrukcij se v praksi pogosto uporablja za trgovske
centre, Sportne in industrijske objekte. Model na osnovi metode KE je predstavljen na sliki 5.

Slika 5: Mreza konc¢nih elementov
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Sestava modela:

= Glavna konstrukcija je sestavljena iz petih portalnih okvirjev, sestavljenih iz varjenih I
profilov. I profili ter vozlis¢ne plocevine so modelirani s Stirivozlis¢nimi ploskovnimi
elementi, osnovanimi na 6-parametricni teoriji velikih rotacij in zmernih deformacij. Za
preprecitev blokiranja so strizne deformacije interpolirane po metodi ANS (Assumed
Natural Strain), membranske pa obogatene z dvema nekompatibilnima dodatnima
prostostnima stopnjama po metodi EAS (Enhanced Assumed Strain) (Wisniewski, Turska
[7D.

= Lege in zavetrovanja so modelirana s pali¢nimi elementi za velike deformacije in rotacije.

= Obtezba snega in vetra je nanesena s posebnimi kon¢nimi elementi za obtezbo.

Z uporabo metode neposrednega odvajanja ([10]) in simbolno generacijo kode koncnega
elementa ([9]) smo izpeljali to¢no analiticno reSitev za obcutljivostni psevdo obtezni vektor
za vse uporabljene koncne elemente v skladu s shemo, prikazano v poglavju 2. V
prikazanem primeru naklon strehe J predstavlja projektni parameter oblike. Odvod
(0X/0p) simbolno parametrizirane mreze kon¢nih elementov po projektnem parametru je

zaCetna obcutljivost, ki se nato uporabi v obcutljivostni analizi. Koordinate vozIiS¢ so izrazi,
ki so odvisni od projektnih parametrov, kot je prikazano za eno od vozlis¢ na sliki 6.
Obcutljivost vertikalnega pomika v slemenu hale (tocka A na sliki 5) na spremembo naklona
strehe fje prikazana na sliki 7a. Prikazana je tudi primerjava med obcutljivostjo, izratunano
analiti¢no ter z metodo koné¢nih diferenc (slika 7b).

4950. + 4600 Tan[p] +
2.76x 108 2.76x 10° 1)

0.3 (50. - 4600. Tan[B] - + 0.666667 (-50. +4600. Tan[B] +
9950. +4600. Tan[A3] \ 9950. +4600. Tan(g] /)

+

{
0.8 {7400. +0.3 (-50.-4600. Tan[3] + 0.666667 (50. +4600. Tan[3])) -

2.76x 108
9950. + 4600. Tan[3]

2.76x 108 N
)

0.3 [50. - 4600. Tan (5] .
\ 9950. + 4600. Tan (3] J )

+0.666667 {—50. +4600. Tan[3]

Slika 6: Primer vozlis¢a s koordinatami v simbolni obliki odvisnimi od projektnih
parametrov oblike

6 Zakljucek

V prispevku je predstavljen simbolno-numeri¢ni pristop k izraCunu obcutljivosti in
optimizacije oblike konstrukcij. Polje zacetnih obcutljivosti, to je odvodov koordinat mreze
kon¢nih elementov po parametrih oblike, je bilo doloceno z neposrednim odvajanjem
vozli§¢nih koordinat, izrazenih v simbolni obliki kot funkcija parametrov oblike. Prikazano
je bilo, da pristop omogoca obcutljivostno analizo kompleksnih konstrukcij, pri ¢emer nismo
v ni¢emer omejeni v izbiri parametrov oblike, kot je bil to primer v dosedanjih pristopih.
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Obc¢utljivost

0 : T T T T 1
0 10 20 30 40 50

Naklon streSnega nosilca (deg)

Slika 7: Obcutljivost vertikalnega pomika glede na parameter £ (levo) in primerjava med
analiti¢éno metodo in metodo kon¢nih diferenc (desno)
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Elasto-plasticni nosilec: nadomescanje meritev 7 numeriko
A. Lesnika', B. Harl’ in M. Keglz

Elastic-plastic beam: replacing measurements by numerics

Povzetek. 'V prispevku je opisan numeri¢ni model za raunanje povesov elasto-
plasti¢nih nosilcev, ki bi naj vsaj deloma nadomestil zamudne meritve in preizkusanja, ki
so potrebna pri razvoju lestev. Osnovo tega modela predstavlja kinemati¢no natancen
ravninski elasto-plastini nosilec. Materialni model nosilca je narejen na osnovi
aproksimacijske napetostno-deformacijske krivulje z uporabo kvadratne interpolacije s
prelivanjem.

Abstract. This paper describes a numerical model for the calculation of displacements
of an elastic-plastic beam. The model should at least partially replace the measurements
and testing needed for the development of ladders. The basis of the model represents a
kinematically exact planar elastic-plastic beam element. The material model of the beam
is based on an approximate stress-strain curve obtained by using quadratic interpolation
with blending.

1 Uvod

Podjetje ALPOS ALU d.o.0. je proizvajalec aluminijastih izdelkov Ze skoraj 40 let. Osnovna
dejavnost podjetja je proizvodnja aluminijastih gospodinjskih in tehni¢nih lestev za domace

Vv w

in tuje trzisce (slika 1).

Ker gre za sorazmerno preprost proizvod, je konkurenca na globalnem svetovnem
trgu izredno huda. Ta sili podjetje v stalno znizevanje stroSkov proizvodnje.

V zadnjih letih so zato v podjetju precej sredstev vlozili v optimizacijo in
avtomatizacijo proizvodnega procesa, s ¢imer so mocno povecali proizvodnjo lestev in tako
znizali proizvodne stroske na enoto proizvoda.

Dodatni napori so bili vlozeni v zmanjSevanje stroskov vhodnih materialov,
predvsem aluminija. Z izbiro kvalitetnejSih materialov, cenejSih dobaviteljev in
zmanjSevanjem porabe materiala so dosegli pomembne uspehe. Kljub temu pa v podjetju
ocenjujejo, da bi bilo mogoce, z natan¢nej$o analizo napetostnih in deformacijskih razmer v

' Solski center Celje, Visja strokovna 3ola, Pot na Lavo 22, 3000 Celje
2 Fakulteta za strojnistvo, Smetanova 17, 2000 Maribor
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materialu lestve, prihraniti dodatna sredstva. K tovrstnemu razmisljanju jih je napeljalo tudi
dejstvo, da obiCajni parametri materiala, kot so modul elasticnosti E, dogovorna meja
teCenja Ry, in natezna trdnost R, s katerimi proizvajalci aluminija obi¢ajno definirajo

lastnosti materiala, ne zadoscajo ve¢ za zagotavljanje konstantne kvalitete proizvodov.
Pogosto se namre¢ zaradi tehnologije izdelave aluminijastih profilov v materialu pojavijo
zaostale napetosti, trajne deformacije se lahko pojavijo pri napetostih, ki so dale¢ pod
dogovorno mejo teenja in podobno.

Slika 1: Tehni¢ne lestve (levo) in prerez njihovega nosilnega profila (desno)

S podjetjem ALPOS ALU d.o.0. smo zato v letu 2005 priceli s sodelovanjem, v
sklopu katerega Zelimo natancneje raziskati napetostne in deformacijske razmere v profilu
obremenjene lestve. Namen skupnega dela je doloCiti optimalne parametre materiala ter
dimenzije aluminijastih profilov tako, da bodo najvecje deformacije lestve v skladu z
mednarodnim standardom EN 131.

Za zaletek smo se odlocili, da za analizo odziva ne uporabimo katerega izmed
komercialnih MKE paketov, temvec¢ da bomo razvili lastno programsko resitev s preprostim
uporabniskim vmesnikom. Ta bo omogocala uporabo programa tudi inZenirjem, ki nimajo
bogatih izkuSenj s tovrstnimi analizami, v nadaljevanju pa bi lahko vkljucili tudi
optimizacijo. Za odlocitev o ustrezni programski opremi si moramo najprej ogledati razmere,
ki jih je potrebno analizirati. V nasem primeru bo to s standardom predpisano preizkuSanje
lestve.

2 PreizkuSanje lestev

Pri preizkusanju je lestev v vodoravnem polozaju in podprta kot kaze slika 2. V primeru
vecdelne lestve, mora biti le ta popolnoma iztegnjena. Previsni polji na vsaki strani lestve sta
enaki 200 mm. Obremenitev mora delovati enakomerno na oba nosilna profila lestve, in
sicer, na sredini med podporama. Obremenitev mora narascati postopoma brez nenadnih
sunkov.
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Slika 2: Preizku$anje lestve

2.1 Merjenje trajnih deformacij

Lestev najprej predobremenimo s silo F, =500 N . Sila mora delovati 1 minuto. Lestev nato

razbremenimo, polozaj razbremenjene lestve na sredini med podporama pa sluzi kot
izhodisc¢e za merjenje trajnih deformacij. Lestev nato obremenimo s silo F =1000N. Sila
mora delovati 1 minuto. Trajne deformacije izmerimo po razbremenitvi lestve. Standard EN
131 predpisuje, da najvecje trajne deformacije ne smejo preseci
fo L
1000

kjer je f,.. najvecji poves v[mm] in L razdalja med podporama izrazena v [mm].

(1)

2.2 Merjenje skupnih deformacij

Lestev najprej predobremenimo s silo F, =100 N. Sila mora delovati 1 minuto. Lestev nato

razbremenimo, polozaj razbremenjene lestve na sredini med podporama pa sluzi kot
izhodisce za merjenje deformacij. Lestev nato obremenimo s silo F =750 N . Sila naj deluje
1 minuto. Standard EN 131 predpisuje, da najvecje deformacije ne smejo preseci

f =510°7% L<5m
fa=0,043L-90, 5m<L<I2m 2)
fa =0,06L-294, L>12m

3 Uporabljen material in njegovo modeliranje

Podjetje uporablja za izdelavo lestev profile iz Al zlitine EN AW 6060 (AlMgSi0,5),
ki zagotavlja dobre mehanske lastnosti, hkrati pa omogoca plasticno preoblikovanje. V
dogovoru s proizvajalci profilov, podjetje definira mejne vrednosti osnovnih parametrov
materiala, kot so natezna trdnost R,, dogovorna meja teCenja R, ,, raztezek As in

podobno. Ustreznost materiala se ob¢asno preverja s preizkusi na trgalnem stroju (slika 3a).
Glede na to, da so dovoljene trajne deformacije sorazmerno majhne, je za dimenzioniranje
zanimivo predvsem podrocje napetosti nekoliko nad mejo tecenja (slika 3b).
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Slika 3: Izmerjena o — ¢ krivulja materiala

Podatki o materialu so torej izvorno podani v obliki diskretnih tock, ki jih dobimo s
pomocjo nateznega preizkusa. Za numeri¢ni model je potrebno te podatke predelati v nek
analiti¢ni izraz — aproksimacijsko krivuljo o —¢. Za potrebe ratunanja moramo namrec
zagotoviti izraze za izratun

B dG (8) (3)
de
Za izpeljavo potrebnih izrazov predpostavimo, da imamo na razpolago naslednje podatke
£=o(0)
Pj =(gj,0j), £j<&j, §=0,...,N

4)

kjer je (N +1) Stevilo podanih o —¢ tock pj, ki predstavljajo le majhen izbor (najbolj

karakteristi¢nih) toc¢k, dobljenih z meritvijo. Krivulja o —¢& mora izpolnjevati naslednje
zahteve:

e gre skozi vse tocke p;,
* gladko in brez oscilacij sledi poligonu tock p;,

e imeti mora gladke prve odvode (zvezne druge odvode).

Prva dva pogoja zagotavljata enostavno modeliranje krivulje (izbor to¢k pj), zadnji pogoj

pa bo olajsal numeri¢no integracijo po prerezu nosilca (v tem primeru so vsi integrandi
gladke funkcije).
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Odlocili smo se, da bomo izraz za o —¢& krivuljo dolocili s pomocjo interpolacije.
Pri tem seveda obicajne interpolacije (na primer Lagrangeva) ne pridejo v posStev zaradi
nesprejemljivih oscilacij rezultirajo¢e krivulje. Ce bi se hoteli znebiti le oscilacij, bi lahko
uporabili, na primer, Bezierjevo krivuljo, vendar ta krivulja ne gre skozi tocke, ki jo
definirajo. To pa je precej neugodno s stali§¢a prakti¢ne priprave podatkov. Izhod smo videli
v interpolaciji, ki se v€asih uporablja na podro¢ju geometrijskega oblikovanja. Gre za
kvadrati¢no interpolacijo s prelivanjem [2], ki smo jo nekoliko preuredili za nasSe potrebe.

(e)
; s ; ™~ N Z MN=1
pl pl_l g / : (1i+l \\ p . RS
i+1 Sq
P Qn RN
1
/ Pn
1
1
/ Qo
1
1
1
K atan(E)
Po |! €
It

Slika 4: Zasnova aproksimacijske o — ¢ krivulje

Celotna o —¢ krivulja C = {6(8), g se<ey } je razdeljena v N segmentov (polna
¢rta), slika 4,

Cizcr(g), g%¢e<g, I=1L..,N, 5)
kjer je vsak segment C; =C; (5) podan z
Ci=CiQi +GQ;. (6)

Pri tem simbol Q; =Q; (5) oznacuje Lagrangev polinom (prekinjena ¢rta) skozi tocke

Pi_i» Pi» Piy; Z naslednjima izjemama:

e Q, jekvadrati¢ni Lagrangev polinom definiran z E ter p,, p;,

e Qy jedaljica definirana z py_;, Py -

Koeficiente ¢;_; in ¢; izraCunamo kot
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Ciy = s CGE——, Ai=g&-égiy (7
Prvi odvod i-tega segmenta pa izracunamo kot

®)

Ci=¢,Q, +¢Qf +—Qi _A L

Dokaj enostavno lahko pokazemo, da ima rezultirajoca krivulja gladke prve odvode.
To nam bo koristilo pri numericni integraciji po prerezu nosilca.

4 Model nosilca

Za model nosilca smo uporabili konéni element, ki je podrobno predstavljen v [3,4]. Tukaj
bomo zato navedli le nekaj njegovih najpomembnejsih znacilnosti.

Nosilec je lahko ukrivljen in ima poljubno Stevilo vozlis¢. Glede na naSe zahteve in
lastnosti nosilca smo se odlocili, da bomo uporabili ravno varianto z M =6 vozlisci (slika 5)
in brez porazdeljenih obremenitev.

u33u4a(p6

P3
(0]
UI,UZ,(PI

Slika 5: Ravna varianta nosilca s 6 vozIlis¢i (2 zunanja in 4 notranja)

Variacijo notranjega potenciala nosilca lahko zapiSemo kot
1
1
o= [[= 4180, = 2,80, + 418Uy + 4,0, + iy + B4y + 750, HE ©9)
-1

kjer je & lokalna koordinata elementa, ki prete¢e vrednosti od -1 do +1. Simbola 4, in A,
predstavljata Lagrangeva multiplikatorja, ki spadata k odzivnim spremenljivkam elementa.
Simboli ¢;, f in y so definirani z
a; =2(M_P'—(1+£)QPRJ), i=1,.,M
L="2(0+¢&)cos@d + Xz — X +U; —U, (10)
y==2(1+¢&)sinpJ + Yy, -y, +Uy—U,
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kjer je J=L/2, L pa je dolZina elementa. Simbol ¢ predstavlja zasuk prereza in je
definiran kot

M
p=p,+). Py (11)
i=1

kjer je P, Lagrangev interpolacijski polinom, P'=dP/d&, ¢, pa je zasuk prereza pred
deformacijo nosilca. Simbol Q oznacuje strizno silo, ki je enaka Q =—4,sinp+ 4, cose,
M. paje moment

M, :—jnadA (12)
A

kjer je 1 lokalna koordinata vlakna od nevtralne osi, o je normalna napetost v vlaknu, A

pa oznacuje precni prerez nosilca. Simbol & v enacbah (10) oznacuje specifi¢ni raztezek
vlakna na nevtralni osi. Njegova vrednost se izracuna iz enacbe

.[crdAzll cos@+ A, sing (13)
A

Normalna napetost o v vlaknu je odvisna od specifi¢nega raztezka vlakna
Dog_19¢ (14)

njeno vrednost pa dobimo na osnovi aproksimacijske o —¢& krivulje, kjer za specificni
raztezek vstavimo D .

Prerez nosilca modeliramo s sloji, katerih Sirina se lahko spreminja kvecjemu
linearno. Podrobneje je nacin obravnavanja prereza nosilca opisan v ¢lanku o obcutljivostni
analizi.

Se komentar o integraciji po elementu. Integracijo je potrebno opraviti numeri¢no.
Vzdolz nosilca je uporabljena Lobatto-va shema s 6 integracijskimi tockami, po prerezu pa
smo uporabili Gauss-ovo shemo z 2 integracijskima to¢kama za vsak sloj.

5 Primerjava numerike z meritvami

Predstavljen numeri¢ni model smo preverili na primeru standardnega testa — merjenje
skupnega povesa lestve. Gre za preizkus, ki ga prikazuje slika 2. Razpon (upogibna dolzina)
lestve je znasal L =6740 mm, njen nosilni profil pa je bil enak kot na sliki 1b. Uporabljen
material je bil Al zlitina EN AW 6060.

Lestev je bila na sredini tockovno obremenjena, breme pa se je povecCevalo
postopoma od 75 kg do 160 kg. Slika 6 prikazuje izmerjeno in aproksimacijsko materialno
krivuljo — razlik prakti¢no ni videti.
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+2.70E+02

+21BE+02
+1E2E+02 |
+1.08E+02 |

+5.40E+01

+0.00E+00

+0.00E+00 +2.00E-02 +4.(0E-02 +6.00E-02 +8.00E-02 +1.00E-01

Slika 6: Izmerjena in aproksimacijska o —¢ krivulja materiala

Za izracun smo uporabili 2 kon¢na elementa. Prerez je bil modeliran s 16 segmenti (sloji).
Zaradi nedolocenosti nekaterih podatkov (tolerance prereza, ...), smo te 'kalibrirali' tako, da
se je racun ujemal z meritvijo pri bremenu 75 kg. Rezultate racuna prikazuje Tabela 1.

Tabela 1: Primerjava izmerjenih in izraGunanih povesov.

Breme (kg) | Poves — meritev [mm] Poves — racun [mm] Razlika [%]
75 110.6 110.6 0.00
100 148.1 147.6 -0.33
120 177.7 177.3 -0.22
130 192.4 192.3 -0.05
140 207.4 207.4 0.00
150 222.8 222.8 0.00
160 237.8 238.4 +0.25

Rezultati kazejo zelo dobro ujemanje, Ceprav na Zalost pri tem preizkusu krajna vlakna Se
niso globoko v plasticnem obmocju. Kljub temu predvidevamo, da bomo tudi v takSnem
primeru dobili dobre rezultate.
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Kompatibilnostni pogoji napetostnega tenzorja linearnega
elasttnega materiala

G. Mejak?

Compatibility conditions of the stress tensor of the linear
elastic material

Povzetek. Predstavljeni so kompatibilnostni pogoji napetostnega tenzorja pri enostavnih defor-
macijah. Podani sta dve metodi doitve kompatibilnostnih pogojev, algebtaia in analittha. Za
primer pré&ne simetrije je dokazan obstoj ter eksplicitno zapisan kompatibilnostni pogoj enoosnega
testa in neobstoj kompatibilnostnega pogojasiga testa. Na kratko so predstavljeni tudi rezultati
za ostale simetrije elagtiega tenzorja.

Abstract. Compatibility conditions of the stress tensor of the linear elastic material under uniaxial
and shear tests are presented. Two methods are introduced, algebraic and analytical. Existence of the
compatibility conditions is shown and explicitly given in the case of transversally isotropic material.

A short discussion of the compatibility conditions for other types of the symmetries is also given.

1 Uvod
1.1 Motivacija

Dan je elastini material, nda naloga pa je dobiti njegove linearne elasthe materialne last-
nosti oziroma pripadafo elastEni tenzor. Na voljo so nam enoosni in tri deformacijski
testi. Vpra&anje je, kako z najmasim Stevilom testov dolGiti simetrijo elasttnega tenzorja in
njegove strukturne parametre.

1.2 Osnovne definicije in pisava

Elastni tenzor, ki je tenzoCetrtega reda, bomo oztevali sc, pripadaj@ée komponente v
izbranem koordinatnem sistemu pa;s . Obravnavo bomo omejili na Greenov elastitenzor,
ki ima simetrijeciju = Cjik = Gijik N Cijk = Cwij. Elasttni tenzor s posp&enim Hookovim

LUniverza v Ljubljani, Fakulteta za matematiko in fiziko
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zakonomt = c : e povezuje tenzor napetostz infinitezimalnim deformacijskim tenzorjem

V izbrani ortonormirani karteni bazig poljubnemu simettinemu tenzorju drugega reda=

ajj § ®#&;, tu smo privzeli sumacijsko konvencijo na ponavlfsgse indekse, priredimo 6-terico
a= S(Q) = (a]_]_, azo, a33,\/2823,\/2331,\/§a]_2). PiSimot = S([) ine= S(g) Preslikava
a+— a=S(a) inducira preslikava — C € R*® tako, da se Hookov zakon glask Ce. Matriki

C pravimo elastina matrika. Velja opozoriti, da se zaradi faktotj2 v definicji preslikaveS
nada pisava razlikuje od obéjne pisave v ibenirski literaturi, kjerjé = (t11,t22, t33, 23, t31,112),
&= (€11, €22, €33, 2623, 2631, 2617) in t = C&, kjer matrikoC dobimo iz matrikeC tako, da zadnje
tri vrstice in stolpce matrik€ pomna@imo sv/2. Prednost rige pisave je, da preslikava tenzorja
v 6-terico na enak ridn deluje na tenzorju napetosti in deformacije.

Sprememba bazé& = Qg, Q € O(3), inducira preslikavd — t’ = Qt Q' na prostoru ten-
zorjev drugega reda in preslikawo— ¢ = Q«c na prostoru tenzorjegetrtega reda, kjer je
Q«c(d,b,e d) = c(Qd Qb,Qe,Qd). V zadnjem zapisu smo tenzéetrtega reda identifici-

rali s Stiri-linearno formo. Pravimo, da j© simetrija elasinega tenzorjate jec = Q«c.
Otitno simetrije elastinega tenzorja sestavljajo podgrup@®y3). Znano je, glej na primer

[1], [2], da ima elastini tenzor osem razredov simetrij, triklomio, monoklin€éno, ortotroptno,
trigonalno, tetragonalno, tranzverzalno izotdom, kubEno in izotropijo, tabela 1. Tu smo
updstevali dejstvo, da rotacijska simetri{€ ¢ ) elasttnega tenzorja za kdt ¢ 21t rtinducira
zrcalno simetrijo glede na normalo, ki vsebuje os rotacijske simetrije, [2]. V jeziku kristalo-
grafije to pomeni, da se trigonalna oziroma tetragonalna kristalografska simetrija v okviru lin-
earne elastinosti sovpada s ditrigonalno oziroma ditetragonalno simetrijo. Koordinatnemu sis-
temu, katere osi se sovpadajo z osmi simetrije, pravimaterialni koordinatni sistenOCitno je

vsak koordinatni sistem trikliGne simetrije in izotropije materialni koordinatni sistem, monok-
lini¢na in tranzverzalna simetrija pa erwlo dold&ata samo eno koordinatno os materialnega
koordinatnega sistema.

Tabela 1: Grupe simetrij Greenovega eldstega tenzorjaZ (€) je zrcaljenje glede na ravnino
z normalog, R(&,¢) je rotacija okrog osé za kot¢. Vektorjag; in & sta pravokotna.

| Simetrija || Minimalna mndica generatorjev simetrij¢ Generatorji grupe simetrij
Triklini ¢na 0 {-1}
Monokliniena {Z(&)} {=1,Z(&)}
Ortotroptna {Z2(&),2(&)} {-1,Z(81),Z(&)}
Trigonalna {R(&, %)} {-1,R(E, %), Z(&)}
Tetragonalna {R(&,3)} {—1,R(€1,7),Z(&)}
Transverzalnd {R(E, D)} {—1,R(€1,9),Z(&)}
Kubina {R(&,D).R(&, D)} {-1,R(&1,5),R(&, 3)}
Izotropija3 {R(&1,5),R(&, %)} 0@

2 Generator simetrije je poljubna rotacidé;, ¢) za kot ¢ {2m, %", 1, 7}. Os& generatorja zrcalne simetrije je
poljubni vektor, ki je pravokoten na os rotacijske simetrije.
3Generatorja simetrije sta poljubni rotadii(&;,$1) in R(&, ¢2) okrog dveh nevzporednih osi za kdiig in ¢2,
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Sprememba baze inducira tudi preslika®e— C’. Ker paC ni tenzor, ta preslikava ni ten-
zorska. Ozn@mo z [a] matriko, ki pripada tenzorja v izbrani bazi. Potem pri spremembi

baze velja kontravariantno pravife’] = QT [a]Q, kjer je Q matrika komponent ortogonalne
transformacijeQ v prvotni bazi.Ce updtevamo to v zvezi me@ in ¢, dobimo enabo

SQ's !(Ce)Q) =C's(Q'S(e)Q), 1)

ki povezujeC in C'. Ce jeQ iz grupe simetrije, j&C = C'. Komponente elasthe matrike s to
simetrijo so potemtakem natanko koeficienigihega prostora homogene éba (1).

Na kratko predstavimée osnovno pisavo tenzorjéetrtega reda. Poljubni tenzéetrtega reda
bomo zapisali s krepkim tiskom in ga dvakrat gadli. TenzorCetrtega reda priredi poljub-
nemu tenzorju drugega re@atenzor drugega reda s predpisona — ¢ : a :=b. V kom-
ponentnem zapishij = Gijiax. Prostor tenzorjegetrtega reda je torej ekvivalenten prostoru
lineranih preslikav nad prostorom tenzorjev drugega reda. Enotski téeibega reda bomo
oznd&evali zI . Poteml : a = a za vsaka. Potrebovali bom&e eno definicijo; poljubnemu
vektorjud priredimo tenzotetrtega redd (&), ki preslika poljubni tenzor drugedapo pravilu:

I

(@):b=amba in J@ :b=bTdxd 2)

2 Algebraitna metoda

Za primer vzemimo tranzverzalno izotrépn material. Elastni tenzor je v tem primeru
dolocen s sedmimi strukturnimi parametri; s petimi materialnimi konstantami, Youngovima
moduloma B in E, Poissonovima kalinikomav o in v v osni oziroma tranzverzalni smeri

in striznim modulom G, v osni smeri ter dvema nematerialnima parametroma, Eulerjevima
kotoma, ki dol@ata smer osi tranzverzalne simetrije. \gagno se, koliko enostavnih testov, k
enostavnim testordtejemo enoosne in enostavneitd teste, potrebujemo za doitev struk-

turnih parametrov. Privzemimd, da smeré ni v smeri osi simetrijgi. Opravimo dva testa,
enoosno deformacijo v smegiin enostavno stzino deformacijo v ravnini, ki vsebuje smér

Ta dva testa doftata skupaj dvanajst komponent napetostnega tenzorja. Videli bomo, da teh
dvanajst komponent endlio dolc&a strukturne parametre eld@stega tenzorja s tranzverzalno
simetrijo. Ker je teh parametrov sedem, to pomeni, da obstaja pet vezi med dobljenimi kompo-
nentami napetosti. P&iimo jih.

Koordinatno neodvisen zapis eldstega tenzorja s tranzverzalno izotropijo v smerifg,
glej [3],

|—+
Il

o

if¢>]
Il

t Se+sil +nienits(iwenteien), (4)
kierjes; =aSle+Bien-fins, = B1Sle +PBoen-n.

od katerih je vsaj eden razén od7.
4Za enolEni odgovor ali je dana smer smer osi simetrije potrebujemo tri teste, enosni test v dani smeri in dva
strizna testa v ravninah, ki vsebujeta dano smer.
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2.1 Enoosni test

Postavimo prostorski koordinatni sistem z bdzg, k in izberimog =k in e = k@k. Pri
dani deformaciji in izmerjeni napetostf ena&ba (4) predstavlja zvezo med komponentami
izmerjene napetostﬁ- in neznanimi koeficienttr, B1, B2, S, S3 in komponentami normale

A = i+ noj + nsk. Direktni ratun, tu privzemamo, da je, nonz # 0, pokae, da je

B = np(tf; — ) —mtf, By = nng (0 —tfy) + (M® +ng?) t, )
! na ng? ’ 2 nynpnz®
—2Mm n3tz + (nlz + n32)tz n]_tz — n3tz
So=—t +15+ 23n1 - 2, = 75312 - 12 (6)
in

t]Z_3 ny, = t§3 ny (7)

ter

2 2

Bt~ ) + o ((5) - (t)°) = 0. ®)

Enabe (5), (6) in (7) doldajo neznane parametre, €ba (8) pa je kompatibilnostna et

za komponente izmerjene napetosti pri enoosnem testu v smexrilakieze se, da ertda (8)
velja tudi v primerung np ng = 0. Vidimo, da je enéba (8) neodvisna od smeri osi tranzverzalne
simetrje. Povedano druge, Ce je material tranzverzalno izotr@gin, potem za komponente
napetosti pri enoosni deformaciji v smeri @svelja (8). Direktni izr&un leve strani erie

(8) pri enoosni deformaciji za vse vrste materialnih simetrij pa pekda velja celo obratno.
Tako smo dokazali material je tranzverzalno izotropen natanko tedaj, ko za komponente
napetosti pri enoosni deformaciji v smeri osi z velja (&a enoosni test v smeri 0sise
kompatibilnostni pogoj glagi,ty, (53— t5,) +t35 (1) — (t55)?) = 0, za test v smeri 03 pa
a1, (B3 — 1) + 15 ((t{2)* — (35)) = 0.

2.2 Strizni test

Sedaj izberimcg = % (T®R+R®T>. Pripadajg@e izmerjene komponente napetostnega tenzorja
ozn&imo stf}z. Direktni raCun sedaj pokee, da, v nasprotju z enoosnim testom Zstirtest ne
doloca kompatibilnostnih pogojev. Toeje, enéba (4) dol@a tako kot pref1, B2, S, Sz in dve
zvezi med komponentami napetosti in osi simetrije. Ker sta ti dvél@malvisni od komponent

osi simetrije, stizni test ne doléa kompatibilnostnih pogojev napetostnega tenzorja. Pogle-
jmo zato, ali morda obstajajo kompatibilnosti pogoji med napetostmi enoosnegazimeghi
testa. Kot smo omenili, ptakujemo pet kompatibilnostnih pogojev. Direktn€ua pokae, tu
privzemaman npng # 0 int;tf; # 0, da je

" N3t35tis + N3tfs (3 — 1) +2nf (11155 — t5th) )
B 2n2t2 ’
123
tXZtZ tZ tZ _tZ tZ _tXZtZ _tZ tZ
ng=—m 13 23+ 11°23 3323 23713 13 12‘ (10)

Z +Z
1:231:13
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Enabe (5), (6), (7), (9) in (10) v popolnosti ddlajo vse strukturne parametre tranzverzalne
simetrije. Preostal&tiri ena&be strinega testa v kombinaciji z enoosnim testom dajo
meSane kompatibilnostne pogoje med komponenttﬁmh tf}z. Trije kompatibilnostni pogoji
so sorazmerno komplicirani izrazi in jih zaradi pomanjkanja prostora tu ne bomo zafesili,
paje

thy =15 (12)

Ta pogoj je posledica simetrije elaste matrikeC in tako velja za vsako materialno simetrijo.

3 Analitiéna metoda

V predhodnem razdelku smo z algelirad metodo izpeljali kompatibilnostne pogoje. Al-
gebratna metoda ima dve slabosti. R¥viznano je, da imajo koordinatno neodvisen zapis
elasttnega tenzorja samo ortotr@pia simetrija, tranzverzalna izotropija (&éba (3)) in izo-
tropija. Za ostale simetrije moramo uporabiti transformacijska pravila, ki povezujejo kompo-
nente elastinega tenzorja v materialnem koordinatnem sistemu s komponentami v prostorskem
koordinatnem sistemu. Ker so ta pravila precej komplicirana, glej [4], je uporaba algsbrai
metode za druge simetrijedansko bistveno bolj teavna. Kot drugi, pa algebrd&ina metoda
zahteva izréun veliko podprimerov. Konkretno, priizpeljavi (8) smo privzeli, daj@,nz £ 0

in t55t7; # 0. Veljavnost (8) prinynynz = 0 ali t3;t7; = 0 je potrebno pri algebréii metodi
potrditi s posebnim iz@unom, kar precej zma¥g preglednost metode.

Ideja analittne metode je naslednjacemo funkcijof = f(t), ki je pri izbrani deformaciji in
elasttnemu tenzorju eksplicitho neodvisna od strukturnih parametrov &iesa tenzorja. Z
enabo, 8temo réitev sistema

_ of _ of ati,-
~od¢ ot adk’
kjer sody, k=1, ...,K strukturni parametri izbrane simetrije eld@stega tenzorja. 1z (12) sledi,
da je iskana funkcija Btev sistema parcialnih diferencialnih éha

0 (12)

of |
— =z 13
kjer so Zi'j, | =1,...,L bazni vektorji nEelnega prostora matriké s komponentam%"k €

R3*3K | je dimenzija nEelnega prostoray; pa so funkcije komponent napetosti Funkcije

Vi niso poljubne, izbrati jih moramo tako, da je sistem (13)jie Ce jeL = 0, potem za pri-
padaj@e napetosti izbrane deformacije ne obstaja kompatibilnostni pogoj. Amalithetodo
moremo brez teav rasiriti na iskanje kompatibilnostnih pogojev med komponentami napetosti
dveh testov. V tem primer&temo funkcijof = f(£17£2)' kjert, pripada deformacig,, i = 1,2.
Klju¢ni korak metode je izfaun bazeZi'j. Po izr&unu baze moramo komponente béeezraz-

iti s komponentami napetosti tako, da v €ébg(13) nastopajo zgolj komponente napetosti.
Oglejmo si uporabo metode na primeru tranzverzalne izotropije. Sistetb ¢b3) bomo za-
pisali v materialnem koordinatnem sistemu z asyosmeri osi simetrije. Zaradi osne simetrije
je orientacija prostorskega koordinatnega sistema glede na materialni koordinatni sistem dolo-
¢ena z dvema Eulerjevima kotorfian , kjer je 8 rotacija okrog materialne o§j ) pa okrog
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k. Za strukturne parametre vzemirdp= Cyy, d» = Cp3, d3 = Cas, ds = Css, ds = Cgg, dg = U,
d; = 6. Direktni ratun® pokaze, da je rielni prostor enoraz&en napet na

2 - (20 ~t2Y) g Sed20) ),y _seG2U)y ;)

2 2 g &

(14)

Tu smo simetGnemu tenzorjlZ, kot je obtajno, brez faktorja 2 ali/2 za izven diagonalne
elemente, priredilsestericZ. V (14) nastop&ey. 1z izmerjenih napetosti sledi

1 tanap = & (15)
2 (t32)% — (t13)?

Po eliminaciji kotay iz (14), pri tem moramo paziti na singularno vredngst 7, potem sledi

Z = (1%, =72, 0,t5,t55 (1) >+ (52)°) , it (tfa)* + (B2)%) , T (— () + (55)%)) . (16)

kjer jet =t{5t7;. S tem je sistem efé (13) dold@en. V primerup = 7 je
ti3 t]Z.S zZ +Z
Z - _?, ?, 07 _tlz, t127 0 . (17)

Sistem (17) dobimo formalno iz (1&g v (16) up&tevamo, da v primeny = 7 veljatf; = t7,.

V nadaljevanju se bomo tako omejili fa# 7. Rezultat za singularni primey = 7 dobimo s
substitucijat]; = t35. Sistem (13) je r8ljiv po Frobeniusevem izreku, glej na primer [5], natanko
tedaj, ko so izpolnjeni kompatibilnostni pogoji

oyZx  oYZ

Skupnostevilo neodvisnih pogojev je 15.d@no je funkcijay neodvisna od3; in odvisna od
t7, int3, samo preko razliké, —t3,. Torejy=y(r,s,u,v), kjer jer =t{; —t3,, s=1t75, u=t{;in

v =tj,. Tako se (18) reducira$est neodvisnih pogojev, ki jih dobimo tako, da v (18) vstavimo
=6

oy  usy
o £-u?
vy (-9 y+v (2 +s) ¥
s s(2—u?) ’
o (L) y+v (P+) ¥ (19)
au u(u?—¢s?)
Sistem je r8ljiv, njegova rsitev je
1 uv vs
V(rasaUN):an(—H'?—H)a (20)

5Ratun je opravljen z uporaboganalnike algebre na tainalniku.

- 188 -



Kuhljevi dnevi 2005

kjerjeg=g(w), w= —r + &/ — ¥ poljubna dvakrat zvezno odvedljiva funkcija.

Sedaj, ko smo dofali funkcijo y, se lahko lotimo réevanja engbe (13). 1z (16) sledi, da je
iskana funkcijaf funkcija f = f(r,s,u,v). Potem iz (13), (16) in (20) sledi, jereSitev sistema

of
E - —g(W>7
of  [(S+u?)vgw)
os fu ’
of  ($+u?) vgw)
ou st ’
of (—sz+u2) g(w)
= ) 21
ov su (21)
Izkaze se, da je ftev sistema
uv Vs tZ,t2,  tZ,t2
£ (WL YS ez _t3l12 | 23'12 29
(r,s,u,v) (r S + u> (tll t5, t§3 +7th ), (22)

kjer je F = F(—w) poljubna dvakrat zvezno odvedljiva funkcija. Funkcfja= f(t) = F(—w)

je neodvisna od strukturnih parametrov za vsako funkEij@e je vrednost spremenljivke
konstantna. V primery = 7 jew= 0. Potemtakerw = 0 in kompatibilnostni pogoj enoosnega
testa je tako

s ts
oziroma po regularizaciji natanko pogoj iz (8).
V primerjavi z algebrano metodo je prednost anatitie metode, da moremo relativho enos-
tavno ugotoviti, da za dano simetrijo in test ne obstaja kompatibilnostni pogoj. Poleg tega
moremo pojem kompatibilnostnega pogojasiat do pojma delnega kompatibilnostnega po-
goja, kjer zahtevamo, da jé konstantna na podmnogoterosti strukturnih parametffm/.za
izbrano podmnogoterost ne obstaja delni kompatibilnostni pogoj, potem ne obstaja tudi kom-
patibilnostni pogoj. To dejstvo nam bistveno &kajdokazovanje neobstoja kompatibilnostnega
pogoja. Téava analitne metode je, da je naravni zapis jedra matikeapis s strukturnimi
parametri, za r&evanje sistema (13) pa potrebujemo zapis z napetostmicCiDemldega zapisa
je lahko precej zahtevno delo.

z z
t11 - t22 -

4 Pregled ostalih simetrij in zakljucne opombe

Na kratko siSe poglejmo, kako je s kompatibilnostnimi pogoji za ostale simetrije. Z agraditi
metodo brez teav ugotovimo, da za komponente napetostnega tenzorja enoosnega testa ob-
stajajo kompatibilnostni pogoji samo za izotropifirje pogoji, in za tranzverzalno simetrijo,
pogoj (8). Nadalje, za strni test obstajajo kompatibilnostni pogoji samo za izotropijo, pet
pogojev, in za kuliino simetrijo. Ta se glasi

i+ 5 +135=0. (24)
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MeSani test ima, kot smae omenili, vedno trivialni kompatibilnostni pogoj (11). Za trik-
lini¢ni, monoklintni in ortotropni material je to tudi edini kompatibilnostni pogoj, Trigo-
nalna in tetragonalna simetrija imata dodatna dv&ana testa. Ker imata te dve simetriji po
devet strukturnih parametrov [6], to pomeni, da v Splem primeru, ko 0s enoosnega testa
ni v smeri osi zrcalne simetrije, enoosni in &t test v popolnosti doftata njune strukturne
parametre. Tranzverzalna simetrija ima tri dodatne kompatibilnostne pogojénkutodatne
&tiri, izotropija pa nima dodatnega kompatibilnostnega pogoja. Ome®énda obstajajo tudi
kompatibilnostni pogoji za dvoosne, triosne inSaae teste.

Kompatibilnostni pogoji nam pomagajo pri déigi simetrije elastinega tenzorja. V prispevku
smo obravnavali eksaktne kompatibilnostne pogoje. NjihoCizge v&€inoma zelo zahteven,
zato je na mestu vpganje ali jih moramo izfeunati priblzno. Pomen tega vpsanje je, da
imajo v praksi izmerjene napetosti dokn pogréek in tako eksaktni kompatibilnostni pogoj ni
natanko izpolnjen. Prikitni kompatibilnostni pogoj s poznanim intervalom zaupanja v ta namen
povsem zad&a. Zanimiva uporaba kompatibilnostnih pogojev je tudi v mehaniki materialov,
kjer lahko kompatibilnostni pogoj predstavlja notranjo vez, ki zagotavlja materiallt€ioto
simetrijo.
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Simulacija odziva Coriolisovega merilnika masnega toka
upostevajoc sklopljenost tekocine in trdnine

N. Mole', G. Bobovnik?, J. Kutin’, B. Stok', I. Bajsi¢’

Coupled Fluid-Structure Simulation of Coriolis Flowmeter

Povzetek. S prvo lastno frekvenco nihajoca merilna cev, skozi katero tece tekoCina, predstavlja
osnovni zaznavalni element Coriolisovega merilnika masnega toka. Raziskovanje soodvisnosti
teko¢ine in trdnine v tem merilnem sklopu lahko ucinkovito izvedemo z ustreznim numeri¢nim
modeliranjem ter z na njem zasnovano racunalnisko simulacijo. Za analiziranje dinamike tekocCine je
bila uporabljena metoda kon¢nih volumnov, medtem ko je bila dinamika trdnine analizirana z metodo
kon¢nih elementov. Izvedene numeri¢ne raziskave so pokazale, da je mozno razmeroma hitro
konvergenco numeri¢nega odziva sklopljenega sistema doseéi ob posebnem rezimu apliciranja robnih
pogojev.

Abstract. A fluid-conveying measuring tube that is maintained vibrating at its first natural frequency
is a primary sensing element in a Coriolis flowmeter. Investigation of this coupled fluid-structure
interaction can be done efficiently by means of a corresponding numerical modelling and subsequent
computer simulation. For a solution of the fluid dynamics problem FVM is used, while the structural
dynamics problem is considered within the FEM framework. Performed numerical investigations have
proven that a rather fast convergence of the numerical response can be obtained under special
boundary conditions application regime.

1 Uvod

S prvo lastno frekvenco nihajoca vitka cev, skozi katero tece tekoCina, predstavlja osnovni
zaznavalni element Coriolisovega merilnika masnega toka (SI. 1). U¢inkovanje toka tekoCine
na ravno, obojestransko togo vpeto cev, povzroci antisimetri¢ni odklon od prve lastne oblike
nihanja cevi, ki je sicer vzdolzno simetricna. Na tem pojavu, ki je posledica uc¢inkovanja
Coriolisovih sil na cev, je zasnovan obravnavani merilnik. V fazi konstruiranja
obravnavanega merilnika je poznavanje dinamicnega obnaSanja sklopljenega sistema
tekoCine in trdnine zelo pomembno. Merilno obcutljivost merilnika glede na konstrukcijske
parametre lahko v razvojni fazi analiziramo na osnovi numeri¢nega modela fizikalnega
dogajanja in na njem zasnovani racunalniski simulaciji. Za zaupanja vredno racunalnisko

! Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojni§tvo, Laboratorij za numeri¢no modeliranje in simulacijo
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Slika 1: Prva lastna nihajna oblika merilne cevi

simulacijo mora numeri¢ni model izkazovati zadovoljivo fizikalno objektivnost. V ta namen
smo v zacetni fazi analiziranja Coriolisovega merilnika, pri katerem gre sicer za vsiljeno
nihanje merilne cevi, obravnavali prosto nihajo¢o merilno cev in tako analizirali fizikalno
objektivnost numeri¢nega modela ter na njem zasnovane ra¢unalniSke simulacije.

2 Matematié¢ni model

2.1 Dinamika tekocine

2.1.1  Vodilne enac¢be problema

Opazovano c¢asovno spremenljivo obmocje cevi, zapolnjeno s pretekajoco se tekocino,
ozna¢imo z Qg(f), ograjo le-tega pa z I'r(r). Tok tekoCine skozi cev obravnavamo kot
izotermni proces, pri Cemer je tekoCina obravnavana kot viskozna, nekoliko stisljiva
newtonska tekoCina. Porazdelitev toka tekocine v tri-razseznem prostoru (x€Cg) in njegovo
¢asovno spreminjanje (£>0) je dolo¢eno z zakonoma o ohranitvi mase in gibalne koli¢ine, ki
ju bomo v nadaljevanju zapisali v integralski obliki. Za teko¢ino gostote pr(x,?) in s hitrostjo
ve(x,f) v obmoCju Qp (xeQk), pri ¢emer je njeno gibanje omejeno z gibanjem teko¢ino
obdajajoce povrsine s hitrostjo vs(x,f) na ograji ['r (x€l'f), zapiSemo enacbi o ohranitve mase
in gibalne koli¢ine na slede¢i na¢in

0

EJFdeQ:[pF(vF—vs)-ndl":O , (1)
0
—J.vaFdQ+ijvF(vF—vs)-ndl“:J‘cF-ndF+J.deQ : ()
atQF e I'g Qp

Vektor f; (x,f) v gibalni enacbi (2) predstavlja volumsko porazdeljene sile delujoCe znotraj
obmocja Qr. Tenzor or(x,t) je rezultirajo¢i napetostni tenzor, ki predstavlja vsoto tenzorja
tekocinskih napetosti 61(x,¢) in Reynoldsovega napetostnega tenzorja Gy(x,?).

Tenzor tekocinskih napetosti o(x,) je definiran kot
Ty 2 .
cf:p(gradvF+(gradvF) )—gudlvvFI—pI , (3)

kjer je p tlak v teko€ini, I predstavlja enotski tenzor in je p dinami¢na viskoznost.
Reynoldsov napetostni tenzor oy(x,?), ki popisuje posledice turbulence tekocinskega toka, je
podan v skladu s privzetim k-& turbulentnim modelom z zapisom
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2 .
c, =1, (grad v +(grad vF)T)—g(ut divv, +p. I, 4)

v katerem je turbulentna viskoznost p, odvisna od turbulentne kineti¢ne energije k£ in
disipacije kineti¢ne energije .

2.1.2  Zacetni in robni pogoji

Predpostavimo, da sta tako obmocje Qg(f), kot njegova ograja ['r(f) poznana v vsakem
¢asovnem trenutku. Razvoj pripadajoCega hitrostnega in napetostnega polja, ki
karakterizirata tok tekocine v obravnavanem obmocju, dolo¢imo upostevajo¢ obmocni
enacbi (1-2), ter dane zacetne pogoje pri ¢asu =0 in predpisane robne pogoje pri ¢asu >0.
Ker je nas namen dolociti odziv tekocine na vibriranje cevi, upostevajo¢ predpisane vtocne
in iztocne pogoje tekocinskega toka, sta predpisani zacetno hitrostno polje ve(x,0) in zacetno
napetostno polje or(x,0) stacionarni polji, ki ustrezata polno razvitemu hitrostnemu profilu
toka teko¢ine skozi mirujoco cev.

Upostevajo¢ geometrijo Coriolisovega merilnika in fizikalno naravo robnih pogojev

(Sl. 2) lahko ograjo I'g(¢) razdelimo na tri dele: Iy, [ee(?) in Tigox. PripadajoCe robne
pogoje viskoznega toka teko¢ine lahko zapiSemo v sledeci obliki

vF(x,t):v;(x,t); v;(x,t):vF(x,O):v xel

vtok ? vtok

p(xat):p*(xat); p*(xat):p(xao):piztok’ xeriztok (5)
ve(x,1) :v;(x,t); v;(x,t) =vi(x,t), xel (¢) .

vtok Y N Q iztok
v yad X
Y N
I (ke e Lottt e Q F_ ................................. —
| vtok P merilna cev P iztok
1—‘(:ev (t) = 1—‘v o 1—‘rn(t) o 1—‘i
Slika 2: Opis problema
2.2 Dinamika trdnine

2.2.1 Vodilne enac¢be problema

Dinamicna analiza obravnavanega Coriolisovega merilnika je obsegala le merilno cev, ki je
obojestransko togo vpeta. Zaradi razmeroma tanke stene je cev obravnavana kot
deformabilna lupinska konstrukcija, ki obsega z ograjo I's(f) omejeno obmocje Qg(f). Tri-
razsezen (xe€)g) in Casovno odvisen (#>0) mehanski odziv je opredeljen z zakonom o
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ohranitvi gibalne koli¢ine, ki ga v nadaljevanju zapiSemo v integralski obliki. Pripadajoco
enacbo gibanja lahko izpeljemo s pomo¢jo Hamiltonovega variacijskega principa

)
[8(w,-w)de=0. (©6)
h
V enacbi (6) sta W, in W celotna potencialna in celotna kineticna energija obravnavane
gibajoce se cevi.

Potencialna energija W, predstavlja seStevek deformacijske energije kot posledice
deformiranja cevi ter obremenitvenega potenciala na cev delujocih zunanjih konservativnih
sil. Slednje so v obravnavanem primeru samo povrsSinsko porazdeljene sile ps(x.f), ki
delujejo na gibajoco se cev, upostevajo¢ polje pomikov us(x,t). Tako lahko zapiSemo celotno
potencialno energijo z izrazom
W, =4 [ o5 :6dQ— [ pg-ugdl . (7)

Qg Is
V zgornji enacbi je &g(x,f) deformacijski tenzor in os(x,f) napetostni tenzor v lupinski
konstrukciji.

Kineti¢no energijo W zapisemo na sledeci nacin

W, =4 [ py (g wg) 4O ®)
QS
pri Cemer je ps(x,f) gostota materiala, iz katerega je izdelana cev, in vs(x,f) hitrostno polje v
obmocju cevi.

2.2.2  Zacetni in robni pogoji

Predpostavimo, da so povrSinsko porazdeljene sile ps(x,f) ter predpisani pomiki ug(x,t) na
ograji ['s(f) opazovanega obmocja znani v vsakem ¢asovnem trenutku. Mehanski odziv
konstrukcije, pri Cemer je upoStevano tudi spreminjanje obmocja Qg(f), dolo¢imo
upostevajoC enacbe (6-8) ter pripadajoce zacetne pogoje pri ¢asu =0 in robne pogoje za vsak
casovni trenutek 7>0. Kinematiko gibanja konstrukcije pri ¢asu =0 definirata zaCetna hitrost
vs(x,0) in zacetni pospesek as(x,0). Zacetno mehansko stanje konstrukcije predpostavimo kot
breznapetostno in nedeformirano (os(x,0)= es(x,0)=0). UposStevajo¢ zunanje vplive na
konstrukcijo zapiSemo robne pogoje na sledec¢i nacin

u (e t)=ug(x,t), xel® (1); og(xt)n(xt)=pxt), xelT2 (). (9

cev cev

2.3 Sklopljeni tekocinsko-trdninski problem

V primeru obravnavanja gibanja Coriolisovega merilnika je potrebno obravnavati sklopljeni
tekoCinsko-trdninski problem, pri ¢emer dinamiko tekocine popisujejo enacbe (1-5),
dinamiko trdnine pa enacbe (6-9). Na delu ograje ['rs(?), kjer sta tekoCinsko obmocje Qp(?) in
trdninsko obmocje Qg(7) v kontaktu, ne upoStevamo robnih pogojev (5) in (9), temve¢ pogoje
konsistentnega prehoda, pri cemer le-ti po velikosti niso eksplicitno poznani. Ker mora biti
na kontaktnem delu ograje I'rs(f) zagotovljena napetostno-pomic¢na kompatibilnost med
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veli¢inami obeh obravnavanih problemov, kompatibilnostne pogoje izpolnjujemo implicitno
s predpisanimi kinemati¢nimi veli¢inami in kontaktnimi napetostmi. Ce z n(x,t) ozna¢imo
vektor normale na ograjo ['gs(?), potem lahko kompatibilnostne pogoje zapisemo v obliki

G (x,0).n(x,t)=0og(x,t).n(x,t) ; w.(x,t)=ug(x,t) , xel(¢) . (10)

3 Numeriéni model

Za aproksimativno numeri¢no reSevanje obravnavanega sklopljenega problema sta bila
uporabljena dva razlicna numeri¢na pristopa. Za reSevanje dinamike teko¢ine smo uporabili
komercialni ra¢unalniSki program Comet 2.1, ki je razvit na osnovi metode konénih
volumnov. Problem dinamike trdnin smo obravnavali v skladu z metodologijo kon¢nih
elementov in sicer s komercialnim ra¢unalniSskim programom Abaqus 6.3.

Numeri¢ni model toka tekocine skozi nihajoci Coriolisov merilnik obsega diskretizacijo
obmog¢ja tekoc¢ine s kon¢nimi volumni ter diskretizacijo obmocja merilne cevi z lupinskimi
kon¢nimi elementi (SI. 3). Diskretizacija obeh obmocij je izvedena tako, da vozlis¢a
volumskih elementov in lupinskih kon¢nih elementov v kontaktnem obmocju sovpadajo. Ob
tem sledi mreza volumskih elementov v vsakem ¢asovnem koraku merilnega dela cevi, tako
da se njena topologija ne menja.

_ D/40
@)

N

i
1 1 1
_-._QFE._mreiaK\/_.._._.._.._.._.._.._.._.._._Q.._\.\_._._._
S====5 : )
reza KE

m
vtok - 30D merilna cev - 20D P iztok - 20D

A
A
A
A
A
A

Slika 3: Numeri¢ni model

4 Strategija numeri¢nega reSevanja sklopljenega problema

Upostevajo¢ razdelitev obmocja obravnavanega sklopljenega problema na dve med seboj
soodvisni obmo¢;ji poteka numeri¢no reSevanje iterativno, pri ¢emer upoStevamo interakcijo
tekocine in trdnine.

Klasi¢no iteracijsko reSevanje obravnavanega primera razmeroma pocasi konvergira k
ponavljajo¢i se obliki nihanja merilne cevi. HitrejSo konvergenco reSitve smo dosegli s
posebnim rezimom apliciranja robnih pogojev v zaCetni fazi preracuna. Tako smo delez
obremenitve tekocine na merilno cev regulirali z obremenitvenim faktorjem o (SL. 5).

Naso proceduro numeri¢nega reSevanja lahko razdelimo na naslednjih pet korakov, ki se
izvajajo v posameznem casovnem koraku:
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Izra¢un mehanskih veli¢in trdninskega sistema upostevajo¢ obremenitev tekoc¢ine na
trdnino.

Prenos mehanskih kinemati¢nih veli¢in, vezanih na kontaktno povrsino merilne cevi
s tekoc¢ino, v izra¢un dinamike tekocine:

U, =U NV, =vg, xel g

Izracun dinamike tekoCine ter novega tenzorja tekoCinskih napetosti or. Primerjava
izraCunanih tekoc¢inskih napetosti z v predhodni iteraciji izraCunanimi vrednostmi:

ot () - o (t,)

Ce je norma razlike manj$a od predpisane tolerance €, potem pojdi na 5), v
nasprotnem primeru pojdi na 4).

>8p

Izracunani tenzor tekoCinskih napetosti o v kontaktnem obmocju tekoCine in
trdnine prevedemo v obremenitev merilne cevi:

og-n=0y-n, xel,
nato se vrnemo na 1).

Aproksimacija tenzorja tekoCinskih napetosti za naslednji ¢asovni korak og(#,+;) na
osnovi predhodno izracunanih vrednosti:

o (1) = f(0:(1,,),0:(,,),0:(1,))

ter dolo¢itev ra¢unskega deleza

oy =oc.a(n) .
Le-tega nato prevedemo v obremenitev merilne cevi Gs.

! o)
IlO Ill 1‘12 ;Il
Stevilo ¢asovnih korakov [-]
Slika 4: Procedura numeri¢nega reSevanja Slika 5: Obremenitveni faktor ou(n)

5 Analiza rezultatov simulacije odziva merilne cevi

Da bi dolo¢ili zacetne pogoje sklopljene analize prosto nihajo¢ega Coriolisovega merilnika,
je bila najprej izvedena analiza toka tekocCine skozi mirujo¢o merilno cev. Rezultati le-te so
bili hitrostno polje tekocine in tekoc€inske napetosti, prav tako pa tudi polno razvit hitrostni
profil tekoc¢ine na vstopu v cev. V simulaciji obravnavana viskozna tekocina je $ibko stisljiva
(pr=998.3 kg/m’ in u=1.002Pa s), s povpretno osno hitrostjo toka teko¢ine 5m/s. Obmogje
tekocine je diskretizirano z 96480 volumskimi elementi.
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Stevilo ¢asovnih korakov [-]

Slika 6: Vpliv treh razli¢nih rezimov apliciranja obremenitve
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Zunanji premer krozne cevi je D=20mm in debelina stene cevi 6=D/40. Dolzina merilnega
dela cevi je L=20D (Sl. 3). Za cev smo predpostavili, da je narejena iz titana, katerega
gostota je 4510kg/m’, elastiéni modul 102700MPa in Poissonov koli¢nik 0.34. Cev je
diskretizirana z 3200 lupinskimi $tirivozlisénimi kon¢nimi elementi. Merilni del cevi je bil
vzbujen v nihanje s predpisanim zacetnim hitrostnim poljem, ki je ustrezalo prvi lastni
nihajni obliki merilne cevi s sledecimi zacetnimi vrednostmi kinemati¢nih velic¢in

u(x,0=0, v(x,0=4A(x) o, , a(x,0=0, xeQ . (10)

Pri tem je bil vektor amplitud A(x) izracunan posebej v skladu s prvo lastno nihajno obliko
merilne cevi. Skalarna konstanta , je bila izbrana tako, da je bil maksimalni odmik cevi od
zacetnega ravnega poloZzaja, uposStevajo¢ vpliv tekoCine na merilno cev, okoli D/10.

V vseh simulacijah sklopljenega problema, ki so bile izvedene pri razli¢nih rezimih
apliciranja obremenitve tekocine na cev, je bila posamezna nihajna perioda merilne cevi
razdeljena na 140 enakih ¢asovnih korakov. V numeri¢nem izra¢unu dinamike trdnine je bila
uporabljena Newmarkova formula za integracijo pomikov in hitrosti. Parameter numeri¢nega
dusenja v tej formuli smo privzeli enak -0.333 ter tako umetno zadusili visoko frekvecno
nihanje cevi v zacetnih ¢asovnih korakih simulacije.

Analizirani so bili vplivi treh razli¢nih rezimov apliciranja obremenitve na konvergenco
resitve, pri cemer smo zasledovali razliko v velikosti odziva na dveh simetri¢no postavljenih
merilnih mestih na cevi (SI. 6). Spreminjanje obremenitvenega faktorja o (Sl. 5) je bilo
predpisano v skladu s sledeco izbiro: n=0, n,=1 (rezim $t. 1), n;=20, n,=21 (rezim §t. 2),
n;=20, n,=45 (rezim $t. 3). Iz diagramov na sliki 6 lahko razberemo, da prvi rezim, pri
katerem obremenitev teko¢ine upostvamo v celoti ze od samega zacetka, povzroci obcutno
motnjo, ki se izniha Sele po dvajsetih nihajnih periodah. Bistveno hitrejSo konvergenco
izkazuje rezim Stevilka dve, kjer smo konvergencno reSitev dobili Ze po sedmih nihajnih
periodah. Slabost drugega rezima je bilo razmeroma veliko Stevilo iteracij znotraj casovnega
koraka (povprecno devet). ZmanjSanje Stevila potrebnih iteracij v posameznem casovnem
koraku smo dosegli z aproksimacijo tenzorja tekocCinskih napetosti v danem casovnem
koraku na osnovi v predhodnih treh ¢asovnih korakih izracunanih vrednosti. Vpliv vpeljane
aproksimacije se je pokazal Sele po prvih dveh nihajnih periodah, ko se je povprecno Stevilo
iteracij na Casovni korak zmanjSalo na okoli tri.

Kot najbolj ustrezen se je izkazal tretji rezim obremenjevanja, pri katerem je delez
obremenitve tekocine na cev od dvajsetega casovnega koraka naprej postopoma narascal v
dinamicni analizi merilne cevi, upoStevana pa je bila tudi aproksimacija tenzorja tekocinskih
napetosti. Konvergencno reSitev smo tako dobili v Sestih nihajnih periodah, povpre¢no
Stevilo iteracij pa je bilo nekoliko ve¢ kot dve na ¢asovni korak.
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Prenos vibracij preko ukrivljene jeklene vrvi z ugtevanjem
strukturnega disenja

M. Otrin 1 in M. Bolte zar?

Vibration transmission through curved steel cable with
structural damping model

Povzetek. Prispevek obravnav&tudijo prenosa vibracij preko tanke ukrivijene jeklene vrvi v pros-
toru. Jeklena vrv v osni smeri ni prednapeta. Fizikalni model jeklene vrvi je osnovan na Euler-
Bernoullijevem modelu upogiba nosilca, z &evanjem geometrijske linearnosti. Disipacija en-
ergije je predpostavljena v obliki strukturnegadduja preko frekvaino odvisnega kompleksnega
modula elastinosti. Vnos energije v sistem je v fizikalnem modelu desepreko kinemathega
pomika na robu jeklene vrvi, pri meritvah pa z elektrodinémitn stresalnikom. Faktor izgub je
identificiran iz meritev prenosnosti, prikazanih v Nyquistovem diagramu. Fré&keendvisnost
dinamnega modula elagiosti pa je izrAunana s postopkom optimizacije iztaanih vrednosti
lastnih frekvenc. Numetho re&Sevanje prenosa vibracij je zasnovano na metodékibnelementov,
dobljeni rezultati pa so verificirani z meritvami.

Abstract. In this paper the results of the vibration transmission through the steel curved thin cable
are presented. The mathematical model is based on the Euler-Bernoulli theory for geometrically
linear bending of beams and the finite element is used. The energy dissipation is introduced in
the form of structural damping with the use of complex moduli of elasticity. The excitation of the
cable is implemented through electrodynamic shaker which generates the kinematic movement of
the support. The identification of the loss factor is based on the measurement of the transmissibility,
presented in the Nyquist plot. Frequency dependence of the complex moduli of elasticity is identified
with the resonant technique with the use of optimization process.

1 Uvod

Jeklena vrv je strukturni element, ki se zaradi dobre osne togosti uporablja predvsem v grad-
benBtvu in transportnih napravah. V literaturi je zaslediti obravnavo dinamike jeklene vrvi
predvsem na osnovi modela strune oziroma nosilca z osno obremenitvijgaj@bjekleno

vrv avtorji obravnavajo v primerih, kjer je osna obremenitev napram upogibni previzujo

! Univerza v Ljubljani, Fakulteta za stroftvo, ASkefeva 6, 1000 Ljubljana; miha.otrin@fs.uni-lj.si
2 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za stroptvo, ASkegeva 6, 1000 Ljubljana; miha.boltezar@fs.uni-lj.si
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V naSem primeru je obravnava prenosa vibracij preko jeklene vrvi zanimiva takrat, ko je osno
razbremenjena ter poljubno ukrivljena v prostoru. Ko&tak se uporablja v sistemu pigtega
mehanizma in predstavlja enega od bistvéieglementov pri napovedi in kontroli prenosa vi-
bracij preko pretinega mehanizma.

Pri formulaciji matematinega modela smo izhajali iz spoznanj, pridobljenih pri predhodnih
analizah [1] in sicer{i) Euler-Bernoullijev model upogibnega nosilca je primeren za napoved
lastnih frekvenc ravne jeklene vrvii) disipacija energije, v obliki proporcionalnega viskoznega
modela (Rayleighjev model), ni primern@ji) obravnava jeklene vrvi na nivoju posameznih,
vijatno ovitih zick jeklene vrvi v n&em primeru ni potrebnd;v) pri doloCitvi vztrajnostnega
momenta prereza je potrebno &pevati kot vij&nice o, saj znkuje vrednost vztrajnostnega
momenta za faktotin(«).

2 Matematitna formulacija

Matematéni model je zasnovan na oshovi Euler-Bernoullijevega modela upogibnega nosilca,
pri Cemer je upsétevana geometrijska linearnost. $ak predpostavka izhaja predvsem iz na-
rave obravnavanega problema, saj so amplitude pomikgroti celotni dokini jeklene vrvil
znatno mar§e X < 0.01 x [. V modelu smo disipacijo energije predpostavili v obliki struk-
turnega d8enja. Slednje ponazarja disipacijo energije v materialu in ne, kot npr. viskozno
duSenije, disipacijo kot posledico zunanjih vplivov, ponazorjenih z viskozsdldu Boltzmann

[2] je v letu 1876 prvi podal vzrok disipacije v materialu in sicer v §plem kot posledico za-
kasnitve deformacije za sil@é¢ vzbujamo s sijo

Strukturno d8enje lahko implementiram@e up&tevamo viskoelasine lastnosti materiala,

kar pa lahko doseemo z uvedbo frekvémo odvisnega kompleksnega modula eamisti
E(w) = Eyg(w) +iE(w), kjer je E4 dinamiéni modul elastinosti in E; modul izgub. Z uvedbo
faktorja izgubn = % se enaba preoblikuje v bolj poznano oblikB(w) = E4(w)(1 + in).
Kompleksni modul elasthosti poseduje torej tako informacijo o materialni togosti kot o disi-
paciji energije v materialu.

Za enodimenzionalni Euler-Bernoullijev nosilec konstantnega prereza lahikerapispléno
gibalno enabo v obliki

0? O*u(x,t) ou(z,t) O?u(x,t)
97 oz T TP o

kjer je E(w) modul elastnosti, I vztrajnostni moment prereza,faktor viskoznega dienja,

p gostota materialad plosCina prereza in(x,t) pomik na mestuc pri casut. Enaba (1)

v splasnem obravnava dva modela disipacije energije. V prvem primeru, ko#e0 in je
E(w) € R, obravnavamo model viskoznegasgmja, medtem ko v primera = 0 in £ =
E(w) e € obravnavamo model strukturnegasemja, ki je torite tokratnega prispevka. Prenos
vibracij smo ré&evali numeiino, pricemer smo masno in togostno matriko gibalnetbea(1)
dolccCili z metodo kortnih elementov. Pomembna predpostavka pri formulaciji gibalnililena
je nepovezanost med posameznimi osmi koordinatnega sistgparabljen koGni element
ima dve vozICi s skupno dvanajstimi prostostnimi stopnjami. Element je prikazan na sliki 1,
updstevane prostostne stopnje pa so zapisane z vektegjem

= F(x,t), Q)

g={u1 v1 w1 N G & ux v2 w2 Y2 ( 52}T‘ )
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Slika 1 : Uporabljeni kogni element.

Togostno in masno matriko kdnega elementa zag@mo kot

k= / B"DBdv, (3
Vv

m = / pNTNdv, (4)
14

pri Cemer jeD matrika materialnih lastnosfB napetostno deformacijska matrikalfhmatrika
interpolacijskih funkcij. V primeru upogibnih nihanj smo uporabili interpolacijske polinome
tretje stopnje, v primeru torzijskih in osnih nihanj pa interpolacijske polinome prve stopnje.
Gibalna enéba tako dobi obliko

mq + kq + ihq = fe™?, (5)

kier jem € R™*™ masna matrikak € R"*" togostna matrikah € R™*" strukturna dgilna
matrika,f € R" vektor vzbujevalnih sil ig € R™ vektor generaliziranih koordinat. Indeks
n predstavljaStevilo neznanih spremenljivk v vo#liih konthega elementa V primeru pred-
postavke homogenega materiala vzdeklene vrvi lahko matrikdh nadomestimo zk, kjern
predstavljaze omenjeni faktor izgub. Eiba (5) se tako preoblikuje v obliko

md + (1 + in)kq = fe™". (6)

V primeru obravnave ukrivljene jeklene vrvi, diskretizirane s &ami elementi, je potrebno
lokalno togostno in masno matriko transformirati iz lokalnega v globalni koordinatni sistem,
slika 2(A). Transformacijsko matrik@' lahko dol@&imo s pom@jo matrike smernih kosinusov
preko t.i. dvojne transformacije, sliki 2(A) in 2(B). Transformacijsko matriko in globalno to-
gostno ter masno matriko lahko zagmo kot

A000O0

T = 0A00 in nadalje K = T'KT, ()
00 AXDO M = T mT
000X - ’

pri Cemer je matrika smernih kosinusavdefinirana kot

—sin(y) cos(7y) 0 . (8
— cos(y) sin(B) —sin(y)sin(8) cos(5)

cos(u,X) cos(v,X) cos(w,X)
A= cos(u,Y) cos(V,Y) cos(w,Y
cos(U,Z) cos(v,Z) cos(w,Z ]

— —

[ cos(f) cos(y)  cos(B)sin(y) cos(B)
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Y Globami KS(xy,2)
Lokalni KS(u,v,w)

Slika 2 : Dvojna transformacija kdinega elementa.

2.1 Dolctitev prenosnosti

Pri analizi lastnega nihanja lahko izpostavimo izraz zat@namodalne frekvence, ki je za razliko od
modalne frekvence pri viskoznem$knju nekoliko drugana. Zapsemo lahko izraz

AP = wi (1 +im), 9)

kjer je \; i-ta modalna frekvencay; i-ta lastna frekvenca in; i-ti faktor izgub. Potrebno je poudariti,

da v primeru strukturnega 8anja lastna frekvenca; ni (nujno) enaka lastni frekvenci negkenega
nihanja, kot je bilo to v primeru proporcionalnega viskoznegsedin, a vendar sta v praksi vrednosti
teh frekvenc zelo blizu [3]. Pri analizi vzbujanega nihanja, kjer vzbujevalni pomik na robu jeklene vrvi
ponazarja vnos energije v sistem, lahko za gibaln@leo#6) zapsemo odziv

x = Xelwite) (20)

kjer je X amplituda pomika v ustaljenem stanjupredstavlja kréno vzbujevalno frekvenco ip fazni
zamik med pomiki posameznih vadii Gibalna enéba se tako preoblikuje v obliko

2| Mnn Mnp , Knn Khnp Xh Fy
- 1 : = 11
( . I: MPh MPP * ( * W]) KPh KPP XP FP ’ ( )
kjer sta togostna in masna matrika zapisani s pgmimCevanja primarnih in sekundarnih spremenljivk
(indeksh se navezuje na heznane spremenljivke v&@halip pa na znane spremenljivke v podpoya®b
poznani kinematikX, in Fy, = 0 lahko iz sistema er@d (11) dol@imo amplitude pomikov v voAtih

kot
Xp = (14 in)Knh —0*Mpn) "+ (@*MupXp — (14 in)KnpXp) - (12)

Ob poznanem vektorjiX, lahko amplitudo sile v podpori zagemo kot

Fp = —w2 (MphXh + MPPXP) + (1 + i77) (KPhXh + Kprp) (13)

oziroma prenosnost ptae sile preko jeklene vrii'(w;) v obliki

Fy
T(w;) = XP((?). (14)
p(2

2.2 ldentifikacija parametrov

Za korektno in uspgEno napoved ter kontrolo prenosa vibracij na osnovi nuinega modela se izka,
da je potrebno parametra, kot sta faktor izgub in dirgarimnodul elastinosti, identificirati iz opravljenih
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meritev. Popis disipacije energije v spltemsSe vedno predstavlja eno glavnih ovir in izzivov, saj se v
nemalo primerih izkze, da disipacija ni le funkcija materiala tendvieidi oblike strukture. To dodatno
nakazuje, da eksperimentalni pristop ni l€elen, temvé nujen pristop k celoviti obravnavi strukturne
dinamike. V n&em primeru se kot neznanka pojavi tudi dinémiimodul elastinosti, saj je material
jeklene vrvi nepoznan.

Faktor izgub smo identificirali s pond@ meritve prenosnosti, prikazane v Nyquistovem diagramu.
Izkaze se [3], da vrh teoréto izra&unane prenosnosti v Nyquistovem diagramu izkazujeiom,
medtem ko se eksperimentalno dobljen vrh prenosnostnkeopribliza, slika 3. Po metodi najmagilp
kvadratEnih odstopanj pa smo nadalje izmerjenim vrednostim prilagajali funkcijbrice. V Nyquis-

Izbrano obmocje izrisa N\
0

-30 T T T T T ,:
-0.005 |7
-35 ¢ jEa}
o — /w V2
o = d
B 40T £ \
o = y
c
c 45 =
5 »
o
I o
55 i . i ; ; g
70 80 90 100 110 120 130 140 150 0.01
Frekvenca [Hz] Re [T]

Slika 3 : Prikaz prenosne funkcije v Nyquistovem diagramu.

tovem diagramu so pomembne trék@ in sicer so ozri@ne zvg, ki predstavlja lastno kino frekvenco
ter wy in wy ki predstavljata mejni krni frekvenci. Ob poznavanju omenjenih frekvenc lahko faktor
izgubn obravnavanega vrha ddiono po enébi

2 2
Wy — Wi

2w3
Pri identifikaciji dinaménega modula smo uporabili t.i. resofan metodo. Avtor Wei [4] navaja

moznost identifikacije dinanthega modula elagtiosti £; iz poznane izmerjene lastne frekvence in
geometrijskih lastnosti strukture.

n= (15)

10

V nasem primeru je tadna metoda neu- ,x10
porabna, saj obravnavamo ukrivijeno jeklena, .|
vrv. Predhodna analiza modula elé&sbsti
ravne jeklene vrvi nam je shila zgolj
kot z&etni priblzek.  Frekveno odvis-
nost dinamtnega modula ukrivljene jeklene
vrvi smo nadalje doléili s postopkom opti-
mizacije, pricemer smo z optimiranjem mod-
ula elasttnosti prilagajali izraunane vrednosti ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
lastnih frekvenc izmerjenim vrednostim. Iden- 0 100 200 300 400 500 600 700 800
tificirana frekvergna odvisnost dinarbhega Frekvenca [Hz]

modula elastinosti za vse kasneje prikazane
primere je prikazana na sliki 4.

Dinamicni modul elasticnos

Slika 4: Frekvertna odvisnost dinardhega
modula elastinosti.

3 Verifikacija modela

Numeritni model smo verificirali s pomio meritev prenosnosti za dva primera ukrivljenosti vrvi in
sicer za primer ukrivljenosti in kinem&tiega vzbujanja v eni ravnini (POZ 1), ter na poljubno ukrivljeni
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jekleni vrvi (POZ 2). Problem pri postavitvi eksperimenta predstavlja predvsem ustrezna eksperimen-
talna aproksimacija numeénih robnih pogojev ter popis geometrije jeklene vrvi. Slednjo smodiok
poma:jo merilne roke, préemer smo téke pozicije zajemali na vsakitd mm dokine. Tako aproksimi-

rana krivulja je predstavljala osnovno geometrijo zveznega maténegid modela. Prikaz pozicij anal-
iziranih jeklenih vrvi je prikazan na slikah 5(A) in 5(B).

(A) (B)
Slika 5: Prikaz ukrivljenosti jeklene vrvi.

------ Teoreticno
Eksperimentalno | -

Vzbujanje: smer Z
Odziv: smer X

Prenosnost [dB]

<
N
<
[+
200 ; ; ; h ;
100 200 300 400 500 600 700
Frekvenca [Hz]
-20 ‘ :
E | ------ Teoreticno
Eksperimentalno
=, -30 F .
< q
) ..
S Vzbujanje: smer Z
8 Odziv: smer Z
)
=
=B
-70 ‘
100 200 300 400 500 600 700
< 200 , . . :
S ol Lo N oo SNSS—— T i
= : H H
200 ; ; ; ;
100 200 300 400 500 600 700

Frekvenca [Hz]
Slika 6 : Verifikacija modela za primer prve postavitve jeklene vrvi.
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Na prikazanih diagramih, sliki 6 in 7, je podana meritev cenilke prenoshHgstaj je le-ta pri nakljanem
vzbujanju primernéja od cenilked;. Razlog je v neokutljivosti cenilke H, na prisotnoséuma v vhod-
nem signalu. Frekvéma Ic&ljivost na diagramih prenosnosti(es Hz.

S stal&ta ponovljivosti in korektnosti rezultatov je bila opravljena analiza merilne negotovosiemper

smo upGtevali tako sistematni kot nakljwtni pogréek. Izkazalo se je, da nagjedelez k merilni ne-

gotovosti prispeva aproksimacija konzolnih robnih pogojev pri eksperimentu v ntmaerimodelu ter
popis geometrije jeklene vrvi.

-10 T T T T T T
| meee——— Teoreticno
% -20 - Eksperimentalno| |
L
~
4 . .
= Vzbujanje: smer Z
g Odziv: smer X
=)
)
—
=9
cs L . L .
§ O R oL B : Lo : .
= i i ! S |} ;
200 ; ; | ; i ;
100 200 300 400 500 600 700
Frekvenca [Hz]
-20 T T T T : -
E S Teoreticno
o -30 ¥ Eksperimentalno| |
-
@ . .
= Vzbujanje: smer Z
2 Odziv: smer Y
=]
5]
o .
~ : : - pN=r DN s -~
-70 ; ; ; ; P Smmmmt” -
200 100 200 300 400 500 600 700
< T T T T T
N . . . . .
m 0 A - T . N -
& !L'\ Kze i
-200 : : : :
100 200 300 400 500 600 700
Frekvenca [Hz]
— -20 , " " T
m e Teoreticno
=, -30 ;l Eksperimentalno |- [
-
& -40 ] .
£ Vzbujanje: smer Z
2 -50 1 Odziv: smer Z
L 60 N~ P
£ - -
-70 ‘ : : ‘ ‘ :
100 200 300 400 500 600 700
200 . . . . , ,
I |
S Ofha 1
~ : : ‘ : . :
200 100 200 300 400 500 600 700
Frekvenca [Hz]
Slika 7 : Verifikacija modela za primer druge postavitve jeklene vrvi.
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Diagram merilne negotovosti za analiziranih dvajset meritev prenosnosti je prikazan na sliki 8. Pri

analizi naklji€nega pogréka smo upstevali Studentovo porazdelitev verjetnosti s stopnjo zaupanja 95
odstotkov.

10°

Merilna negotovost [%]

0 200 400 600 800 1000
Frekvenca [Hz]

Slika 8 : Merilna negotovost za drugo postavitev jeklene vrvi.

4 Zaklju Cki

V prispevku predstavijamo pristop k modeliranju prenosnosti vibracij preko poljubno prostorsko ukrivl-
jene jeklene vrvi. Posebnost pri tovrstni obravnavi jeklene vrvi je, da je v osni smeri neobremen-
jena. Matematini model je zasnovan na teoriji Euler-Bernoullijevega upogiba nosilca, gteyemjem
geometrijske linearnosti. V modelu je disipacija energije predpostavljena v obliki strukturnggajalu

in sicer preko vpeljanega kompleksnega modula éastti.

Identifikacija faktorja izgub na osnovi Nyquistovega diagrama je primernazézga se, da je faktor
izgub odvisen tako od materiala jeklene vrvi kakor tudi od ukrivljenosti. Pri identifikaciji ditiaega
modula elastinosti je razvidna frekvema odvisnost, ki se na&g)0 Hz ustali pri vrednosti okol.1

GPa. Pri verifikaciji numetinega modela z meritvami prenosnosti je razvidno, da model dobro napove
resonaiina stanja jeklene vrvi, amplituda prenosnosti pa je zadovoljivo popisana. Analiza ocene merilne
negotovosti nakazuje, da je le-ta pfamna pri njih frekvencah ter v obmiju lastnih frekvenc jeklene

vrvi. Slednje povanje je pitakovano, saj je sistem v obiEja lastnih frekvenc otutljiv na majhne
variacije pogojev eksperimenta.
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Vpliv zacetnih geometrijskih nepopolnosti na strizno nosilnost
vzdolZno ojacanih panelov

L. Paviovéi&' in D. Begl

Influence of Initial Geometric Imperfections on Shear
Resistance of Longitudinally Stiffened Panels

Povzetek. Pri nelinearnem izraunu realnih konstrukcijskih elementov je pomembno upostevati
njihove zaCetne nepopolnosti. V primeru vzdolzno ojacanih panelov je najbolj neugodna oblika
geometrijskih nepopolnosti tezko predvidljiva, zato jo je potrebno poiskati s predhodno analizo.
Prispevek obravnava Studijo razli¢nih oblik in velikosti zacetnih geometrijskih nepopolnosti in
njihov vpliv na strizno nosilnost ojacanih panelov. Pri razli¢nih tipih ojacevanja se je po MKE
analizirala najbolj neugodna kombinacija nepopolnosti z velikostjo v okviru izdelovalnih toleranc.
Numeri¢ni modeli so bili predhodno verificirani z rezultati stirih testov na ojacanih nosilcih realne
geometrije.

Abstract. In non-linear analysis of real structural elements the consideration of initial geometric
imperfections is very important. In the case of longitudinally stiffened panels the most influential
shape of geometric imperfections is hard to foresee, therefore a preliminary imperfection analysis
should be carried out. The paper presents the study of different shapes and amplitudes of initial
geometric imperfections and their influence on shear resistance of stiffened panels. For different
stiffening cases the most unfavourable combination of imperfections with amplitudes within
allowable fabrication tolerances was analyzed with the use of FEM. Prior to this study the
numerical models were verified with the results of four full-scale tests on stiffened girders.

1 Uvod

Vzdolzne ojacitve so v vitke stojine tankostenskih nosilcev namesScene primarno zaradi
omejitve izbocenja stojine pod vplivom normalnih napetosti in s tem povecanja odpornosti
nosilca na upogib. Izkaze se, da se pri tem poveca tudi strizna odpornost nosilca, oziroma
panelov stojine, ki so doloceni z razporedom precnih ojacitev. Pri tem igra veliko vlogo
upogibna togost ojacitve, ki neposredno vpliva na nacin izbocenja stojine.

V Sestdesetih letih prejSnega stoletja se je veliko raziskav posvecalo strizni nosilnosti
neojacanih panelov. Mnogi raziskovalci (npr. [1], [3], [6]) so predlagali svoj mehanski
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model dolocitve postkriticne strizne nosilnosti s formulacijo ustreznega diagonalnega
nateznega pasu in dodatnega prispevka plasticnega mehanizma v okvirju panela (sodelovanje
pasnic in pre¢nih ojacitev). V naslednjih dveh desetletjih so strizne teste izvedli tudi na
vzdolzno ojacanih panelih (npr. [4], [5], [11]), pri C¢emer so mehanske modele razsirili v
dveh smereh: predpostavili so bodisi enojni natezni pas preko celotnega ojatanega panecla,
pri ¢emer se ojacitve upostevajo le pri dolocitvi kriti¢ne sile izbocenja, bodisi ve¢ nateznih
pasov, vsak preko enega podpanela, pri ¢emer se predpostavlja zadostna togost ojacitev.
Dejansko je tip izbocenja odvisen od upogibne togosti vzdolzne ojacitve: pretezno globalno
izbocenje v primeru Sibkih ojacitev in lokalno izbocenje v podpanelih v primeru mocnih.
Vpliv togosti ojacitev je v svoji metodi rotirajocega napetostnega polja zajel Hoglund [8].

Po drugi strani nam razvoj orodja za izratun po metodi konénih elementov omogoca
natan¢nejSo doloCitev strizne nosilnosti in dejanskega obnaSanja panelov, s ¢imer lahko
izvedemo vecje Stevilo virtualnih testov. Zaradi izrazite postkriticne nosilnosti lahko
problem reSimo le po nelinearni teoriji, pri Cemer igrajo pomembno vlogo zacetne
nepopolnosti modela. Ker na splo$no dejanskih nepopolnosti v obliki nepravilne zacetne
geometrije ter vpliva zaostalih napetosti zaradi varjenja nosilcev ne poznamo, je potrebno te
nepopolnosti modelirati kot najbolj neugodne v okviru izdelovalnih toleranc. V primeru
neojacanih plocevin pod vplivom normalnih napetosti je mogoce relevantno obliko
geometrijskih nepopolnosti predvideti, v primeru ojacanih panelov v strigu pa je najbolj
neugodno kombinacijo nepopolnosti tezko napovedati, zate jo je potrebno s predhodno
Studijo poiskati.

Pri¢ujoci prispevek predstavlja studijo razli¢nih oblik in velikosti geometrijskih nepopolnosti
ter njihov vpliv na strizno nosilnost vzdolzno oja¢anih panelov. Obravnavani bodo razli¢ni
primeri razporeditve in oblike vzdolznih ojacitev, pri Cemer nas zanima najbolj neugodna
oblika nepopolnosti. Predhodno bodo na kratko predstavljeni Stirje testi na ojacanih nosilcih
z realno geometrijo, ki sluzijo za verifikacijo numeri¢nih modelov.

2 Verifikacija numeri¢nih modelov

2.1 Testni nosilci in izvedba testov

Vsi Stirje testni nosilci imajo enako geometrijo realnih dimenzij — slika 1. Razlikujejo se v
poziciji (h; / h,) in upogibni togosti (») vzdolzne ojacitve trapezne oblike, pri ¢emer z y*
oznacimo teoreticno minimalno togost ekvivalentne ravne ojacitve, ki pri kriticni strizni sili
omeji deformiranje panela v lokalno izbocitveno obliko:

e Nosilec 1 (G1): hy/ h, = 1/2, sibkejsa ojacitev y= 0.5-p*

e Nosilec 2 (G2): h,/ hy, = 1/2, mo¢nejsa ojacitev y= 1-p*

e Nosilec 3 (G3): hy/ hy, = 1/3, Sibkejsa ojalitev y = 1-p*

e Nosilec 4 (G4): hy/ h,, = 1/3, mo¢nejsa ojalitev y = 3-p*
Nosilci so bili podprti kot prostolezedi, z bo¢nim podpiranjem zgornje pasnice na mestu
krizcev na sliki 1. Pomike smo merili tako v vertikalni kot tudi v prec¢ni smeri s posebej

zasnovano “merilno vilico”, pomi¢no v vseh treh smereh. Postopek merjenja pomikov in
deformacij z merilnimi listi¢i je predstavljen v laboratorijskem poro¢ilu [10]. Pred vsakim
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testom smo izmerili zaCetno geometrijo celotne stojine. Dodatno smo izvedli natezne
preizkuse za vse v nosilce vgrajene plocevine.

Jeklo: S 235

obravnavani strizni panel

hidraviiéni bat a=alhy=125 AA
] A< v )
. ~ - —
. — bext;=270x25 pre¢na ojaditev =5 130x25
2 C130x 25 /
n
<|
=1 vzdolzna ojacitev
3
T g
E a 3 130x25
E - stojinah,, x t, =1500x6 :'130><25\
e byxt=210x25 (hw/tw=250) YX 2| 1Y
g AN IYE A< i wu wr i A
200 _ _ _ 200 | |s |
40 ||[150]| a=1875 || 25 a=1875 25 || a=1875 [[15d]| 40 130] [6 |130
\25\25 L=6155 25/ 25] | 270

Slika 1: Geometrija testnega noslica 1

2.2 Numeri¢na simulacija

Simulacijo testov smo izvedli z nelinearno analizo po metodi kon¢nih elementov s
programskim orodjem ABAQUS [7]. Upostevana je bila teorija velikih pomikov. Nosilce
smo modelirali s S§tirivozlis¢nimi lupinastimi element z reducirano integracijo — S4R.
Povprecna dolzina stranice koncnih elementov je bila 25 mm, kar se je v predhodni $tudiji
izkazalo za dovolj natan¢no [9]. Robni pogoji so bili dolo¢eni z ustreznim podpiranjem
modelov na mestu in v smeri dejanskih podpor — slika 1. S posebnim postopkom
transformacije podatkov smo v model vnesli izmerjene zacetne nepopolnosti stojine. Elasto-
plasti¢ni materialni model smo doloCili s ¢im natan¢nejSo aproksimacijo izmerjenih o-¢
krivulj, dobljenih iz nateznih preizkusov.

2.3 Primerjava rezultatov

Tabela 1 prikazuje primerjavo rezultatov nosilnosti vseh Stirih nosilcev. Razlike med
izmerjenimi in izraGunanimi nosilnostmi so v okviru 1 %, razen v primeru nosilca G4 je
razlika nekoliko vecja — 5.7 %. Presenetljivi so pravzaprav rezultati testov, saj nosilec G4,
kljub ve¢jemu podpanelu dosega visjo nosilnost od nosilca G2, kar kaze na tezko razlozljivo
rezervo dejanske nosilnosti G4.

Tabela 1: Primerjava nosilnosti med rezltati testov in numeri¢ne simulacije

Nosilci Gl G2 G3 G4

Testi: mejna nosilnost [kN] 1453 1569 1412 1591
MKE - mejna nosilnost [KN] 1466 1552 1412 1500
Razlika v [%] +0.9 % -1.1% 0% S5.7%

Slika 2 prikazuje izmerjeno in izratunano deformirano obliko panela nosilcev G3 in G4 v
mejnem stanju, ostale primerjave so prikazane v [9] in [10]. Rezultati se lepo ujemajo, pri
¢emer se v obeh primerih panel s Sibkejso ojacitvijo (G3) deformira pretezno globalno, panel

- 209 -



Kuhljevi dnevi 2005

z moc¢nejSo ojacitvijo (G4) pa lokalno v spodnjem podpanelu. Podobno ujemanje rezultatov
izbocenja je dosezeno tudi pri nosilcih G1 in G2 [9]. V omenjenem delu je tudi prikazana
uspes$nost poenostavitve numeri¢nih modelov na modele z enim panelom, pri ¢emer se
ustrezno modelira robne pogoje.

G3: Preéni pomiki v mejnem stanju (F1 = 1412 kN) E %‘z‘gg G4: preéni pomiki v mejnem stanju (F1 = 1591 kN) m26-28
Zg.pas. 0 20-22 I T 1T Zg.pas. W 24-26
018-20 T W 22-24
w2 0 16-18 L w2
— 014-16 p_ A [ i W 20-22
: we | GEH g e e
I/ oja¢. | @8-10 1 ojaz, | D16-18
N we mes ] ] (W6 | g1a16
= w8 m2-4 LW 8 m12-14
W02 e m10-12
Wi 84% (W10 | a0
W -6-4 T g
W12 B .66 —7W12 ;ig
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0-18--
e8 828288 ES8 02018 L8 BRELEBLS 020
W -22--20 - - v - - |42
Prvi panel - X [mm] 0 -24--22 Prvi panel - X [mm] o 64
3
A=
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:3 172e+00

Slika 2: Primerjava med izmerjenimi (zgoraj) in izraCunanimi (spodaj) deformacijskimi
oblikami panela v mejnem stanju — nosilca G3 in G4 (pre¢ni pomiki v [mm])

3 Studija za¢etnih nepopolnosti

3.1 Modeliranje nepopolnosti

Splosni napotki za modeliranje zacetnih nepopolnosti so podani v predlogu novega
evropskega standarda za ploCevinaste konstrukcijske elemente prEN 1993-1-5 [2]. Tako
geometrijske nepopolnosti kot tudi konstrukcijske nepopolnosti zaradi vpliva zaostalih
napetosti se modelira kot ekvivalentne nepopolnosti z amplitudo na meji izdelovalnih
toleranc. Obravnavati je potrebno razlicne oblike nepopolnosti prikazane na sliki 3 in
dolociti njihovo najbolj neugodno kombinacijo v smislu izbire vodilne nepopolnosti s polno
amplitudo v kombinaciji s spremljevalnimi nepopolnostmi z amplitudo 70 % od navedenih
vrednosti na sliki 3.
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a) globalna — izklon ojacitve: b) lokalna - izbo€itev podpanela:
ep, = min (a/400, b/400) ey = min (a/200, b/200)

c) lokalna — torzija ojaditve

Slika 3: Oblika razli¢nih tipov ekvivalentnih geometrijskih nepopolnosti z amplitudami po
prEN 1993-1-5 [2]

Nepopolnosti smo modelirali na poenostavljenih enopanelnih modelih z naslednjim
razporedom ojacitev: trapezna ojacitev v sredini (G1 in G2), trapezna ojacitev v zgornji
tretjini stojine (G3 in G4), dve enakomerno razporejeni trapezni ojacitvi ter odprta T ojalitev
v sredini stojine. Pri vseh S§tirth modelih smo obravnavali primera s Sibko in moc¢no
ojacitvijo. Globalno nepopolnost smo dolo¢ili z izklonom ojaéitve s polsinusnim valom in
“ravnimi” podpaneli. V primeru dveh ojacitev smo upostevali tako simetri¢ni (istosmerni)
kot antisimetri¢ni izklon ojacitev enake amplitude. Lokalne nepopolnosti v podpanelih smo
definirali z merodajno lokalno izbocitveno obliko, ki smo jo dolocili s predhodno linearno
izbocitveno analizo na geometrijsko popolnem panelu s preprecenim precnim pomikom
ojacitev. Torzijo ojaCitve smo upostevali le v primeru odprte T ojacitve in sicer s
polsinusnim vertikalnim pomikom zunanjih robov ojacitve. Amplitude vseh nepopolnosti
smo variirali v nekoliko $irSem obmocju kot ga zajemajo meje izdelovalnih toleranc.

3.2 Rezultati Studije nepopolnosti

Rezultati analize so prikazani na slikah 4, 5 in 6. Strizna nosilnost panelov je izrisana v
relativnem smislu glede na nosilnost geometrijsko popolnega panela. Nosilnosti pri
dovoljenih tolerancah (slika 3) so oznacene s polnimi simboli.

1z rezultatov vidimo, da je vpliv razli¢nih oblik nepopolnosti na redukcijo strizne odpornosti
panelov sorazmerno majhen — pri dopustnih nepopolnostih do najve¢ 6 % redukcije. Razen v
primeru G3 ter panela z dvema SibkejSima trapeznima ojacitvama imajo lokalne nepopolnost
v podpanelih nekoliko veéji vpliv od globalnih, vendar so razlike male - v okviru 1 do 2 %.
V primeru enojne trapezne ojacitve (slika 4) je panel s sredinsko ojacitvijo na nepopolnosti
bolj obcutljiv kakor panel z ojacitvijo v zgornji tretjini, pri ¢emer so redukcije nosilnosti v
prvem pimeru vecje pri Sibki ojacitvi in v drugem primeru pri mo¢ni ojacitvi. Pri T ojacitvi
je obcutljivejsi panel z mocénejso ojacitvijo.

Nadalje, krivulje vpliva globalnih nepopolnost so sorazmerno simetri¢ne (glede na e;, = 0),
kar kaze na to, da smer izklona ojacitve ne igra posebne vloge. V primeru dveh Sibkejsih
ojacitev (slika 5) je izrazito bolj neugoden antisimetri¢en izklon ojacitev, pri dveh moc¢nejsih
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pa tip izklona nima znacilnega vpliva, saj porusenje panela nastopi v lokalni izbocitveni
obliki.

G1: Vyop, = 1031.9 kN
H G2: Vyop, = 1039.2 kN s
G3: Vyop, =991.7 kN & .
G4: v:: =1024.0 kN / \ . o
§_ l ”/(/, \\
2 \
>8 /K ﬁ&* S
‘% —1 //B/ ’ = [~
g /2 . \s\ ~—
= N AN
g B/ 5 \
® 0.94 -
N ~~
ﬁ n.n3
—&—G1: izklon ojacitve =3 G1: 3. lokal. izbo€. oblika
—2—G2: izklon ojacitve - & G2: 3. lokal. izbo€. oblika
—o—G3: izklon ojacitve = & G3: 1. lokal. izbo¢. oblika
G4: izklon ojacitve G4: 12. lokal. izbo€. oblika
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Amplituda nepopolnosti - ;, [mm]

Slika 4: Studija nepopolnosti na modelih s $ibko (G1) ali mo¢no (G2) trapezno ojacitvijo v
sredini stojine ter Sibko (G3) ali mocno (G4) trapezno ojacitvijo v zgornji tretjini
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Slika 5: Studija nepopolnosti na modelih z dvema §ibkima (y= 0.1-*) ali mo¢nima
(y= 2-y*) enakomerno razporejenima trapeznima ojacitvama
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Slika 6: Studija nepopolnosti na modelih s §ibko (y= 0.2-7*) ali mo¢no (y= 1-7*) odprto T
ojacitvijo v sredini stojine

Zacetna torzija T ojacitve kot samostojna nepopolnost (slika 6) na redukcijo nosilnosti nima
nikakr$nega vpliva. Ce pri izra¢unu lokalne izbo¢itvene oblike v podpanelih dopustimo
spremljajoCo rotacijo ojacitve, se vpliv lokalnih nepopolnosti poveca do 2 % (slika 6 -
izraCunani tocki na meji toleranc in s torzijo nekoliko manjSo od 1/50). Zacetna torzija
ojacitve doseZe torej svoj ucinek Sele kot naravna dopolnitev lokalne izbocCitvene oblike, zato
smo pri nadaljnem kombiniranju nepopolnosti nelo¢eno upostevali t.i. “zdruzene lokalne
nepopolnosti”.

Tabela 2: Redukcija nosilnosti pri najbolj neugodni kombinaciji zacetnih nepopolnosti

Togost in razpored Sibke | Mocne Oblika kombiniranih nepopolnosti
ojatitev oj. oj. Sibke ojagitve Mocne ojaditve
o vetn_| 6300 | s | Vg5 0 b
Trap. of. v zg. tretjini | -3.5% | -3.9% 1070(;& g&)‘gﬂ;& ((_;)’ 1‘;%(;//‘; ?éiﬁ?iﬁa(i?’
Dve trap. ojaditvi 5.5% | -4.4% loo%ilﬁijliﬁﬁz’f)(ﬂ’ 70%%22?3@%&21’(;)&)’

Tabela 2 prikazuje redukcijo nosilnosti pri najbolj neugodni kombinaciji zacetnih
nepopolnosti v skladu s prEN 1993-1-5. Razli¢ne oblike nepopolnosti smo kombinirali v
smislu razli¢nih smeri in izbire vodilne nepopolnosti — po 8 kombinacij v primeru 1 ojacitve
oziroma 16 kombinacij v primeru dveh. V tabeli je navedena tudi najbolj neugodna oblika
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nepopolnosti pri razlicnih tipih ojacevanja. Rezultati kazejo, da se pri vnosu kombiniranih
nepopolnosti nosilnost panela zmanjSa do najve¢ 7 %. Razlike med primeri s Sibkimi in
moc¢nimi ojacitvami niso znacilne. Izbira vodilne nepopolnosti ni predvidljiva in prav tako ne
usmeritev nepopolnosti (+/-), ki je predvsem posledica tipa merodajne izbocCitvene oblike.
Antisimetri¢ni izklon dveh ojacitev se potrdi kot bolj neugoden od simetri¢nega.

4 Zakljucki

Pri¢ujoca Studija pokaze, da imajo zaCetne geometrijske nepopolnosti omejen vpliv (do
najve¢ 7 %) na znizanje strizne nosilnosti panelov pri razlicnih primerih vzdolznega
ojacevanja. Zaradi majhnih razlik v vplivu razlicnih kombinacij nepopolnosti izbira vodilne
nepopolnosti, njihove medsebojne usmerjenosti in merodajne izbocCitvene oblike v
podpanelih na splo$no ni predvidljiva in je zato potrebno najbolj neugodno kombinacijo s
predhodno analizo poiskati. Kljub vsemu lahko iz predstavljene Studije sklenemo, da smer
izklona enojne ojacitve nima bistvenega vpliva, da je antisimetricni izklon dveh ojacitev bolj
neugoden od istosmernega (simetri¢énega) ter da ima zacetna torzija ojacitve vpliv le kot
naravna dopolnitev lokalne izbocitvene oblike v podpanelih.
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Eksperimentalna analiza meSanja v Taylor-Couettovem
reaktorju na makro in mezo nivojih s pomocjo metode LIF

M. Pozarnik!, A. Racina® in M. Kind!

Experimental Analysis of Mixing in Taylor-Couette Reactor at
Macro and Meso Scalesusing LIF Method

Povzetek.  Taylor-Couettov tok predstavlja gibanje tekocine v Spranji med dvema
koncentriénima valjema. V prispevku je predstavljeno meSanje v Spranji med valjema,
katerih razmerje radijev je enako 0,63. To pomeni, da se pri gibanju tekocine ne pojavijo
vmesne tokovne oblike, ki so sicer znacilne za prehod med laminarnim in turbulentnim
rezimom gibanja v Taylor-Couettovem reaktorju. Andizo smo izvedli s pomogjo
eksperimentalne tehnike LIF.

Abstract. Taylor-Couette flow is aflow inside a gap between two concentric cylinders.
In this study, cylinders with a radius-ratio equal to 0.63 are taken into account, which
results in a direct transition from laminar fluid flow regime to a turbulent one. Analysisis
performed using LIF method.

1 Uvod

V zadnjih dveh desetletjih sta nedvomno najhitreje razvijgjoci se tehniki za karakterizacijo
tokovnih razmer opti¢ni tehniki, ki ju imenujemo Particle Image Velocimetry (PIV) in Laser
Induced Fluorescence (LIF) [6]. Tehnika PIV pomeni merjenje hitrosti toka tekocine s
pomogjo slik dedilnih delcev, tehnika LIF pa merjenje temperaturnega oziroma
koncentracijskega polja s pomocjo lasersko vzbujene fluorescence toku dodane snovi, ki jo
imenujemo indikator (angl. tracer = indikator). Obe eksperimentalni tehniki ne motita toka
in omogocata tako kvalitativno kakor tudi kvantitativno analizo ploskovnih ter prostorskih
tokovnih, temperaturnih in koncentracijskih polj.

Taylor-Couettov reaktor (TC reaktor) je sestavljen iz dveh koncentri¢nih valjev, pri cemer v

veliki veini primerov zunanji miruje, notranji pa se vrti s konstantno vrtilno hitrostjo.
Industrijske izvedbe TC reaktorjev obratujejo z vsiljenim zunanjim aksialnim tokom ali brez

! Dipl.-Ing. Anna Recina, Prof. Dr.-Ing. Matthias Kind, Universitdt Karlsruhe (TH), Institut fir Thermische
Verfahrenstechnik; Dr. Matg Pozarnik, Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojnistvo, gostujogi raziskovalec na
Universitét Karlsruhe (TH), Institut fir Thermische Verfahrenstechnik
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njega. V odvisnosti od vrtilne hitrosti se v Spranji med valjema vzpostavijo razli¢ne tokovne
strukture; od laminarnega Couettovega toka, preko toroidalnih, osnosimetri¢nih, nasproti se
vrtecih struktur (Taylorjev-Couettov tok), pa vse do popolnoma turbulentnega toka. V
procesni tehniki uporabljamo TC reaktorje predvsem takrat, kadar Zelimo dose¢i visoko
stopnjo radialnega meSanja ob hkratnih nizkih striznih napetostih. V kemijski procesni
tehniki, predvsem ko gre za procese polimerizacije, predstavlja TC reaktor odli¢no
alternativo ponavadi uporabljeni verigi meSalnih posod. Ugodno je visoko razmerje med
povrSino in prostornino TC reaktorja, posledica ¢esar je relativno enostavno termi¢no
kontroliranje reaktorja.

V okviru prispevka bomo predstavili meSanje v TC reaktorju ha makro in mezo nivojih. Kot
makromeSanje definiramo prenos snovi preko meje med dvema sosednjima vrtinénima
celicama, medtem ko je meSanje na mezo nivoju definirano kot homogenizacija znotrg
posameznega vrtinca oziroma celice. Ngjprej predstavljamo merilni sistem in kalibracijo,
dledijo jima analiza meSanja na makro nivoju, analiza meSanja na mezo nivoju in zakljucki.

2 Merilni sistem in kalibracija

Pri analizi uporabljeni TC reaktor je 388 mm dolg. Razmerje radijev obeh valjev zna%a 0,63
(R=31,5 mm, R,=50 mm), pri cemer R; oznatuje polmer notranjega valja ter R, polmer
zunanjega valja. Posledica tovrstne geometrije je direkten prehod med laminarnim in
turbulentnim rezimom gibanja. Taylorjevo Stevilo, s katerim opisemo gibanje v Spranji med

valjema, je definirano kot
Ta=“RA )
v VR

kjer so d Srina Spranje med valjema, w kotha hitrost notranjega valja in v kinemati¢na
viskoznost delovnega medija. Vrednost kriticnega Taylorjevega Stevila Taqi, Ki predstavlja
tisso vrednost Taylorjevega Stevila, pri katerem se prvi¢ pojavi Taylor-Couettov tok,
ocenimo s pomocjo korelacij objavljenih v [4]. Za uporabljeni TC reaktor in z vodo pri sobni
temperaturi (20°C) kot delovnim medijem znaSa Ta,;=58. Pri Ta=1150 (Ta/Ta.:[20) se
priéne prehod v turbulentni nacin gibanja, pri Ta=11520 (Ta/Ta.i:[200) je tok popolnoma
turbulenten. Prvi in drugi vrednosti Ta Stevila ustrezata Stevili vrtljajev notranjega valjan=25
min®in n=250 min™,

4.0

Slika1: Merilnegasistem: 1.TC reaktor, 2.laser, 3.CCD kamera, 4.¢asovna enota, 5.PC.

Glavni komponenti merilnega sistema (Dantec Dynamics) predstavljata pulzirgjoci Nd:YAG
laser valovne dolZine 532 nm in hitra CCD kamera (dika 1). Tok teko¢ine med valjema TC
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reaktorja osvetlimo stankim slojem laserske svetlobe. Taje pozicioniran vzporedno osi obeh
valjev in mora lezati natanko pravokotno na povrsino notranjega valja. Tako nastane
osvetljeni del toka tekocine, ki zaradi osnosimetri¢nosti toka predstavlja reprezentativno
diko celotnega doggjanja v toku med valjema. Kot indikator dodajamo toku barvilo
rhodamin B s koncentracijo 500 pg/l. Indikator po osvetlitvi z lasersko svetlobo oddaja
fluorescencno svetlobo valovne dolZine 580 nm. Jakost fluorescencnega sevanja zajemamo z
CCD kamero lo¢ljivosti 1344x1024 pixel®>. Reaktor med eksperimentom obratuje brez
dodatnega vsiljenega aksialnega toka, volumski pretok dodajanega indikatorja rhodamina B
znaSa 1l/h. Kamera zajema dliko natanko na polovici viSine reaktorja, dodajno mesto
indikatorja se nahgja priblizno 55 mm pod sredino reaktorske posode. Koordinatni sistem in
lego dodajnega mesta prikazuje slika 2.

zunanji valj / w
/ notranji valj

laserska

T 4

|

svetloba ?A Bl z=0 |

______ R .
4

7 slika 7 |

\ 55 mm |

T | |

e

dodajno mesto

1mm
|

Slika2: Skica merilnega obmocdja

Izmerjena jakost fluorescentnega sevanja je do dolocene mejne koncentracije indikatorja
direktno proporcionalna lokalni koncentraciji le tega. Postopek kalibriranja je v literaturi
izdatno opisan [5]. Primer linearnega obmogja za tocki A in B, znotrgj katerega opravljamo
meritve, prikazuje dika 3. Jakost fluorescencnega signala 1 ustreza popolnoma beli dliki
oziroma vrednosti 255 na skali od 0 do 255 (format uint-8).

1

A tocka A
O tocka B

jakost signala [-]

0 50 100 150 200
koncentracija C [pg/l]

Slika 3: Obmogje linearne odvisnosti med jakostjo signalain koncentracijo indikatorja
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Posebg) pomembna je t.i. kalibracija od to¢ke do tocke. To pomeni, da morgjo kalibracijske
meritve med drugim tudi zaradi neenakomerne porazdelitve jakosti laserske svetlobe
zagotoviti pretvorne faktorje za vsak pixel znotra) zajete dike. Slika 4 prikazuje
neenakomerno jakost fluorescirgocega sevanja vzdolZ treh vodoravnih linij; prva lezi pod
sredino zgjete dike, druga natanko v ravnini z=0, tretja pa nad sredino sike. Koncentracija
indikatorja je pri kalibraciji enaka povsod po Spranji med valjema, neenakosti so podedica
geometrijskih faktorjev, necisto¢ na plasiu reaktorja in kot Ze povedano, neenakomerne
porazdelitve jakosti laserske svetlobe.

0,5
T 044
©
€03 0 e -
s Y z=-4,625 mm
2 0,2
@ = z=0 mm
¥4
S, 0,1 -
7z=+4,625 mm
0
0 5 10 15

Sirina Spranje med valjema, r [mm]
Slika 4: Razlogi zakalibracijo od tocke do tocke.

3 Analiza meSanjav aksialni smeri (meSanje na makro nivoju)

Izvedli smo tri serije preizkusov pri razli¢nih vrtilnih hitrostih notranjega valja (n=40 min™,
n=100 min™ in n=250 min™). Ustrezne vrednosti Taylorjevega Stevila so Ta=1870 (takoj po
pojavu turbulentnega toka), Ta=4680 (razvijgo¢ se turbulentni tok) in Ta=11690
(popolnoma turbulentni tok). V vsaki seriji smo naredili 61 posnetkov; prvega ob ¢asut=0s
(pricetek dodajanjaindikatorja) in vse nasednje s ¢asovnim razmikom 4 s.

S pomogjo razvitega agoritma na osnovi programskega paketa Matlab 7.0 zgete dike
pretvorimo v koncentracijska polja. Neka primerov koncentracijskih polj prikazuje slika 5.
Iz dike je razvidno, da obstgigjo ostro izrazene mee med posameznimi vrtinci.
Koncentracija indikatorja znotraj posameznega vrtinca je relativno enakomerna, medtem ko
se koncentracije med sosednjimi vrtinci zelo razlikujegjo. Od tod ideja o primerjavi TC
reaktorja s kaskado zapredno povezanih meSalnih posod, pri ¢emer koncentracijaindikatorja
Vv posameznem vrtincu ustreza koncentraciji indikatorja znotrgj posamezne meSalne posode.
Na osnovi te idgje je mogo¢e meSanje v TC reaktorju v aksialni smeri (meSanje na makro
nivoju) opisati z enodimenzional nim difuzijskim koeficientom.
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t=28s t=172s t=240s

Slika 5: Koncentracijsko polje med valjema TC reaktorja, Ta= 1870 (40 min™).
V ta namen razddimo celoten reaktor na posamezne celice s prostornino
V, = lTEIRj - RZ)EIRO - R). Pri tem upodtevamo, da je vsaka celica enako visoka kot
Siroka (glg dliko 5). Tako vsebuje celotni TC reaktor 21 od spodaj Stevil¢enih vrtincnih
celic. Vsaka izmed zgjetih dlik prikazuje celice 10, 11 in 12. Koncentracijo indikatorja
znotraj celice in njeno spreminjanje s ¢asom opisemo z enostavnim difuzijskim model om.
Na tak natin dolo¢imo difuzijske koeficiente za vsakega izmed preizkusov (slika 6).
Koncentracijski profili so stopnic¢aste oblike z maksimumom v celici, kjer dodajamo

indikator. Kot eksperimentalne vrednosti duZzijo radialno po Spranji med valjema povpre¢ene
vrednosti koncentracij.

100

z [mm]
=
1

20s  60s 120s  240s

|_I I I [
100 I I I

0 20 40
kencentracija C [pg/l]

Slika 6: Koncentracijski profili pri meSanju v aksialni smeri, Ta=1870 (40 min™).
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Tabela 1: Aksiani difuzijski koeficient D, [M?/g].

vir Da [P/ Bv
Ta=1870 Ta=4680 Ta=11690 D., OT&?

to delo 3,010° 1,110 2,5010* 0,84

(7] 5,8(10° 1,110* 2,2010* 0,77

[2] 1,700 3,2110* 6,2010* 0,72

[3] 1,7000° 3,710° 7,7110° 0,81

Na tak nacin dolocene difuzijske koeficiente lahko zapiSemo tudi kot eksponentno funkcijo
Taylorjevega Stevila (D, [ Ta?). Primerjavo med razli¢nimi vrednostmi podgjatabela 1.

4 Analiza mesanjav vrtinéni celici (meSanje na mezo nivoju)

Za analizo kvalitete meSanja znotraj posamezne vrtincne celice je potrebno dologiti stopnjo
segregacije [1], definirano z naslednjo enacbo

= \2
w- |C-Cf v

CcC@1-0C)
kjer C predstavlja trenutno povpreéno koncentracijo na posnetku. Stopnja segregacije
zavzema vrednosti med 0 in 1. Podaja razmerje med prostornino tekocine, ki je popolnoma
razslojena in prostornino tekocine, ki je popolnoma premeSana. Slika 7 podaja izmerjene
vrednosti spreminjanja stopnje segregacije v ¢asu znotrgj 11. vrtinéne celice in za vse tri
vrtilne hitrosti notranjega valja. Jasno je videti, da z nara&anjem vrtilne hitrosti stopnja

segregacije pada.

0,6

0,5 —e—Ta = 1870

04 —8—Ta = 4660
— —&— Ta = 11650

0 100 &as [s] 200 300

Slika 7: Casovna odvisnost stopnje segregacije.
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Kljub vsemu stopnja segregacije podaja le integralne informacije o meSanju. Ce zelimo
vpogled v prostorsko porazdelitev nehomogenosti, je potrebno vpeljati avtokorelacijski
koeficient Rec

C'(X)C'(Xx+T)
JC(%)*C(%+F)?
C' predstavljajo lokalne fluktuacije koncentracij na dveh zarazddjo I med seboj oddaljenih
mestih. 1z poteka funkcije Rec(r) lahko sklepamo o tokovnem rezimu v Spranji med valjema.
Slika 8 podsja vrednosti avtokorelacijskega koeficienta Rec(r) znotraj 11. vrtincne celice za
razlicne vrednosti Ta Stevila. Vrednosti Rec(r) so izracunane za nakljuéno porazdeljene
izseke povrdine vrtinéne celice v velikosti priblizno ¢etrtine celotne povrine celice. Slika 8
podaja potek funkcije Rec(r) za dve neprekrivajoci se povrsini.

Povrdina, ki jo omegjuje krivulja Rec(r), je definirana kot mera za karakteristicno velikost

nehomogenosti v toku med valjema TC reaktorja (dika 8). Izratunamo jo z naslednjim
integralom

Rec(r) = 3)

Ac = [Rec (r)dr (4)

Z vecanjem vrednosti Taylorjevega Stevila se vrednosti Ac zmanjSujejo. Tendenca je torej
podobna kot pri stopnji segregacije. Z visanjem vrtilne hitrosti notranjega valja namre v tok
vhaSamo vedno vet energije. Rezultat je vedno bolj turbulenten tok, vedno manj3e tokovne
strukture in seveda tudi vedno bolj intenzivno mesanje.

1
—e—Ta=1870
0.8 1 —=—Ta=1870
0,6 —A— Ta=4680
5 04 —5— Ta=4680
& —%— Ta=11690
0,2 1 —%— Ta=11690
. oy .
-0,2

0 0,5 5 2

1 1,
r [mm]

Slika 8: Avtokorelacijski koeficient Rec(r).

Tabela 2: Karakteristi¢na velikost nehomogenosti A [mm].

Ta 1870 4680 11690

Ac [mm] 0,57 0,48 0,29
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5 Zakljuéek

V prispevku so predstavljene osnove metode LIF za Studij meSalnih lastnosti TC reaktorjev.
V prvem delu smo posebno pozornost namenili izvedbi kalibracijskega postopka, katerega
natancnost in zanedljivost sta bistvenega pomena za kasnejSe kvantitativno vrednotenje s
pomocjo hitre CCD kamere zajetega slikovnega materiala (koncentracijskih polj). V
nadaljevanju smo meSanje na makro nivoju modelirali s pomocjo enodimenzionalnega
difuzijskega koeficienta, medtem ko smo meSanje na mezo nivoju analizirali z definiranjem
in dolocitvijo stopnje segregacije ter avtokorelacijskega koeficienta. Eksperimentane
vrednosti nedvoumno potrjujejo predpostavke o povezavi med intenzivnostjo meSanja v
Spranji TC reaktorja in rezimom gibanja delovnega medija ter s tem posredno tudi v tok
vneseno koli¢ino energije.
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Dinamika harmonic¢nega nihala s suhim trenjem
R. PuSenjak’

Dynamics of Harmonic Oscillator with Dry Friction

Povzetek. Clanek obravnava dinamiko harmoni¢nega nihala s suhim trenjem s &lenitvijo
celotnega gibanja na posamezne faze gibanja tako, da uvede konstante gibanja, ki se skokovito
spreminjajo iz faze v fazo. Na osnovi konstant gibanja v posameznih fazah je dobljen algoritem, ki
rekonstruira celotno gibanje do umiritve, pri ¢emer algoritem doloca tudi ¢as, v katerem se gibanje
umiri.

