8. VAJA IZ TRDNOSTI

(variacijski racun, direktne metode)

NALOGA 1. (Fermatov princip) Naj bosta T} in Ty
tocki, ki lezita v ravnini na nasprotnih straneh osi x.
Kako moramo izbrati tocko T3 na abscisi, da pride
svetlobni zarek, ki se na odseku 1113 giblje s hitrostjo
c1, na 13Ty pa s co, najhitreje iz tocke Ty v tocko Ty ?

Podatki: C1, C2, Tl, T2

RESITEV. ¢gsinay = ¢ sin s (lomni zakon)

NALOGA 2. (Vezani ekstrem) Naj bo A € R? polju-
bna tocka v prostoru. Izracunaj tocko T' na sferi S 2y
radijem r tako, da bo razdalja AT ekstremna.

Podatki: r, S2, A

RESITEV. Presek S? s premico, ki jo doloc¢ata tocki A
in sredisce sfere.

NALOGA 3. (Brahistokrona) V navpicéni ravnini naj
bosta dani tocki T in T5. Doloci krivuljo, po kateri
tockasta masa m, ki je vezana na to krivuljo, najhitreje
pride iz tocke T} v tocko Ts. Upor zraka zanemari.

Podatki: m, Ty, Ts

RESITEV. Cikloida.

NALOGA 4. (Izoperimetriéni problem. Veriznica)
Doloci ravnotezno lego neraztegljive vrvice linijske
gostote p in dolzine ¢, ki je pritrjena v tockah T in
T5. V ravnotezni legi je teznostna potencialna energije
vrvice minimalna. Tedaj je tudi tezis¢e vrvice naj-
nizje. Analogna naloga: Doloci krivuljo med dvema
tockama Ty in Ty z dolzino £, da bo povrsina rotacij-
ske ploskve okoli osi x maksimalna.

Podatki: u, £, Ty, Ty

RESITEV. Veriznica.

NALOGA 5. (Geodeti¢na krivulja) Naj bosta T; in
T5 poljubni tocki na valju C z radijem r. Dolo¢i kri-
vuljo v med tockama T in Ts tako, da bo locna razda-
lja £(7) med njima najmanjsa. Kaj dobimo, ¢e valj C
zamenjamo s sfero S*?

Podatki: r, Tl, 15

RESITEV. Spirala. Presek S? z ravnino, ki jo dolo¢ajo
tocke T4, T5 in sredisce sfere.
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NALOGA 6. (Izrek o minimumu potencialne
energije) Za ravninski nosilec dolzine a izpelji z
izrekom o minimumu potencialne energije, II
D — W, tehni¢no teorijo nosilcev (imenovano tudi
‘teorija 1. reda’), tj. sistem diferencialnih enacbh s
pripadajo¢imi naravnimi (statiénimi) in bistvenimi
(kinemati¢nimi) robnimi pogoji.

RESITEV. Sistem diferencialnih enacb, x € (0, a):
N, + P, =0,
N.+P.=0,

M) — N.+ M, =0,

u —e=0,
w'+¢—7y=0,
80/_’/”':07

NALOGA 7. (Izrek o maksimumu dopolnilne poten-
cialne energije. Legendrova transformacija) Za ravnin-
ski nosilec izpelji ob upostevanju Legendrove trans-
formacije izrek o maksimumu dopolnilne potencialne
energije. Primerjaj s Castiglianovim izrekom v 9. vaji.
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NALOGA 8. Za prikazana ravninska okvira izpelji z
izrekom o minimumu potencialne energije pripadajoci
robni problem in ga tudi resi. Izracunaj pripadajoci
vrednosti potencialne energije v ekstremalah. Drugi
primer resi tudi z izrekom o maksimumu dopolnilne
potencialne energije.

Podatki: P, q, a, Ely,
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—gir—s (i) T = — g~ B. =

RESITEV. (i) 1T = GI0ET,
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NALOGA 9. (Ritzova metoda) Prikazani ravninski
nosilec dolzine 2a resi numericno tako, da predpostavis
funkcijo pomikov s predpisoma

(i) w(z) =2*(x —2a) (ao + >j_; axsin L),

(ii) = 2%(z — 2a) (ap + >_p_, axz®).
Nastavka za pomik w sta izbrana tako, da identicno
resita bistvene robne pogoje: w(0) = ¢(0) = w(2a)
0. Analiziraj resitev za posamezne vrednosti n. Nalo-
go resi tudi z izrekom o maksimumu dopolnilne poten-
cialne energije.

Podatki: a, P, El,
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RESITEV. IT = — 6

B, =
NALOGA 10. (Galerkinova metoda) Prikazani kon-
tinuirni nosilec dolzine 2a resi numeri¢no tako, da
predpostavis funkcijo pomikov s predpisoma

(i) w(x)==(z—a)(= - 2a) (a0 + 3} axsin 442,

(i) w(x) =z(z —a)(x — 2a) (ao +> ey akajk).
Nastavka za pomik w sta izbrana tako, da identicno
resita bistvene robne pogoje: w(0) = w(a) = w(2a) =
0. Analiziraj resitev za posamezne vrednosti n.
Podatki: a, q, Ely,
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RESITEV. II = —m, = 3 aq

Pripadajoci robni pogoji, = € {0, a}:

N, — EA,e=0,
N, —GA,v=0,
M, — EI,, r = 0.
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