UKLON RAVNEGA GREDNEGA NOSILCA

U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Iz vsakdanje izkusnje poznamo primer, da se naslonimo na tenko, na
primer leskovo palico, pa se ta nenadoma izkloni. Primer lahko ponazo-
rimo z ravnim nosilcem - palico, obtezeno le s tockovno tla¢no vzdolzno

silo v pomié¢ni podpori (slika U.1).

P P
B§ (b) Bl§

Slika U.1

Cim bolj “Gokata” je palica (slika U.1.a), tem vecjo vzdolzno silo lahko
prevzame, ne da bi se izklonila. Nasprotno pa pri “vitkejsi” palici (slika
U.1.b) prej pride do izklona. S preprostim poskusom se lahko tudi
prepricamo, da se pri manjsi obtezbi izkloni palica, ki ni popolnoma
ravna ali ima nepravilno rast, grcée, razpoke ali druge nepopolnosti. Po-
javu, da tlacno obtezen linijski element nenadoma preskoci iz dotedanje
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

v drugacno ravnotezno lego, pravimo uklon. Do podobnih pojavov pride
tudi pri tlacno obtezenih tankih stenah in lupinah, le da tedaj govorimo
o izbocitvi. Vse tovrstne pojave pa s skupnim imenom imenujemo sta-
bilnostni problemi.

Osnovni koncept nestabilnosti lahko ponazorimo s preprostim uklon-
skim modelom, ki ga sestavimo iz dveh enakih togih ravnih nosilcev,
povezanih z upogibnim ¢lenkom C (slika U.2.a).

Slika U.2

Razen tega sta oba dela v ¢lenku povezana z rotacijsko (spiralno)
vzmetjo s togostjo k,, ki zagotavlja stabilno zacetno obliko sestava.
V pomic¢ni podpori za¢nemo sestav obtezevati s tockovno vzdolzno silo
P, kakor kaze slika. Gre pravzaprav za nosilec s slike U.1, le da je
vsa njegova precna deformabilnost “skoncentrirana” v rotacijski vzmeti.
V zacetnem stanju sta vzdolzni osi obeh nosilcev idealno poravnani s
smerjo sile, zato je torzijska vzmet neobremenjena, v obeh nosilcih pa
nastopa le tlacna osna sila. Sedaj pa predpostavimo, da na clenek
C delujemo z majhno precno silo F', tako da se za majhno vrednost
we < 1 izmakne iz zacetne lege (slika U.2.b). S tem se oba toga
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

nosilca zasuceta za majhen kot ¢ < 1. Rotacijska vzmet pri tem dozivi
zasuk 2 ¢ in sedaj deluje na vsakega od nosilcev s povratnim momen-
tom Mg = 2k, ¢. Preprost fizikalni razmislek pove, da povratni mo-
ment vzmeti zmanjsuje pomik clenka iz zacCetne lege, obtezba P pa ga
povecuje. Ce sedaj preéno obtezbo F odstranimo, imamo dve moznosti:
¢e povratni moment prevlada nad vplivom vzdolzne sile P, se sestav
povrne v zacetno, ravno obliko. Takemu stanju sestava pravimo sta-
bilno stanje. V nasprotnem primeru, ce prevlada vpliv vzdolzne sile,
se precni pomik ¢lenka hitro poveca in sestav se porusi. Tako stanje
imenujemo nestabilno stanje. Pri izbranih geometrijskih in materialnih
lastnostih sestava je oc¢itno le od velikosti sile P odvisno, ali je sestav
stabilen ali nestabilen. Pri postopnem obtezevanju sestava je jasno,
da je ta v zacetku stabilen, pri doloceni velikosti sile P pa postane
nestabilen. To vrednost imenujemo kriticna sila in jo oznac¢imo s Pj,..

Kriti¢no silo Py, dolo¢imo iz pogojev ravnotezja v izmaknjeni legi.
Zacnimo s pogojem, da mora biti vsota vseh staticnih momentov glede
na podporo A enaka ni¢. Pogoj pove, da v drsni podpori B ni pre¢ne
reakcije (Hg = 0). Sedaj pa si oglejmo zgornji del obravnavanega
sestava (slika U.2.c) in zapiSimo pogoj, da mora biti vsota stati¢nih
momentov glede na podporo B enaka nic

Mc—P’wC:O. (Ul)

Pri tem je Mc = 2k, ¢ in ker je ¢ majhen kot, velja

l l
we =5 sin @ ~ 2 (U.2)

S tem iz pogoja (U.1) sledi

o <2k@ - ﬂ) ~0. (U.3)

Ta enacba je izpolnjena v dveh primerih. Prva resitev je ¢ = 0, kar
pomeni, da je sestav v ravnotezju pri wo = 0, ne glede na velikost sile
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

P. Vendar bi bila ta reSitev mozna le pri idealno izdelani in poravnani
konstrukeiji, pri absolutno centricno namescéenih podporah in vmes-
nem c¢lenku ter ob absolutno centri¢no in v smeri vzdolzne osi delujoci
obtezbi P. V naravi tako idealnih konstrukcij ni, zato nas bolj zanima
druga resitev, ki jo dobimo z zahtevo, da je izraz v oklepaju enak nic.
Od tod dobimo kriti¢no silo Py, pri kateri je ravnotezje mozno tudi v
izklonjeni legi sestava

P,
2ktp_k—:0 — Pkrz4ktp

- e (U.4)

V obravnavanem primeru predstavlja kriticna sila Py, edino vrednost
obtezbe P, pri kateri je sestav v izklonjeni legi v ravnotezju. Kriticna
sila torej doloca mejo med stabilnim in nestabilnim obnasanjem kon-
strukcije. Ce je obtezba manjsa od kritic¢ne sile (P < Pj,), je sestav
stabilen. Tudi ¢e se pojavi motnja, na primer majhen impulz precne zu-
nanje sile F', ki povzroci majhen izklon sestava iz idealno ravne zacetne
lege, povratni moment spiralne vzmeti prevlada nad vplivom vzdolzne
obtezbe P in po odstranitvi motnje se sestav povrne v zacetno, ravno
obliko. Pri vrednosti P = Py, je sestav v ravnotezju tako v zacetni
ravni obliki (¢ = 0), kakor tudi pri majhnem izklonu za kot ¢ < 1. V
tem stanju torej ne moremo govoriti niti o stabilnem niti o nestabilnem
ravnotezju in ga zato imenujemo nevtralno ravnotezje. Ce pa je obtezba
vecja od kriticne sile (P > Py,), je konstrukcija nestabilna. V idealnih
razmerah, torej pri ¢ = 0, bi obtezbo sicer lahko povecevali tudi nad
vrednostjo Py, vendar bi vsaka motnja, na primer majhen prec¢ni im-
pulz sile F', povzrocila izklon in v nadaljevanju porusSitev konstrukcije.
Kakor smo pokazali zgoraj, bi namre¢ v tem stanju vpliv vzdolzne sile
prevladal nad vplivom povratnega momenta spiralne vzmeti in precni
pomik bi se povecal ez vse meje.

Opisani mehanizem lahko ponazorimo s sovisnico med velikostjo nasto-
pajoce obtezbe P in zasu¢nim kotom ¢ oziroma precnim pomikom w¢
(slika U.3). Tocko R, v kateri je mozna tako ravna kakor tudi izklonjena
ravhotezna lega, imenujemo razvejisce ali bifurkacija.
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

P
nestabilno ravnotezje
—_ il nevtralno ravnotezje
P stabilno ravnotezje
kr
®
0 We

Slika U.3

Za boljSe razumevanje pa posamezne vrste ravnotezja predstavimo Se s
klasi¢no fizikalno skico kroglice v razliénih ravnoteznih polozajih glede
na razgibano podlago (slika U.4). Ta skica nas med drugim tudi opo-
zori na zelo pomembno dejstvo, da je pojem ravnotezja v vseh treh
primerih povezan z majhnimi premiki iz ravnotezne lege. Ce bi se
namre¢ kroglica iz nevtralne lege premaknila prevec v levo, bi presla iz
nevtralnega v stabilno ravnotezno stanje, pri velikem premiku v desno
pa v stanje nestabilnega ravnotezja.

stabilno nevtralno nestabilno
ravnotezje  ravnoteZzje ravnotezje

Slika U.4
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U.2 Nelinearni model linijskega nosilca

Vrnimo s k tlacenemu ravnemu nosilcu, s katerim smo zaceli to poglavje
(slika U.1). Vzemimo, da smo koordinatni osi y in z v preénem pre-
rezu nosilca izbrali tako, da sta I, in I, glavna upogibna vztrajnostna
momenta, pri ¢emer je vztrajnostni moment glede na os y manjsi od
vztrajnostnega momenta glede na os z (I, < I,). V tem primeru imenu-
jemo vztrajnostni moment I, minimalni vztrajnostni moment, os y pa
Sibka vztrajnostna os, saj je umestno pricakovati, da se nosilec pri do-
volj veliki sili P ukloni ravno okrog osi y.

Za uvod poglejmo, kam nas pripeljejo enacbe, ki smo jih izpeljali v
elementarni teoriji upogiba z osno silo . Zapis ravnoteznih pogojev za
nosilec v nedeformirani legi pripelje do sklepa, da v nosilcu nastopa
le tlacna osna sila N, = —P, vse ostale notranje sile, torej upogibna
momenta in obe precni sili pa so enaki ni¢ (M, = M, = 0in N, =
N, = 0). Enacba upogibnice v ravnini (y, z) je tedaj

Pu_ M,

in po dvakratnem integriranju dobimo splosno resitev
w(z) =Crx+ Cy. (U.6)

Integracijski konstanti C in C5 doloc¢imo iz kinemati¢nih robnih pogo-
jev
r=0 ... w=0 — Ce=0

U.7)
z=1 ... w=0 —  C;=0,

tako da je w = 0 na celotni dolzini nosilca in to ne glede na velikost
obtezbe P. Z ravnoteznimi enacbami, ki smo jih izpeljali na nedeformi-
rani obliki nosilca in ki zato ne upostevajo vpliva vzdolzne obtezbe na
upogibna momenta, torej ne moremo zajeti pojava uklona, ¢eprav nas
po drugi strani izkusnja uci, da ta pojav v naravi dejansko nastopa.

'|‘ Glej knjigo Srp¢i¢, Mehanika trdnih teles, 2003.



U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

To pomeni, da moramo za obravnavanje uklonskih problemov vpeljati
bolj strog matemati¢ni model nosilca, ki bo zajel medsebojni vpliv osne
sile in upogibnega momenta. Kot prvi korak v tej smeri bomo zapisali
ravhotezne pogoje nosilca v deformiranem stanju.

Ravnotezni pogoji za element deformiranega nosilca

Obravnavajmo element ravnega linijskega nosilca, ki ga omejujeta
pre¢na prereza v tockah go (2,0,0) in AT1 (x+ Ax,0,0). Zunanja obtezba
je v naSem primeru opisana z nadomestnima linijskima obtezbama P(x)
in M(x), za kateri predpostavimo, da sta konservativni in da torej
med deformiranjem ohranjata svojo smer in velikost. Pod vplivom te

obtezbe se obravnavani element deformira, kakor je prikazano na sliki
U.5.

| x | Az |
— i :
z Bl xr
0 )| I 1
| |8

Slika U.5



U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

V Lagrangevem opisu deformiranja ostanejo telesne koordinate posa-
meznih tock nosilca nespremenjene med celotnim deformacijskim pro-
cesom, zato je kon¢na dolzina obravnavanega elementa tudi po defor-
maciji Stevilsko enaka Az. Prostorske lege tock Eo’ g’l in poljubne
tocke T'po deformaciji opisemo s krajevnimi vektorji ro, riin r’ glede
na nepomicno tocko 0. Pri tem je

ri=ro+ Ar/ oziroma r'(x+Az)=x/(z) + Ar'. (U.8)
T

Za mnotranje sile in dvojice, s katerimi v tockah T’ in preostali del

0o ~1
nosilca deluje na obravnavani element, velja
NO = _N(z) , N = N(z + Az)
in (U.9)
M©® = _M(z) M) = M(z + Az).

Pri predznakih notranjih sil v tocki go smo upostevali, da ima precni

0 .
prerez ,QZE( ) “negativno” normalo e, = —e,.

Zapisimo najprej pogoj, da mora biti rezultanta vseh sil, ki v deformi-
ranem stanju B’ delujejo na obravnavani element nosilca, enaka nié

NO 4+ NO 4 /’P(a:) dz = 0. (U.10)
Az

Ob upostevanju zvez (U.9) in izreka o povprecni vrednosti integrala }
lahko enacbo (U.10) zapiSemo na naslednji nacin

N(z+ Az) = N(z) + Pz + &) Az =0 (0<¢< Ax). (U.11)

Enacbo (U.11) delimo z Az, in izvedemo limitni proces, pri katerem
gre dolzina obravnavanega elementarnega dela nosilca proti nic

lm N(xz 4+ Az) — N(z)
Az—0 Ax

+Pz+&)| =0. (U.12)

'I' Glej: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matemati¢ni priroénik (1997), str.
328
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Limita ulomka v oglatem oklepaju je po definiciji prvi odvod notranje
sile N po z; ko gre Ax proti ni¢, gre proti ni¢ tudi ¢ in tako dobimo
konéno obliko ravnoteznega pogoja (U.10)

dN
— 0. 1
— P = (U.13)

Kakor vidimo, smo dobili formalno povsem enako obliko ravnoteznega
pogoja kot v primeru, ko smo ga zapisali na nedeformiranem elementu
nosilca.

Zapisimo Se drugi ravnotezni pogoj, ki zahteva, da je rezultirajoci
staticni moment vseh sil, ki delujejo na obravnavani del nosilca, enak
nic

M (©) + M +£’()X N©) +£/1>< N(l)_|_

/11/ x P(z) d:U+/.M(:U) dr = 0. (U.14)
Az

Azx

Upostevamo zveze (U.8) in (U.9) ter izrek o povprecni vrednosti inte-
grala in s tem enacbo (U.14) zapisemo kot sledi

M(z + Az) — M(z) +r/(z) x [N(z + Az) — N(z)]+
Ar' x N(z + Az) +r/ (2 + &) x Pz + &) Az + M(z + &) Az =0
(0<& <1, 0<&<T). (U.15)

Enacbo delimo z Az in izvedemo limitni proces, pri katerem gre dolzina
elementa Az proti ni¢c. Tako dobimo

_ Ar/
M (z + Ax) M(fﬂ)+ L x N(z + Az) + M(z + &)+

lim

Az—0 Ax Ax
£ x NEFAD NG g Pt )] =0, )



U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Od tod sledi

dM  dr’ dN
LY N ! - = 0. 1
derdxx +M+£><<d$ +’P> 0 (U.17)

ODb upostevanju enacbe (U.13) in ker iz poglavja o deformabilnem telesu

vemo, da je
dr’
~J

=~ —e! U.18
o = &o (U.18)
sledi konc¢na oblika momentnega ravnoteznega pogoja
dM
d—+g;>< N+M:0. (Ulg)
x

Tudi momentna ravnotezna enacba deformiranega elementa se od tiste,
ki smo jo izpeljali na nedeformiranem elementu, razlikuje le po tem, da
v njej namesto vektorja e, nastopa vektor e deformirane telesne ko-
ordinatne baze. Kakor se bo izkazalo v nadaljevanju, pa ima ta razlika
daljnosezne posledice pri izpeljavi uklonskih enacb.

Klasiéna uklonska enaéba

Uvodoma smo za Sibko vztrajnostno os izbrali os y, kar pomeni, da
pricakujemo uklon nosilca okrog osi y. Zato v nadaljevanju obrav-
navamo primer upogiba v ravnini (z, x), kakor je prikazano na sliki U.6.
V tem primeru je Ny, = 0, M, = M, = 0 ter uy = 0, w; = w, = 0.
Upostevati moramo, da gre pri uklonu za majhno spremembo ob-
like nosilca, zato je tudi v tem primeru umestna predpostavka, da so
prvi parcialni odvodi pomikov in specificne spremembe dolzin majhne
koli¢ine v primerjavi z enoto

8’(1,]'

Pojav uklona je znacilen za vitke nosilce, pri katerih je vpliv prec¢nih

<1 in ID;i| < 1. (U.20)

sil na povese in vzdolzne normalne napetosti zanemarljiv, zato privza-
memo Bernoullijev model nosilca. Kakor smo ugotovili v okviru ele-
mentarne teorije, so pri upogibu z osno silo v ravnini (z, z) kartezijske
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

komponente pomika poljubne tocke Bernoullijevega nosilca povezane s
pomiki linijskega racunskega modela z izrazi t

d
um:u—zﬁ, Uy =W. (U.21)

Vektor pomika poljubne tocke nosilca je tako

d
u= (u—z%) e, +we, . (U.22)

Slika U.6

V poglavju o deformabilnem telesu smo izpeljali formulo za dolocitev
baznih vektorjev deformirane telesne koordinatne baze

ou

. (U.23)

/

'|‘ Glej knjigo Srpci¢, Mehanika trdnih teles, 2003, str.516.
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Deformirani telesni bazni vektor e/, je tako

ou du d>w dw
e;:em+% — e;:<1+%—zw> e+ ——e. (U.24)

V skladu s prvo od predpostavk (U.20) lahko v koeficientu pri e,, zane-
marimo prvi parcialni odvod pomika u v primerjavi z enoto in dobimo

2
e = <1 — zd—w> e; + d—wez . (U.25)
T T

V momentni ravnotezni enacbi (U.19) nastopa deformirani bazni vektor
e.', ki pripada teziscu prereza T

/ / N ' — e + d_w
Ex xlz=0 Lr= € dr

I
o

e,. (U.26)

Vektorski produkt, ki nastopa v ena¢bi (U.19), je tedaj

€; €, €, dw
exxN=|1 0 42| (de— —Nz> e, . (U.27)
N, 0 N, v

Zaradi popolnosti dolo¢imo §e deformirani bazni vektor e,

0 d
elz =e, + 8_1: — elz :glzz _ﬁem +e;. (U28)

Brez tezav se prepricamo, da je vektor ey, ki pripada deformirani telesni
koordinatni bazi, kar enak baznemu vektorju e,. Velja tudi

!/ ! __ !/ ! __ !/ ! __
Lo Ly= 8y €= €z €x=0, (U.29)

kar nam pove, da ostanejo telesni bazni vektorji , ki pripadajo tockam
linijskega racunskega modela, tudi po deformaciji pravokotni med seboj,
pri ¢emer pa vektorja e, in e’ nista vec enotska vektorja.

12



U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Sedaj lahko zapiSemo ravnotezne enacbe deformiranega nosilca v
skalarni obliki

dN,
o +P,=0 (U.30)
dN,
, =0 U.31
o P (U.31)
dM, dw
N,— — N, =0. U.32
dx + dx + M,y ( )

Kakor vidimo, nastopa v momentni ravnotezni enacbi tudi osna sila V.
Vendar je ta enacba nekoliko nerodna, saj bi morali najprej izracunati
precno silo N, v odvisnosti od zunanje obtezbe P,. Tej nevSecnosti
se izognemo tako, da enacbo (U.32) odvajamo po x, upostevamo zvezo
(U.31) in po ureditvi dobimo

M, d (. dw M
— | Neg— ) =— | P, L .
dx? * dx < da:) (P * dx ) (U33)

Kakor vemo, predstavlja osna sila rezultanto vzdolznih normalnih
napetosti v preénem prerezu, upogibni moment pa rezultanto nji-
hovih staticnih momentov glede na tezis¢e precnega prereza nosilca. 7
drugimi besedami: normalne napetosti 0., v pre¢nem prerezu moramo
dolociti tako, da bo njihova rezultanta enaka osni sili N,, njihov rezul-
tirajo¢i staticni moment glede na teziSCe pa upogibnemu momentu
My, ki smo ju predhodno dolocili iz ravnoteznih pogojev. Z enoos-
nim poskusom smo normalno napetost 0., povezali s specificno spre-
membo dolzine vzorca D.,. V poenostavljenem primeru, ko so vse
deformacijske koli¢ine zelo majhne v primerjavi z enoto, smo specificno
spremembo dolzine kot realno fizikalno koli¢ino nadomestili z diago-
nalno komponento e,, simetricnega dela matrike parcialnih odvodov
pomikov, ki je po svoji naravi formalna matematic¢na koli¢ina, fizikalni
pomen pa ji lahko pripiSemo le v primeru majhnih deformacij. V okviru
nasega strozjega racunskega modela nosilca pa vzamemo konstitucijski
zakon v obliki, ki ustreza enoosnemu poskusu

Ops = EDyy . (U.34)

13



U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

V poglavju o deformabilnem telesu smo specificne spremembe dolzin
izrazili s komponentami tenzorja velikih deformacij F;; {. Za vlakno, ki
je bilo pred deformacijo vzporedno osi x, tako dobimo

Dyw = \/1+2E,, — 1. (U.35)

Na obeh straneh enacbe (U.35) pritejemo 1 in jo kvadriramo
142Dy + D2, =14 2E,,. (U.36)

Upostevajoc predpostavko (U.20) lahko zanemarimo D2, v primerjavi
z 2D,,. Tako ugotovimo, da je specificna sprememba dolzine D, pri-
blizno enaka komponenti F,, tenzorja velikih deformacij, ki jo lahko
izrazimo s parcialnimi odvodi pomikov

ou, 1 (0Ouy, 2 ou, 2
DmNEm_&r+§<8x> +§<8x> ) (U:37)

Pri tem smo upostevali, da je v naSem primeru u,, = 0. Ob predpostavki
(U.20) lahko vzamemo

1 [ Ouy 2 Ouy
- U.38
2 < ox ) < ‘ ox ( )
in 7z upostevanjem zvez (U.21) dobimo
du d>w 1 (dw
Dpw= 2 2204 - (22 .
dr  * dz? * 2 (daz) (U-39)

Vzdolzna normalna napetost v poljubni tocki precnega prereza je tako

du dPw 1 [(dw
wo=F |— —z2—5+—-— || . 4
7 |:dl‘ de2+2<dx>] (U-40)

Sedaj lahko zapiSemo pogoja, da mora biti rezultanta normalnih
napetosti o, enaka osni sili N, njihov rezultirajoc¢i stati¢ni moment

'l‘ Glej knjigo Srp¢i¢, Mehanika trdnih teles, 2003.
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

glede na teziSce pa upogibnemu momentu M, ki smo ju predhodno
dolocili iz ravnoteznih pogojev

N, :/Jm dA, =
A
du 1 (dw)” d?w
T T T
Ay A

'Q{z
@ +1 d_w ’ /ZO' dA —Ed2—w/z2cr dA£U42)
der 2 \dz v dx? o .

x x

E

Ker je
/Uxm dAa: = Aw

8

2
2505 dAy = Iy,

Ay
o,

Ay

iz enacb (U.41) in (U.42) sledi

du 1 [dw\?>
N =FA, | — + - | — 44
v dx + 2 <da:> ] (U-44)
d?w

b

Z oznako ’ pri osni sili smo poudarili, da gre za fizikalno komponento

notranje sile, ki se nanaSa na enotski vektor v smeri deformiranega

15



U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

telesnega baznega vektorja e’

N, =N. 2. (U.46)

Pri upogibnem momentu te potrebe ni, saj je e, = e,.

Zveza (U.45) je v mehaniki konstrukeij znana kot enacha elastike in je
o¢itno neodvisna od tega, ali zapiSemo ravnotezne pogoje na deformi-
ranem ali na nedeformiranem nosilcu. To je razumljivo, saj gre dejansko
za zvezo med upogibnim momentom in ukrivljenostjo nosilca, ki je zgolj
geometrijski pojem in je pri majhnih spremembah oblike nosilca dovolj
natancéno opisana z drugim odvodom povesa w. Zvezo (U.45) vstavimo
v momentno ravnotezno enacbo (U.33) in dobimo

&2 (2M,\ d (. dw dM
SN (o, u) | U.47
dx? ( dx? ) dx ( da:) (P + dx > ( )

Tako smo dobili strozjo obliko enac¢be upogibnice, ki vkljucuje tudi vpliv
osne sile na upogibke w(z).

V nadaljevanju si oglejmo tri razlicne moznosti uporabe te enacbe. Na-
jprej vzemimo, da na nosilec razen nadomestne linijske obtezbe P, in

sila pozitivna in konstantna po dolzini nosilca
N, =N > 0= konst.

Zaradi preglednejSega pisanja vpeljemo okrajsavo

N
k2 = U.48
El,, ( )
in za primer, da je upogibna togost FI,, konstantna vzdolZz nosilca
dobimo d4 » M
w w 1
—k?— = . L. U.49
dx* dz?2  EI,, <P * dx ) ( )
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Splosna resitev dobljene enacbe je
w(x) = Cy shkx + Cy chkx + Csx + Cy + wy (U.50)

kjer je w, partikularna resitev, odvisna od desne strani enacbe ().
Natanc¢nejSa matematicna analiza pokaze, da dobljena enacba nima sin-
gularnih tock. To je razumljivo, saj si zlahka predstavljamo, da natezna
osna sila kve¢jemu zmanjSuje povese zaradi precne obtezbe.

Druga moznost je, da v nosilcu vlada konstantna tlacna osna sila

N, = —P = konst.

| P
k? = =7 (U.51)
vy

in pri konstantni upogibni togosti se enacba (U.47) glasi

d*w d?w 1 dM
k2 = . v . U.52
dx?t * dz?  EI,, <P * dx ) ( )

Z, okrajsavo

V tem primeru nastopajo v homogenem delu splosne resitve trigonome-
tricne funkcije

w(x) = Cy sinkx + Cy coskr + Csx + Cy + wp (U.53)

Nadaljnja analiza je odvisna od tega, kaksna je desna stran dobljene
enacbe. V primeru, da na nosilec deluje od nic¢ razlicna precna obtezba
(P, # 0 in M, # 0), je desna stran razlicna od ni¢ in nosilec se de-
formira ze pri vzdolzni obtezbi P = 0. Zacetni pomik wg se z narasca-
njem sile P povecuje, kar pomeni, da ravna ravnotezna oblika nosilca
ni mozna. Zato tudi ne pride do uklona nosilca v smislu preskoka iz
ravne v deformirano ravnotezno lego. Tak primer mehanskega stanja
imenujemo napetostni problem za razliko od stabilnostnega problema,
s kakrsnim imamo opraviti v primeru, da je precna obtezba enaka nic.
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Tedaj namrec nosilec ostane raven vse dokler sila P ne doseze kriticne
vrednosti, pri kateri nosilec trenutno preide v izklonjeno ravnotezno
lego. Diferencialna enacba (U.21) se tedaj glasi

d*w d?w
k2 — , U.54
Ttk =0 (U.54)

Ob upostevanju vpeljanih predpostavk in okrajsave (U.51) lahko iz
enacbe (U.32) izrazimo tudi precno silo N,

d?w dw
N,=—|—+K2—] | U.55
< dx3 + dx > ( )

Enac¢bo (U.54) imenujemo klasi¢na uklonska enacba, saj omogoca
dolocitev kriticne uklonske sile v klasicnih uklonskih primerih. V
matematicnem pogledu gre za razmeroma preprosto navadno linearno
homogeno diferencialno enacbo s konstantnim koeficientom, ki jo brez
tezav reSimo s primerno zamenjavo spremenljivk. Splosna reSitev je

w(z) = Cy sinkx 4+ Cy coskx + Czx + Cy |. (U.56)

Ce dolo¢imo prve §tiri odvode pomika w

cé_w = kCicoskr — kCssinkx + Cs
x
d2
d_qg = —k2Cysinkx — k2Cy cos kx
dfw (U.57)
5 = —k3C, cos kx + k3Cy sin kx
x
4
Ccll—ui = k'Cysinkz + k*Cycoskx,
x
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

se lahko hitro prepri¢amo, da je nastavek (U.56) resitev uklonske enacbe
(U.54). Pri tem so Cy, ..., Cy integracijske konstante, ki jih moramo
dolociti iz ustreznih kinemati¢nih in staticnih robnih pogojev za vsak
primer podpiranja nosilca posebej. Da bi lahko zapisali tudi kine-
mati¢ne robne pogoje v podporah, kjer je preprecen upogibni zasuk,
se spomnimo Se zveze med povesom w in zasukom w,,

_dw
dr

Dolocanje integracijskih konstant in s tem posebnih resitev uklonske

(U.58)

wy:

enacbe (U.54) prikazemo na §tirih osnovnih uklonskih primerih (slika
U.7), ki predstavljajo prakti¢no pomembne primere tla¢no obtezenih
stebrov z razlicnimi nacini podpiranja.

Pl | Pl %Pl

%
A %

\
N

1,=0.71

1,=0.51

Slika U.7
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Prvi osnovni uklonski primer

Kot prvega od osnovnih uklonskih primerov obravnavajmo enostransko
polnovpet steber dolzine | z minimalnim upogibnim vztrajnostnim mo-
mentom I, = I,;, in z modulom elasti¢nosti £ (slika U.7.1). V vpeti
podpori (2 = 0) morata biti izpolnjena kinemati¢na robna pogoja, da
sta prepreCena poves w in zasuk w,. V prostem krajiscu (z = [) pa
moramo upostevati staticna robna pogoja, da sta tako precna sila IV,
kakor tudi upogibni moment M, enaka nic. Pogoje, v katerih pomik
w ne nastopa eksplicitno, izrazimo s pomocjo pomoznih enacb (U.45),
(U.55) in (U.58)

dx
d?w
M,=0 — dx2_0
z =1
No—o — d3w+k2dw_0
2 dx3 dr

Ob upostevanju izrazov (U.57) za odvode pomika w dobimo

Co+Cy=0
kCi1+C3 =0
L (U.59)
k“Cisinkl + k*Cycoskl =0
k*C3=0.
Dobljeni homogeni sistem linearnih algebrajskih enacb za konstante
C1, ..., C4 je tako preprost, da bi ga lahko resili kar na pamet. Vendar
ga najprej zapiSimo v matric¢ni obliki
0 1 0 1 4 0
k 0 1 0 Co| _)O
k?sinkl kZ%coskl 0 0 Cs( )0 (U-60)
0 0 k2 0 Cy 0
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Prikazani homogeni sistem enacb ima vedno trivialno resitev C; =
Cy = C3 = C4y = 0. Vendar nas te reSitev ne zanima, saj pripelje
zgolj do nedeformirane ravnotezne oblike nosilca w(z) = 0. Netrivialne
resitve pa dobimo le v primeru, da je matrika koeficientov singularna,
kar pomeni, da je njena determinanta enaka nic

0 1 0 1
K 0 10

K2sinkl kcoskl 0 0] O (U.61)
0 0 k2 0

7Z izvrednotenjem determinante preide pogoj (U.61) v naslednjo obliko
kP coskl = 0. (U.62)

Prva resSitev dobljene enacbe je k = 0 — P = 0, vendar ta reSi-
tev ni zanimiva, saj pri neobtezenem nosilcu uklona ne pricakujemo.
Preostane nam mnozica drugih resitev

coskl =0 — kl:g+n7r (n=0,1,2,...), (U.63)

od katerih pa nas spet zanima le reSitev pri n = 0, za katero ob
upostevanju oznake (U.51) velja

/Pt x 1) wEIL

Tako smo dobili prvo in s tem najmanjso kriticno uklonsko silo v obrav-

navanem primeru, kar smo tudi poudarili z oznako (). Vse preostale
reSitve pri n = 1,2, ... bi namrec pripeljale do vecjih vrednosti kriticne
uklonske sile, ki pa za prakti¢no oceno uklonske varnosti nosilca niso
pomembne.

Sedaj lahko konc¢no zapiSemo posebno resitev uklonske enacbe za obrav-
navani primer. Pri P = Py, je matrika koeficientov sistema (U.60) sin-
gularna, zato je reSitev neskonc¢no veliko. Drugace povedano, reSitev
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

lahko doloc¢imo le do faktorja natancno. Naceloma bi morali uporabiti
katero od znanih metod za iskanje netrivialnih resitev homogenega sis-
tema enacb. Vendar je nas primer tako preprost, da lahko neposredno
zapisemo

Cl = 03 =0 1in 04 = —02 . (U65)

Ker je ob upostevanju izraza (U.64) za kriti¢no silo

k=

P,S) T
EI, =5 (U.66)

sledi iz enacbe (U.56) posebna resitev (slika U.7.1)

w(z) = Coq (cos % - 1) i (U.67)

Prva uklonska oblika obravnavanega nosilca je torej kosinusoida. Naj-
vecji upogibek je dolocen z velikostjo konstante C, ki je lahko poljubna,
vendar dovolj majhna, da so izpolnjene predpostavke, ob katerih smo
izpeljali uklonsko enacbo.

Drugi osnovni uklonski primer

Drugi osnovni uklonski primer predstavlja obojestransko ¢lenkasto pod-
prt nosilec, ki je v pomicno podprtem krajiS¢u obtezen s tlacno vzdolzno
silo P (slika U.7.2). Robni pogoji v tem primeru so

w =20
r=0... 2
d*w

w =20
r=1... 2
d*w
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Ob upostevanju izrazov (U.51) za odvode pomika w dobimo

Co+Cy=0
k2Co =0
. (U.68)
Cisinkl + Cycoskl +Cskl+Cy =0
k*Cysinkl + k*>Cy cos kl = 0
oziroma v matric¢ni obliki
0 1 0 1 4 0
0 k2 0 0 Co | _JO
sin kl coskl kIl 1 Cs( YO (U.69)
E2sinkl k2?coskl 0 0O Cy 0
Pogoj za obstoj netrivialnih reSitev
0 1 0 1
0 k2 0 0
sinkl  coskl Kl 1] O (U.70)
k?sinkl k2coskl 0 0
tokrat pripelje do enacbe
Ik*sinkl = 0. (U.71)
Podobno kakor v prejSnjem primeru obravnavamo le moznost
sinkl =0 — kKl=nr (n=0,1,2,...). (U.72)
Resitev kI = 0 ne pride v poStev in prvo kriti¢no uklonsko silo dobimo
prin=1
[ B _ ) _ T Bl U.73
El, s — P, = T (U.73)
Iz prve in druge enacbe sistema (U.68) sledi
Co=0C4=0, (U.74)
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

iz tretje in Cetrte pa
Cisinkl+C3l =0

. (U.75)
Cisinkl =0.
Torej mora biti C's = 0 in posebna resitev uklonske enacbe je
w(z) = Cysin ? : (U.76)

V tem primeru je uklonska oblika sinusoida. Najvecji upogibek na sre-
dini dolzine nosilca je doloc¢en s konstanto C, ki je spet lahko poljubna,
vendar dovolj majhna vrednost.

Tretji osnovni uklonski primer

Tretji osnovni uklonski primer predstavlja steber, ki je na enem koncu
togo vpet, na drugem pa pomicno vrtljivo podprt in obtezen s tlacno
vzdolzno silo P (slika U.7.3). Robni pogoji za dolocitev integracijskih
konstant so tedaj

w =0

Tt { wy=0 — ‘é—::o
w =10

r=1... M, =0 62271;)_

Ob upostevanju izrazov (U.57) za odvode pomika w dobimo

Co+Cy=0

kCi+C3=0

Cisinkl + Cocoskl +C3l+Cy =0
k2Cysinkl 4+ k2Cycoskl = 0

U.77)
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Podobno kakor v prejsnjih dveh primerih izrazimo pogoj za obsto]
netrivialnih resitev dobljenega homogenega sistema enacb z zahtevo,
da mora biti determinanta matrike koeficientov enaka nic

0 1 0 1
k 0 1 0
sinkl  coskl 1 1| (U.78)
k2sinkl k2coskl 0 0
Tako dobimo
k? (sinkl — kl cos kl) = 0. (U.79)

Pogoj za nastop ravnoteznega stanja v deformirani legi nosilca je tokrat
sinkl — kl coskl =0. (U.80)

Dobljeno trigonometriéno enacbo lahko reSimo s primerno iteracijsko
metodo, na primer z Newtonovo metodo zaporednih priblizkov . Naj-
manjsa pozitivna reSitev, izracunana na tri decimalke natancno, je

p
kl 93 — l El, 93 (U.81)

Prvo kriti¢no silo izrazimo podobno kakor v prejsnjih primerih in z
zaokrozitvijo koeficienta v imenovalcu dobimo

2F1I
ph T " U.82
k= (0.71)? v82)
V sistemu (U.77) lahko konstante Cy do Cy izrazimo s Cy
C3 = —kCy
Cz = —Cl tg kl (U83)

04: —Cz :Cltgkl

'I' Glej na primer: Bronstejn, Semendjajev, Matemati¢ni priro¢nik, Ljubljana, 1967,

str. 163-165.
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

S tem in ob upostevanju izraza (U.82) za kriti¢no silo lahko uklonsko

obliko opiSemo z enacbo

4.493 4.493
w(xz) = Cy |sin ; T 4.493 cos 7 x +4.493 <1 _ %)]

(U.84)

Cetrti osnovni uklonski primer

Kot cetrti osnovni uklonski primer obravnavamo obojestransko vpet
nosilec, pri katerem je v obtezenem krajis¢u sproscen vzdolzni pomik
(slika U.7.4). Robni pogoji za dolocitev integracijskih konstant so tedaj

{w:

r=1...

wy=0 — Cfl—wzo
xr

Od tod sledi sistem homogenih enach za integracijske konstante

Co+Cy=0

kCi1+C3 =0
Cisinkl 4+ Cocoskl +C3l+Cy =0
kCicoskl — kCysinkl +C3 =0

(U.85)

Iz zahteve, da mora biti determinanta matrike koeficientov enaka nic,
dobimo pogoj za ravnotezje v deformiranem stanju v naslednji obliki

cos kl — % sinkl —1=0. (U.86)
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Hitro se lahko prepricamo, da je prva pozitivna resitev dobljene enacbe
kl = 27. Od tod sledi prva kriti¢na sila obravnavanega nosilca

7r2EIy

pm _
ko (0.51)2

(U.87)

Preostane nam Se dolo¢itev uklonske oblike. Ce zapiSemo sistem enac¢b
(U.85) pri kl = 27, dobimo

Ci=C3=0

U.88
- o (U88)

in enacbo racunske osi nosilca v deformirani ravnotezni legi lahko
zapiSemo v preprosti obliki

w(z) = Cs <cos e _ 1) . (U.89)

Eulerjeva uklonska sila, uklonska dolzina, uklonska vitkost

Opazimo lahko, da smo ob predpostavki, da je I, = I, kriticno
uklonsko silo v vseh stirih obravnavanih uklonskih primerih zapisali v
enaki obliki

7r2EIy
Pk}’l" - l2

(U.90)

Pri tem smo vpeljali tako imenovano uklonsko dolzino nosilca l,. V
prvem od obravnavanih primerov je [, = 2, v drugem [,, = [, v tretjem
l, = 0.7] in v ¢etrtem [,, = 0.5[. Kriti¢no silo, zapisano v obliki (U.90)
imenujemo Fulerjeva kriticna uklonska sila ali tudi elasticna uklonska
sila, saj je z njo dolo¢en prehod iz ravne v deformirano ravnotezno
obliko le v primeru, da je nosilec v celoti v elasticnem obmocju.
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U.1 Splosno o stabilnostnih problemih

Eulerjevo kriticno silo pogosto zapisemo tudi v nekoliko drugacni ob-
liki. Kakor vemo iz elementarne trdnosti, predstavlja mero za upogibno
togost precnega prereza nosilca tako imenovani vztrajnostni polmer pre-
reza. Pri uklonu okrog Sibke osi y je pomemben vztrajnostni polmer
iy = min

1y

iy =\ 4 (U.91)

Pri obravnavanju ukonskih problemov je ugodno vpeljati novo koli¢ino
A, ki jo imenujemo uklonska vitkost nosilca in je definirana z razmerjem
med uklonsko dolzino [, in minimalnim vztrajnostnim polmerom, v
nasem primeru 4,

Ly,
Ay = 2. (U.92)

ly

S tem lahko izraz za Eulerjevo kriticno silo zapiSemo takole

m2EA,

Pkr:
Ay

(U.93)
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