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Upogibne momente za stétio nedol@eno konstrukcijo prikazujemo na sli&i132

Wm =
25.64
24.09

©
[My] W;%.]a

Slika 5.132:Upogibni momenti na statho nedol@eni konstrukciji

Racun osnih in precnih sil

Osne in préne sile na statho nedol@eni konstrukciji izr&unamo tako, da obravnavamo osnovno kon-
strukcijo, sili X7 in X5 pa up&tevamo kot zunanjo obitbo. Da lahko doldimo potek osnih in pténih
sil na konstrukciji, moramo elemente konstrukcije razdeliti na polja
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Slika 5.133:Polja za r&un notranijih sil

Diagrama osnih in pfih sil prikazujemo na slikb.134

ﬁ ~27.16
- ® QI
~52.73 — W e
52716 52,73
— O 4727
[V ] & [V ]

Slika 5.134:Diagram osnih in prénih sil na statino nedol@eni konstrukciji

Al [H] [«



476 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.32 Ugotovimo velikost napake, ki jo naredimo pri nalogi 5.31, ker n&Stgp@amo vpliva osnih
sil na pomike. Préni prerez elementov je pravokotne oblike z dimenzijami, podanimi n&sliBh

20 cm~

<p

2y

Slika 5.135:Pretni prerez elementov konstrukcije

Razmerje vztrajnostnega momedfan preCnega prereza, je

I, 20 - 30° 2 2
A—z_m—% cm” = 0.0075 m”~.

Diagrame osnih sil zaradi si, @, X1 = 1in X5 = 1 podajamo na slikb.136

[NxQ]

O -0.5 ®Ho0.25

[le] , [NZ2]

Slika 5.136:Diagrami osnih sil
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 477

Koeficientia;; in b; zaradi vpliva osnih sil:

1 12 4.5
a11(Ng) <2 '2+12'4>=EA7
T

T EA,
112 5 _ 0125
 EA 4

az(Ng)

ac E A’
b (N,) = —E;$5-2-;: —El,

Koeficientia,;; in b; ob updtevanju upogibnih momentov in osnih sil so

I
El,a1 =8+4.5-% = 8.03375,

Az
10 I
E a3 = — +0.125-% = 3.33427,
3 A,
14 I
EI =—— —0.25-L = —4.66854
y 12 3 Ax )
I
EI,by = —530 — 0.25A—y = —530.001875,
T
970 I
El by = — +2.5-% = 323.352083.
3 A,

Kinemattna pogoja sta

[8.03375 —4.66854] [Xl} B [530.001875]

—4.66854  3.33427 | [Xa| |—323.352083

ReSitev sistema erid je
[Xl] _ [ 51.606 kN }

Xo| |—24.721 kNm/| "

S primerjavo rezultatov naloge 1 in haloge 2, ugotovimo, da je velikost napake zaradi zanemaritve vy
osnih sil enaka 2.2 % za sil&; in 6.2 % za silaXs.

Primer 5.33 lzratunajmo osne sile v palicah na slikil37prikazanega pafija. Elasttni modulZ' in
plo&Cina pre&&nega prerezal,. sta za vse palice enaka. Rgk je obt&eno z eno samo silB = 10 kN.
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478 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

—
[av]
(o)l
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fe—3.70m———~—3.70m ——

Slika 5.137:Stattno nedolGeno paltje

PaliCje je enkrat statino nedoléeno @ = 6 — 2 -2 — 1 = 1). Na sliki 5.138prikazujemo osnovno
konstrukcijo, ki je izbrana tako, da pre&mo palico 3.

Slika 5.138:0snovna konstrukcija

Neznano silo dobimo iz kinemétiega pogoja
a1 X1 +b=0.
Koeficientaay in b; doloCimo po enébah

6 Lio o 6 o © 6 Li 6
Z/N i Nayi ZN i Nyi Z/NmeQz ZNmz’NinLi
2 ~ A ’ ~ E; Ay : E; Ay,
—1y - —19

=1

pri Eemer smo upitevali, da se osne sile in ird prerez vzdd osi palice ne spreminjat&e imajo vse
palice enak prerez in so iz enakega materiala, se izrazg 48 b; 5e nekoliko poenostavita

:BQz

||M@

M= pa A

VrednostiE A, aq1 in B A, by izraCunamo v preglednic‘i.a
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 479

Tabela 5.3: Réun koeficientowiy1 in by

Palica: L; Nin lei N:}?lz L; Ny Nin L;

1 4.507 | —9.014 | —0.9014 3.662 36.619

2 3.953 | 0.0 1.581 9.880 0.0

3 1.250 | 0.0 1.000 1.250 0.0

4 4.507 | —9.014 | —0.9014 3.662 36.619

5 3.953 | 0.0 1.581 9.880 0.0

6 7.500 | 7.50 —0.750 4.219 —42.180

FEAza11 = 32.557 | EA.b; = 31.05

Neznana silaX; je:

by 31.05
— = ———— = —-0.9537 kN.
0/11 3255

Sile v palicah izraunamo z upstevanjem principa superpozicijd,; = Nyg; + Na1s Xi:

X, =

Ny1 = —9.014 — 0.9014 - (—0.9537) = —8.154 kN,
N = 0.0 4 1.581 - (—0.9537) = —1.508 kN,

Nyz = 0.0+ 1.0 - (—0.9537) = —0.954 kN,

Nys = —9.014 — 0.9014 - (—0.9537) = —8.154 kN,
N5 = 0.0 4+ 1.581 - (—0.9537) = —1.508 kN,

Ny =7.5—0.75 - (—0.9537) = 8.215 kN.

Primer 5.34 Za paliCje na sliki5.139dolo¢imo sile v palicah! Palice imajo enako @tino pre&&nega
prerezain so narejene iz materiala z enakim modulom élagstiF. SilaF', s katero je palije obt&eno,
deluje v smeri osy in ima velikostF = 1 kN. Koordinate vozEC so:77(3,0,4), 7»(0,0,0), 73(3, 4, 0),
T4(0,4,0) in T5(0,4, 4).

Al [H] [«



480 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Slika 5.139:Prostorsko palije je obtéeno s silo v smeri osi” globalnega koordinatnega sistema

Konstrukcija je enkrat statho nedolédena ¢ = 4 — 3). Osnovno konstrukcijo, ki jo tvorimo tako, da
prer&emo palico 4, prikazujemo na sliki14Q

I

X

Slika 5.140:0snovna konstrukcija
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 481

Silo X; = N, v palici 4 izr&€unamo iz kinemafinega pogoja
a1 X1 +b1 =0.

Podobno kot pri pr&nji nalogi koeficienta; in by izraunamo po erizbah

4
N
:m

||M_>

ail = :BQz
V preglednici5.4izratunamo vrednostty A, a1 in E A, b;.
Tabela 5.4: Réun koeficientowiy1 in by
Palicasz Li Ngch Nzli lez L N:cli Nin Li
1 5 5/4 1 25/4
2 42 0 44/2/5 128\@/25 0
3 VAL | —\/41/4 | —2V/41/5 164+/41/25 44/41/10
4 5 0 1 5 0
FA,a11 =59.2453 | EA. b1 = 32.5028
Sila X; je
b
X; = ——% = —0.54861 kN.
ail

Osne sile v stafino nedolGenem patju izraCunamo tako, da na osnovni konstrukcijssgemo vpliv
Zunanije obtgbe in sileX;

Nz =1.25+1-(—0.54861) = 0.70139 kN,

42
Ny = gf - (—0.54861) = —0.62069 kN,
VAT 241
Nig = == = = - (0.54861) = —~0.19564 kN,

Nz4 = —0.54861 kN.

Primer 5.35 Trapezno vgalo na sliki5.141je obt&eno z dvema silama velikogti DoloCimo siloS v
razpori AB. Velikost sileF je 100 kN, razdaljaa je 2 m, plo&ine preEnih prerezov soAds; = 196 cm?,
Ag = 144 cm?, A, = 64 cm? in A, = 240 cm?. Vztrajnostni momenk,, nosilca je8000 cm?. Pri
racunu upd&tevajmo tudi vpliv osnih sil na deformacije.
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482 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

[ [

A S B

~a »f 2a i a |

Slika 5.141:Geometrija in obt&ba trapeznega %ala

Stopnjo statine nedolGenosti izr@unamo z naslednjim izrazom
n=2+1+22-1)-44+23-1)-2-6-3=1,

torej je konstrukcija enkrat stétio nedoléena. Osnovno konstrukcijo (slikal42 izberemo tako, da
sprostimo vzddini pomik nekje v razpord B. Neznana silaX; je sila v razpori.

e AN
F 7 F M
A N S B
X
Sq So
C D

TI777777.

Slika 5.142:za neznano sild(; izberemo silo v razpori

Neznano silaX; izratunamo iz kinematinega pogoja
a1 X1 +b1 =0.

Na sliki 5.143prikazujemo diagram osnih sil in diagram upogibnih momentov na osnovni konstrukc
zaradi silF.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 483

= O =
0 ~100  —100 0 0 O [My()]
0
' [Ne(F)] e @

200

Slika 5.143:Diagram osnih sil in momentov zaradi zunanje dbie

Na sliki 5.144prikazujemo diagram osnih sil in diagram upogibnih momentov na osnovni konstrukc
zaradi silX; = 1.

ﬂ_UGbl 0
\f

S O 0 [y 0)]

p LT TG s B

[Nz (X1)] 2

Slika 5.144:Diagram osnih sil in momentov zaradi silg = 1

Koeficientaa:; in by izraCunamo z naslednjima izrazoma:

2\@-\/§2.¢§.2+2-1-1 gy 411 811

Eay = :
ar 0.0196 0.0144 ~ T 0.0064 ~ 0.024
1 2.2 2
22.2.2.244.2.2) =1813.34+2 67 = 268480.
+0.00008< 53 + > 813.34 + 266666.67 = 268480.00,
2.100- 1 1 2200 2

Eb = : 2.2.244-200-2

" T 0.0144 +0.00008( 2 3 4200 >

= 27777.78 4 26666666.67 = 26694444.44.

Sila X je enaka sili v razporb

b1 26694444.44
Xi=S=—=————-——"—=-9943kN.
! a1l 268480
Primer 5.36 DolocCimo diagram upogibnih momentov za trikotnGai® na sliki5.143 Velikost kon-
stantne linijske obtebe 22, na enoto ddtineSpirovca je0.8 kN /m. Vpliva osnih sil na deformiranje ne
upacstevamo.
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484 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

prerez Spirovcev
AC 1n BC

~10 cm™~

zy

} Sm < S5m }

Slika 5.145:Trikotno vesalo je obtéeno s konstantno linijsko olitieo

Konstrukcija je enkrat statho nedol@ena. Osnovno konstrukcijo izberemo tako, da sprostimo ¥ndol
pomik vSkarjahDE (slika5.146.

Slika 5.146:Neznana sila\; je sila vSkarjahDE

Neznano silaX; izratunamo iz kinematinega pogoja
a1 X1 +b=0.

Na sliki5.147prikazujemo diagrama upogibnih momentov na osnovni konstrukciji zaradi linijsktzibte
2, in zaradi sileX; = 1.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 485

Slika 5.147:Diagram upogibnih momentov zaradi linijske obve 22, in zaradi sileX; = 1

Koeficientaa;; dolo¢imo na osnovi diagramﬁi_{yl (slika5.14%)

15 5/2 1 2 5  125V2 _ 7.366

T El,4 2 234 24EI, EI,

ail

Za ra&un koeficienta; potrebujemo lego 8¢ polovice kvadratne parabale- = 5a/8 (glej pregled-
nico 1.1) ter velikostM,; pri zr:

5a  5-5vV2 252 _ 25v2-5-2 25
24 _ - ~ 2210 i _ DOVE9 S 20 v 781 KNm?.
T =g 8.2 16 m, My (er) = 70 5v2 32 m

Tako izr&unamaseb; :

. 5v2 5v2 2 25 525 2604
""EI, 2 2 332 " 24EI, EI,’

Sila vSkarjahDFE je enaka

225.24 2
b 225 _ V2 N
a 24 - 125/2 2

X =

Za r&un diagrama upogibnih momentov na stati nedol@eni konstrukciji upétevamo princip super-
pozicije — s&tejemo momente od zunanje afite &7, in od sile X;. Upogibni moment\/p, in Mg,
izracunamo takole:

Mp, = Mp, = 3.536 + 1.25 - (—3.536) = —0.884 kNm.

Ce updtevamo, da je momemt/,; nacetrini in na trehtetrtinahSpirovca enak).625, moment zaradi
2. pa 2.652 KNm, dobimse )M, v teh tackah:

M, = 2.652 + 0.625 - (—3.536) = 0.442 kNm.

Diagram upogibnih momentov stétio nedol@ene konstrukcije prikazujemo na slkil48
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486 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Slika 5.148:Diagram upogibnih momentov stétio nedol@enega trikotnega gala

Primer 5.37 IzraCunajmo notranje sile v konstrukciji na sli&i149 UpoStevajmo tudi vpliv osnih sil
na pomike. Sil&" je enakalO kN.

10m

TITITITT.

1 10m i 10m 1

Slika 5.149:Enktrat staitno nedol@ena konstrukcija

Konstrukcija je enkrat stdtho nedolgena ¢ =2+ 1+2(2—-1) -2 —2-3 = 1). Izberemo osnovno
konstrukcijo tako, da sprostimo medsebojna zasuka na vrhu konstrukcijegslik@.

TITTTI77.

Slika 5.150:0snovna konstrukcija

Neznano silaX; izratunamo iz kinematinega pogoja

011X1+b1 = 0.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 487

Koeficientaa;; in b; dolo€imo po enébah

21 Na1 Myl Myl I\ NmQ Myi Myq
ajl = Z/ < dr, b= Z EIy dzx.

Na sliki5.151prikazujemo notranje sile na osnovni konstrukciji zaradi BildPre&nih sil ne up&tevamo,
osne sile so enakeai

Slika 5.151:Notranje sile zaradi silé&" na osnovni konstrukciji

Na sliki 5.152prikazujemo notranje sile na osnovni konstrukciji zaradi momeénta-= 1.

Slika 5.152:0sna sila in upogibni moment zaradi mometa= 1 na osnovni konstrukciji

Iz diagramov na slikab.151in 5.152sledi, da je koeficient;; razliCen od nE, b; pa enak ré. To
pomeni, da je moment; enak n€. Diagrame notranjih sil na statio nedol@eni konstrukciji prikazu-
jemo na sliki5.153

Ker so po linearni teoriji elasthosti vzdokni in pre&ni pomiki v nosilcu med seboj neodvisni, poviro

navpina sila na vodoravni element le naiype pomike. Razdalja med podporaran B se ne spremeni
in so zato notranje sile v zgornjem nosilcu enak®& ni
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488 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

[A2]
0 0

2
AT N

Slika 5.153:0d ni¢ sta razléna le préna sila in upogibni moment v vodoravnem nosilcu

Primer 5.38 Za konstrukcijo na slikb.154dolo¢imo navptni pomik t@&keT"! Togost elementov kon-
strukcije je za vse elemente enaka, = konst. Konstrukcija je obkena le s tokovno siloF' v tocki T'.

Yr777977A
|
el

/

| a ~ a ~

Slika 5.154:Geometrija in obt&ba

Stopnja statine nedoléenostijen =2 (n = 3+ 14+ 1 — 3 - 2). Osnovno konstrukcijo izberemo tako,
da odstranimo podpo# in C (slika5.155.

! D

N

B T c

X F Xz
/

Slika 5.155:0snovna konstrukcija
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 489
Kinemattna pogoja sta:

a11X1 +apXo + by =0,
a1 X1 + a990Xs + by = 0.

Pri ratunu pomika tékeT" zanemarimo vpliv osnih sil, zato ta pomik délmo po enabi

Diagrami upogibnega momenta zaradi zunanje digen zaradi silX; = 1 in X, = 1 so prikazani na
sliki 5.156

Y
[MyQ]
§mj Wﬂ
ST - JC U
G R

Slika 5.156:Upogibni moment zaradi sil& ter sil X; in X,

Koeficientea;; in b; doloCimo iz diagramov n&.156

2 5
Efyan:a?aga‘QwLa‘?:ga‘?,
aa? aa (2 1 2aa (2 a 11a3
Eljan=""01+a+ 2% (Za+:2a)+ 222 (2244 2) =
y 422 5 3a+a + 5 (3a—|—3 a>—|— 5 (3 a+3> 5
272 1 5
Elya = —% <3a+ 32a> —a® = —§a3,
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490 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

F Fa?
Elb =-—222_29

2 3 6
Fa® (a 2 5Fa
El,bp=— |[=+22a) =
v =T (3+3 a) 6
ReSitev sistema kinematinih end&b
5a3 5a’ X Fa®
- T ! - 10 —10] [X; - F
3 3 _ 6 R —
_@ 11a3 x 5Fa? —10 22| | X> 5F
3 3 2 6
je
x - E 5,
30 3

DoloCitev pomika wp

Osnovno konstrukcijo ob#mo z virtualno silad F' = 1 na mestu in v smeri iskanega pomika. Upogibni
moment na osnovni konstrukciji zaradi silé’ = 1 prikazujemo na slikb.157

e

Y

of =1

\

Slika 5.157:Upogibni moment zaradi sil&F = 1.0

Upostevamo, da je ) )
MJ* = Myq + X1 My + Xo My
in da je M, r razlicen od nt le v zgornjem vodoravnem elementu

a

M,o M, M
fwT:/yQde:c—i-Xl yl dea;X/
El,

Te integrale izrdunamo na osnovi diagramov na slikali56in 5.157
1 [Faa?2 aal aa (2 1
= —a+X1—-a—Xo— | =2a+ = =
wr Ely[ g 30T Ay gt A (3 C“Lsaﬂ

1 Fa3+Ea F5a®\ 17Fd’
B\ 3 306 3 6 ) 180EI,
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 491

Na koncu izréunamadse reakcije in prikaemo potek momentov v statio nedol@eni konstrukciji (slika
5.158. Pri dolcitvi reakcij in upogibnih momentov u@tevamo princip superpozicije

Aw = 07
TF F 13 F
A, =—-F+ —+ —=-—-""-
* + 30 3 30’
F Fa
MAy:FCL—2CL§:?.
Fa
X s o
A, y g]lO
A, -
@E [M]
Fa
10 -
P Tl A
30 ] 3 ~30 _Fa

Slika 5.158:Reakcije in upogibni moment na si&tio nedoldeni konstrukciji

Primer 5.39 IzraCunajmo notranje sile ter navimi pomik t@&ke C' za konstrukcijo na slikb.159
Velikost linijske obtebe 22, je 0.088 MN/m, razdaljaa je 4 m, modul elastinosti materialaF je
200000 MPa, vztrajnostni moment, nosilca je0.000533 m?, plo&ina pretnega prerezal,, je 0.05 m?,
plo&ina A, pretnega prereza palic pa j&005559 m?.

2 An, I
¢

fe—20ja—

Slika 5.159:Konstrukcija je sestavljena iz nosilca in treh palic

Konstrukcija je dvakrat statho nedol@ena. Stopnjo stathe nedoléenosti izr&unamo po eribi
n=(2+4+2)+2B-1)+2(2-1)-3-3-4=2.

Osnovno konstrukcijo lahko izberemo tako, da sprostimo vodoravni pomik v poBpoiiz konstrukcije
izrezemo navBno palico (slikeb.160.
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492 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Slika 5.160:0snovno konstrukcijo izberemo tako, da dobimo &tasidol@&eno konstrukcijo

Neznani siliX; in X5 izratunamo iz kinematinih pogojev

a11X1 + ai2X2 + b1 =0,
a21X1 + CL22X2 + b2 =0.

Na sliki5.161prikazujemo osno silo in upogibni moment zaradi linijske @b, ter zaradi silX; = 1
in Xo = 1.

|[NZQ:|

|[Nx1]
1
S
0 0
0
|[]\7x2]
1
§ ' /] ‘! ml““u S&%
U e S -
“18118 1

Slika 5.161:Notranje sile na osnovni konstrukciji

Al [H] [«



5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 493

Koeficientian, a9, A22, by in bo:

1
Ea11:—8-1-1:

=160
A, 0.05 ’
1
ai19 0.058 60 asy,
1 1 2.4 2
Eayy=—8-1-14+— " (1.118%-4472-2+2-1-1 L 22.2=
422 =405 5559 103 + )+ 533-104 2 3
— 22543.5,
Eb; =0,

1 2
Eby = = -0.704-4- 21.25 - 2 = 8805.5.
I, 3

Upcstevali smo, da jé, = V42 +22 = /20 = 4.472 m, in da je moment na sredini nosilca zaradi

enakomerne linijske obtbe enak?, (2a)?/8 = 0.704 MNm. Izratunali smoSe M, pod t&istem
x =5-4/8 = 2.5 polovice kvadratne parabolé/,, = 2-2.5/4 = 1.25. ReSitev sistema erid

160 X7 + 160 X5 = 0,
160 X7 + 22543.5 X 4+ 8805.5 =0
je
X1 =0.3934 MN, X9 = —0.3934 MN.

Diagrami notranijih sil

Z updstevanjem principa superpozicije lahko diitno diagrama osne sile in upogibnega momenta (slike
5.162. Vrednost upogibnega momenta v nosilcu @majmo pric =2m,z =4minx = 6 m:

My(2) = M,(6) = 0.528 — 0.3934 - 1 = 0.1346 MNm,

M,(4) = Myc =0.704 — 0.3934 - 2 = —0.0828 MNm.

Slika 5.162:Diagrama osne sile in upogibnega momenta natstathedol@eni konstrukciji

Za ratun pré&nih sil v nosilcu izré@unamo reakcije stdtno nedol@ene konstrukcije tako, da na osnovno
konstrukcijo postavimo razen podane linijske diie 27, Se sili X; in X5. Reakcije izré@unamo iz
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494 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

ravnotenih pogojev in dobimo
A, =-0.3934 MN, A,=-0.352 MN, B, = —-0.352 MN.

Sile, ki delujejo na nosilec, prikazujemo na slkil63. Podobno prikazujemo tudi na sli&i163d, s
tem, da na obeh krajnih podporah @&a&mo rezultanto vseh treh sil, ki na ti véii delujejo.

a) b)
0.088

_ OIOOOOO. L OO
0.393 \ / 0.393
0.352[ 0.440 10393 0.440 10.352 10.155 ]0393 0.155]

Slika 5.163:Sile, ki delujejo na nosilec

Potek préne sile v vodoravnem nosilcu prikazujemo na shiki64a.
A

-0.197 —-0.155
m ]

Slika 5.164:Diagram préne sile

Racun pomika tocke C'

Na sliki 5.165prikazujemo notranje sile na osnovni konstrukciji zaradi virtualnedsdile= 1.

[NxF] L(SFZ =1 [MyF]
0 AN

Slika 5.165:Diagrama osne sile in upogibnega momenta zaradbgile= 1

Pomikw¢ izraCunamo po erbi, saj so osne sile enake&nivpliv pretnih sil pa zanemarimo

w—Z/
Al [ [«
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 495

Upostevamo slik.162in sliko 5.165ter dobimo:

2 2 4.2X, 2
== (0704-4-212 - £2) =0.00466 m.
we Ely<070 125+ — 3> 0.00466 m

Primer 5.40 DoloCimo reakcije, diagrame notranjih sil za konstrukcijo na slikil66 in zasuk osi
nosilca v t@&ki 1 tik desno octlenka! Razdalja: je enakal00 cm, elasttni modul E' ter plosCina A,

in vztrajnostni moment, pretnega prereza so konstantne. @pevajmo tudi vpliv osnih sil na pomike,
vpliv pregnih sil pa zanemarimo.

\ - Y
Y AN /

~—a i a 1

Slika 5.166:Moment deluje na element tik levo @enka

Konstrukcija je dvakrat stdtno nedol@denan = 3 + 3 + 2(2 — 1) — 2 - 3 = 2. Osnhovno konstrukcijo
izberemo tako, da v desni podpori sprostimo vodoravni pomik in zasuk &lilGY).

\ (1 o .
Y AN \7% X

Slika 5.167:0snovno konstrukcijo izberemo tako, da v desni podpori dovolimo dve prostostni
stopnji gibanja

Neznani siliX; in X5 izratunamo iz kinematinih pogojev
a11 X1 + a2 Xs + b1 =0,
a21 X1 + a90Xs + by = 0.

Na sliki 5.168prikazujemo notranje sile zaradi momendtg zaradi sileX; = 1 in momentaX, = 1.

[Ny (M)] [Vy1(X7)] [NVyz(Xz)]

\ \

1

0

NI

@ 0 2 0 AN AN
M _ _
(M, (M)] [My1(X7)] [Mya(Xz) ]

Slika 5.168:Notranje sile na osnovni konstrukciji
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496 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Koeficienteai1, a2, ase, by in by izraCunamo na osnovi diagramov s slikel 68

2a

_1211_2a _1a212_ _0
MTEA, " T EA, T EIL23 “3p1; MU
1 1 Ma
=0 =g Mo =5
Koeficiente vstavimo v kinemaitni ena&bi
2
a 0 X4 0
E A, %2 = M a
3£, X2 2F1,
in ju resimo. Tako dobimo
3M
X1 - 07 X2 - —T

Ce vpliva osnih sil ne uggievamo, sileX; ne moremo izréunati, ker je prva izmed kinematiih en&b
identicno izpolnjenady1 = a2 = b1 = 0). Reakcije in notranje sile iz€anamo z upstevanjem
principa superpozicije (slikd.169

3M M 3M
A:E = Oa AZ = _Ea MA = _Z7 BZ = E
[N] [N] [, ]
| | | |
| 0 S ENTN > ]
i g W
4

Slika 5.169:Reakcije in notranje sile na stéatio nedol@eni konstrukciji

Pri dolatanju zasukav,, upcstevamo, da so osne sile na stati nedol@eni konstrukciji enake Gi
(N* = 0). Zanemarimo tudi vpliv prénih sil. Zasuk statino nedol@ene konstrukcije &unamo po
en&bi

My M*

L
W1d:Z/md$
el 0 Y

Potrebujemo notranje sile na osnovni konstrukciji zaradi virtualnega momeénia = 1, ki deluje na
element tik desno odlenka. Diagram upogibnih momentov prikazujemo na giki7Q

Al L] [a|]



5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 497

[MyM <6Myd - ]l)]

Slika 5.170:Diagram upogibnega momenta zaradi virtualnega momehtg, = 1

Zasukwy4 je enak:

1 <3Ma1 M
4

Wid = T@ — 5

3Mal 3Ma
4 23

1
971 33) T 8EL

Primer 5.41 DoloCimo kinematine pogoje za kontinuirni nosilec, podprestimi podporami (slika
5.177). Modul elasttnosti £ in precni prerez se vzdblosi nosilca ne spreminjata.

Slika 5.171:Na kontiunirni nosilec deluje poljubna olitea

Primer na sliki5.171je Stirikrat stattno nedol@ena konstrukcijar{ = 4). Osnovno konstrukcijo lahko
izberemo tako, da na mestu vmesnih podpor v nosilec vstatlarike, ki dovolijo medsebojni zasuk
okrog osiy (slika5.172.

IV ERRYIIN) r\‘ NN
A oA, oAy, oAy, L
1 Ly | Lo | L3 1 Ly | Ls |

Slika 5.172:0snovna konstrukcija in neznani momentj, (i=1,...,n)
Kinemattni pogoj za vozBte: zapgemo z enébo
n
Zainj +b; = Aw; = 0.

J=1

Ob tako izbrani osnovni konstrukciji vplivajo na medsebojni zasuk&kite le momentiX;_q, X; in
X1 ter zunanja obtéba v poljih levo in desno od podpoieZato za podpore velja:

i a1 Xic1 + ai X + aqiv1 Xigr + bi(Li—1, Li) = 0.

Al L] [a|]



498 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

V matricni obliki lahko kinemattne pogoje zagemo takole:

a1 a2 0 e 0 X, by

az1 Qg2 a23 0 0 Xs by
0 azx azz3 azys O e 0 X3 b3
0 -+ 0 aii-1 ay aiiy1 O X b;

L 0 ce 0 Onn—1 Gnn | _Xn_ _bn_

Zadnja enéba je trimomentna ali Clapeyronova €ba. Zapsimo trimomentno erio za primer, ko na
celotno dotino nosilca deluje konstantna linijska oba.22, (slika5.173.

2
VI s Iy
3 s Lt

X1 Xy X 7T X X777 K
1 Ly i Liq 1
e iz
2
2L, L)Ef i
8

Slika 5.173:Na medsebojni zasukiwpliva le obte&ba v poljih levo in desno od te tke

Koeficientea; ;_1, a;;, a; i1 in b; izraCunamo iz enéb:
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Tako dobimo:
2,122 1 »,12%2 1 2,
EI b = L Sy g .= = L3+ L
y o g 3rigT 8 3 idy 24( 1+ Lia),
11
EI aZZ 1 1 Lllgg—
12 1 1
Elya;; = Ly 23+de§ g(LquLid),
11
EI azz-l—l—l deig 6 ;

Koeficiente vstavimo v trimomentno e&ttzo in dobimo kinemagini pogoj za tékoi:
4Ly Xy +8(Li—1+ L) X +4Lig Xip1 = -2, (Lf’l + L?d)'

Primer 5.42 DoloCimo reakcije ter potek notranjih sil za neprekinjeni nosilec na diki74 Velikost
linijske obtgbe#, je 40 kN /m.

~—2m——lm=~—3m i 4m |

Slika 5.174:Nosilec poteka prekétirih polj in je obt&en s konstantno linijsko olitbo

Konstrukcija je trikrat stafino nedolGena. Na slikb.175prikazujemo osnovno konstrukcijo.

iiiHH/i’LMHHHHHHHllHHHg
AN o

TITITITT.

XX X3
Slika 5.175:0snovna konstrukcija kontinuirnega nosilca prékich polj

Kinemattne enabe za vmesne podpore z&pino takole:
8(241)- X1 +4-1-Xy=—40(2%+13),
4-1-X1+8(1+3) - Xo+4-3- X3 =—40(1° +3?),
4-3-Xo+8(3+4)- X3 =—40(3%+4°).

En&be delimo stiri in zapsemo v maténi obliki:

X1 -90

Xo| = [—280
41 | X3 —910

6
1
0

Al [H] [«
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500 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

ReSitev tega sistema etla je:
X, =—13.38 kNm, X, =—-9.74 kNm, X3=—62.91 kNm.

Vsako polje osnovne konstrukcije lahko obravnavamo kot prastbilenosilec, obtzen s konstantno
obtezbo 22, v polju in toCkovnima momentoma/,, 4 in M, g v KrajisCih (slika5.179. ReakcijiA in B
izraCunamo po ravnoimih en&bah:

P:L | Myp — My P.L | Mys— My

A: B:
2 L ’ 2 L
2
Bunog masg
’}]MyA MyB77777777 MyA
1 L A B

| L |

Slika 5.176:0Obtezba in reakcije enega nosileca

ReakcijeR; do R3 izracunamo tako, da Sé&ejemo reakciji za dve sosednji polji

40-2 —134
40-2 134 40-1 —-9.74134
Ry =B1+ Ay = 2 + 5 + 5 + IL = 70.33 kN,
40-1 —-13449.7 40-3 —62.549.7
Ry = By + A3 = 2 + 1+ + 5 + 3+ = 58.63 kN,
40 - -9. 2. 40 -4 2.
Ry = B3+ Ay = 0-3  =9.7+625 40 +65:173.46kN,
2 3 2 4
40-4 —62.5

Pre&ne sile izréunamo tako, da kontinuirni nosilec prizeeo tik desno in tik levo ob podpori in
zapBemo ravnoteni pogoj za navyiino smer. Na ta r&an zapsemo:

N.,o = Ry = 33.31 kN,

N, =Ry— 2.L, =333—40-2= —46.69 kN,

N% = N, + Ry = —46.7 + 70.4 = —23.64 kN,
N, =N% — 2, Ly =237—40-1= —16.36 kN,
N4 = N, + Ry = —16.3 4 58.7 = 42.27 kN,
Ny =N& — 2, L3=424—-40-3 = —77.73 kN,
N& :N;3+R3 = —77.6 +173.2 = 95.73 kN,

Ny=-Ry=N% — 2, L,=956—40-4= —64.27 kN.

II]@



5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 501

Najvetje upogibne momente zaradi linijske obite 22, pri L;/2 izratunamo po erizbi 22, L?/8:

0<z<2 MyQ=4O'22:20kNm,
2<z<3 MyQ:40é12:5kNm,
3<z<6 MyQ—éloéy—éﬁkNm,
6<z<10 MyQ:4O'42:80kNm.

Pri risanju diagramov upogibnega momenta $tpgamo princip superpozicije tako, da zdmo mo-
ment zaradi momentov v kr&giih nosilca ter moment zaradi linijske oltee (slika5.177. Na ta n&in
izratunamo tudi vrednosti upogibnega momenta na sredini vsakega nosilca

Mya+ Myp
My(L/2) = % + Myq.
Upogibni momenti na sredini vséhirih polj so:
13.4
0<o<2 My(L/2) = ——~+20=1331 kNm,
13.4+4 9.7
2<x<3 M,(L/2)= —% +5=—6.56 kNm,
9.7+ 62.5
3<x<6 My(L/2)= —% + 45 = 8.68 kNm,
62.5
6<x<10 M,(L/2) = ——5~ +80=4854 kNm.
M,
W@ﬁ [My (Mys+Mys)]
[My (#2)]

T7777777.

2L

8
MyA O e My
\u@uy/ V0 [My (Mya+Myp +.27 )]

Slika 5.177:Dolotanje vrednosti upogibnega momenta zaradi Zime??, in momentov na obeh
podporah

Izratunajmose mesto in velikost ekstremne vrednosti upogibnega momenta za vsak nosilec. Batistole
nosilec preréemo nekje v polju in na prerezu predpostavimo notranje sile (Slikag.

Al [H] [«
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N,
Myl 2 J‘@
N\ A _/N,
YN
}—»

Slika 5.178:Ratunski model za r&un pré&ne sileN, in upogibnega momenta/,

Pre&na sila in upogibni moment na poljubnem mestu nosilca sta:

P, x>
5

N, =N,a—- P, x, My:NzAx‘FMyA*

Ker v tem primeru nimamo porazdeljene momentne dirieima upogibni moment ekstremno vrednost,
kjer je pr&na sila enaka ti Lega ekstremne vrednosti upogibnega momenta je torefeotoz

N.a
N,=0 — x.= (@1 ,
ekstremna vrednost upogibnega momenta pa z
P, x?
Mye: ZAJZ€+MyA* Z2 e.

Sedaj izré&unajmoSe lego in velikost ekstremne vrednosti upogibnega momenta za vsako polje, kjer
predstavlja razdaljo od lege ekstremnega momenta, do Zjajplbdpore na levi:

0<z<2 z.= % =0.833 m, My, =33.31-0.833 — 40028332 = 13.87 kNm,
2<x<3 ze= % =0.591 m, My, =23.64-0.591 —13.31 — 40025912 = —6.39 kNm,
3<x<6 =z, = % = 1.056 m, My, =42.27-1.056 —9.74 — 40120562 = 12.60 kNm,
Te = %(’)73 =2.393 m, My =9573-2.393—62.91 — 40223932 = 51.64 kNm.

Na sliki 5.179prikazujemo diagram pome sile in upogibnega momenta na $tati nedoléenem kon-
tinuirnem nosilcu.
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=777
—64.3

/ffﬂ%v /ﬂﬂg /ﬂ@ﬂ

164

A [:]
BT A @V ] VAN
1330 236 e WWW

—62.9

-134 ©-97

[My]

Slika 5.179:Diagram préne sile in upogibnega momenta za kontinuirni nosilec

Primer 5.43 Dolocimo silo in moment v vzmeteh ter diagram upogibnega momenta za konstrukcijo
sliki 5.180 Vzmet je linearno elastha, lastnosti materiala nosilca in njegov pre prerez se vzdblosi
nosilca ne spreminjata. Togost linijske vzmetkjetogost spiralne vzmeti,, togost nosilca pa j& I,,.

JF k
iv

1 a 1 a 1

Slika 5.180:Nosilec je podprt z dvema linearno eld@stima vzmetema

Konstrukcija je enkrat statho nedoléena & = 3 + 1 — 3 = 1).0snovno konstrukcijo, ki jo izberemo
tako, da sprostimo pomik na mestu vzmeti, prikazujemo naslid1
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504 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Slika 5.181:Za neznano silo izberemo silo v vzmeti

Neznano silaX; izratunamo iz kinematinega pogoja

ail X1 + b1 =0.
Enabi za koeficienta;; in b; sta
ayy = / Myl Myl Nv Nv + Y fu’ b, = /Myl yQ dx Nv NvQ + Mv MvQ‘
ky Ky ky

Na sliki 5.182 prikazujemo diagrama upogibnega momenta na osnovni konstrukciji zaradi’ sile
zaradi sileX; = 1.

%ngwg - im«mﬂ%

Slika 5.182:Diagramal,,, in M,; na osnovni konstrukciji

Notraniji sili v vzmeteh zaradi sil&’ in zaradi sileX; = 1 sta
Ny =0, Myg=-2aF, Ny=1 M,y=—a.

Koeficientaa; in by sta:

1 a-a?2 +1+a2 a’ +1+a2
a = — — —Q J— —_ = N N
"TFEL 2 3 "k k, 3EIL k,  ky
in 2 3 2
1 a-a 2 20 F 5Fa 2Fa
bj=——— | F —a =
T EL 2 T3 T TeEL TR,
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