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Ekstremna vrednost napetosti: nastopi vzdat robovn = +t/2
M,
O¢,ekst = :l:Tm tmax- (2175)
T

Ratun torzijskega vztrajnostnega momeija

Cs t/2 )
e [ ([ (5-r) )
o, 0 —t/2

T e Y |2 Triee 1 2¢ 14 G

=2 [ (=n-L ¢ =2 o) (=242 ) )de=2 [ —ac.
/(477 3>t/24 /<(42 38) < 42+38>>C /GC
0 0 0

Torzijski vztrajnostni moment ozkega pravokotnika je torej

x

h—/ﬁa. (2.176)

Ce jet konstanten vzddl¢, lahko zapsemo

Q

s

t3 3 O
I,=— [ d¢ = )
S

0

V primeru tankostenskega fir@ega prereza, ki je sestavljen iz ozkih pravokotnikov zidamih; in
debelinami;, dolotimo torzijski vztrajnostni moment po etlai (slika2.36)

hq
t 1 3
I”C:Z/3dcz?>zti h;. (2.177)
T 0 3

V nadaljevanju pokaimo, da je za nosilce z odprtim tankostenskim preregoniz ena&be .13 enak
nic:

Z upcstevanjem erizb (2.168 in (2.169 zapBemo integrand z eho

Op (awan 8“’(9C>d —(8‘pa’7+ 8¢ac)d _ 9000, 9001, (5178)

9% 4y—9% 4, — (2290 90 Ze A =¥
8: Y oy ¥ T \na: T a¢ b2 oy acoy) T ana: Y ooy

Nosilec s tankostenskim preim prerezom obravnavamo s sredéijto pr&€nega prereza, za katero velja,
dajedn = 0. Ce v .73 updstevamo, da jen = 0, dobimo

dy = e¢y d¢, dz = e, dC.

Al L] [a|]



236 2 Enakomerna torzija

~——hy

Slika 2.36:Tankostenski prerez oggmo s srednjorto ¢, pretnega prereza in z debelinstene nosilca

Ko updstevamdse @.70), dobimo

dy = —ey. d(, dz = ep, d(. (2.179)
Ker je po enabi (2.77)
In on
€z = 5, Eny = 87/
zapBemo R.179 takole:
dp dp dp dp
—dy — —dz=——(ep, €. =——dC.
5, W 9y z n (€nz €nz + €ny eny) dC an ¢
Zato je
i 0 0 i 0
¥ ¥ ¥
D, = —dy— —dz | =— | =—dC. 2.180
w/(f?zy@yZ) /C‘MC (2.180)
To TO

Ker nosilce s tankostenskim gir@m prerezom obravnavamo s sredéfto pré&nega prereza, i2(173
sledi
dp
an
To pomeni, da pomino izb&itveno funkcijo® p iz en&be @.138 pri nosilcih z odprtim tankostenskim
precnim prerezom réunamo z enébo

= 200 =0 — ®,=0. (2.181)
n=0

Op=—2Ap. (2.182)

2.4.2 Nosilci z zaprtim tankostenskim pré&nim prerezom

Posebej obravnavamo nosilce s tankostenskim prerezom z eno odprtino in nosilce s tankostenskin
rezom z vé odprtinami.

Nosilec s tankostenskim prénim prerezom z eno odprtino
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2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom 237

Preni prerezez, nosilca s tankostenskim gheim prerezom z odprtino ofémo s srednjorto pr&nega
prerezas, in z debelino steneé nosilca. Dokino srednjetrte ozn&imo sC. Lego ta@k srednjecrte
preCnega prereza daba koordinatal. Koordinatan je pravokotna na srednjérto pre&nega prereza.
Debelina stené je veliko manga od ddatine srednjé&rte C; (slika2.37)

t < C.

Slika 2.37:Tankostenski prerez z eno odprtino

Na osnovi membranske analogije lahko sklepai@®;je debelina stenetankostenskega prereza kon-
stantna alte se le malo spreminja, se napetostna funkeigpreminja le s koordinatg

t ~ konst. — g? ~ 0. (2.183)
Obistih predpostavkah, kot pri nosilcu z odprtim tankostenskim prerezéomaano napetostno funkcijo
iz diferencialne enébe
dio +2=0 (2.184)
e =0. :
Po dvakratni integraciji dobimo
p=—n"+Cin+Ca.

Vrednosti konstan’; in Cs izraCunamo iz robnih pogojev, pemer izberemo, da je na zunanjem
robu enak ri:
t t2 t t t2 t
n=g5: ¢=p.=—,+05+0C=0, n=-g3: ¢=em=—7-C5+C.
Enatbi reSsimo in dobimo konstanti’; in Cy
Pn ©n
Cy = -1 Cy= 1" 2
! t’ 2= 5 Ty
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238 2 Enakomerna torzija

ter izraz za napetostno funkcijo

t2 2 Pn Pn
- _ 2 2 2.185
p=g oot ( )
Strizna napetosty, je enaka rg, strzno napetost¢; pa dobimo,Ce en&bo 2.185 upastevamo v

(2.17))

B M, 0p M, ©n
oy =0, aggf—iafnfi(szrT). (2.186)
RaCun torzijskega vztrajnostnega momenta
Iz—Z/apdAx—i—ngnAn—
Ay
t/2 )
— e _Pn Pn -
_274{/ (<4 n>+( T+ 2 )>dn}dc+2g0nAn—
s 7t/2
3 2 . t/2
zfd<+27§ SR dC + 200 Ay =
3 t 2 2 /2
E, s

—j{t?)dc-i-Q ftdc-i—Q A —%t:sdc-i-? ﬁ-ﬁ-A —j{tgdC-i-Q A
= 3 ¥n 5 Pn An = 3 Pn B n | = 3 Pn As.
b, s s

S

Z A, ozn&imo plasCino ploskvew, ki jo doloca srednj&rtaés. Torzijski vztrajnostni moment tankostens
prereza z eno odprtino je
t3
I, :%3d§+2¢n,45. (2.187)
Cs

Vrednost napetostne funkcijg, na notranjem robu odprtine iZranamo tako, da zagemo kompatibil-
nostni pogoj vzdd srednje Crte preCnega prereza tankostenskega nosilca

dp
fdndg = 2 A,.

s
Ker integriramo vzdd srednjetrte s, jen = 0
dep _( 5 (Pn)’ __n
°or =(-29p- =2 __1rn
dn =0 t 7/ =0 t
Upostevamo, da jeo,, vzdolz notranjega roba konstanten in dobimo

n 2As
7{_%? dC=—24, — = (2.188)

ac-
%. e
%,
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2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom 239

Izraz za napetostno funkcijp,, na notranjem robu odprtine po &a (2.188 vstavimo v izraz 2.18%)
za torzijski vztrajnostni moment ptaega prereza in dobimo

3 4 A2
I,= ¢ — S 2.1
7{ 3 d¢ + i (2.189)
€, 7
Cs

Vzemimo, da je debelina steméonstantna. Tedaj je shma napetost, enaka (glej enebi (2.189 in

(2.189)
M, 2A;

Obicajno obravnavamo take primere, da&tan /A, istega velikostnega reda. Zato velja

S

2
<t
= C

s

in sledi, da lahko pri réunu strzne napetosty¢ prvi Clen v primerjavi z drugim zanemarimo. &tnio
napetost raunamo po enzbi

Mz on
= —= 2.190
T =T ( )
Napetostr¢: je v smeri osiy oziroma “po debelini” stene konstantna (slkza8).
e
\\

Slika 2.38:Strizna napetost, se v zaprtem tankostenskem prerezu po debelini stene ne spreminja

Podobno velja pri réunu torzijskega vztrajnostnega momenhtaZa konstantno debelinge

#3 4 A2 t2 2 A5 \?
ImfgdCJr%dCCSt(ng(CS)). (2.191)
s t
s
Ker je
; 2 A
< C.
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240 2 Enakomerna torzija

sledi, da je prviclen v en&bi (2.197) zanemarljiv v primerjavi z drugim. Torzijski vztrajnostni moment
I, ratunamo po erizbah (glej enébi (2.187) in (2.189)

4 A?
t
Cs
Prvo izmed enéb (2.192 vstavimo v €.190 in dobimo izraz za st#ino napetost v obliki
M,
= : 2.193
78 T 9 ALt (2.193)

Druga izmed enéb (2.192 ter en&ba @.193 sta Bredtovi formuli . Speciftni torzijski zasuka

izraGunamo z engbo
M, M, d¢

- GI, 4GA2 | t°
%,

Nosilec s tankostenskim prénim prerezom z v& odprtinami

Vzemimo primer nosilca s tankostenskim gman prerezom, ki imdtiri odprtine (slika2.39).

1 b 1

Slika 2.39:Tankostenski prerez nosilc&srimi odprtinami

Nosilec ima tankostenski ptei prerez e je debelina steneveliko manga od prénih dimenzijb in h
nosilca

t<<b in t<h.

T Rudolf Bredt, nerki inzenir (1842-1900)
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Ce je debelina stenepriblizno konstantna, se velikost napetostne funkgijezdol koordinate¢ ne
spreminja veliko. Zato je

o~ konst. — — = - p=p(n). (2.194)

V tem primeru dol@amo napetostno funkcijp iz enabe

d?p
—+2=0. 2.195
Po dvakratnem integriranju dobimo izraz za napetostno funkcijo

¢=-n>+Cin+Cs. (2.196)

KonstantiC; in Cy izraunamo iz robnih pogojev. Vrednost napetostne funkcije ptit/2 ozn&imo s
©na, Prin = —t/2 pazp,p (slika2.40.
t

/2
A e

Pna=p(N=1/2)
= p(n=-1/2)

Slika 2.40:Del stene tankostenskega pnega prereza

Iz pogojev
2 t
n=1t/2: ©=pa — QDnA:—Z+C1§+CQ,
12 t
n=-t/2: =g, — %BZ*Z*C1§+02

dobimo iskani konstanti

_ +2
Oy = PnA . SOnB’ Cy = PnA _g $nB - (2.197)

Ko ju vstavimo v enébo 2.196, dobimo

— t
= _772 + PnA ; ©nB 77+ PnA _; ©nB + Z (2198)

Strizni napetostuy,, in o dolocata enabi

M, Op M, ¥YnA — $nB
_ _ e Y _ ag, YrAT ¥nB ) 2.199
O¢n = 0, (78 I, 0 I, ( n m ( )

Al [H] [«



242 2 Enakomerna torzija

Tudi pri tankostenskih nosilcih z ¢edprtinami je prvtlen v izrazu zare: v endbi (2.199 v primerjavi
z drugim majhen. StZno napetost zato r&unamo po eribi

My ona — onB
oec = _T%‘ (2.200)

T

Strizna napetost,, je po debelini stene nosilca skoraj konstantna (shike).

Slika 2.41:Velikost linearno potekajtega dela stfine napetosti je v primerjavi s konstantnim zane-
marljiv

Torzijski vztrajnostni moment, doloca ené&ba .93

N
I, =2 / 0dAs +2  oni Ani. (2.201)
o, =1

UpaStevamo engbo (2.198 za napetostno funkcije in izvrSimo integriranje

N
Ix:2/godA$+2Zgom-Am- =

7 PnA — @ Ona + ¢ t2 al
- B B
—2/[/ (—772+ = - e R 5 = +4>dn]dé+22<pmflm—
Cs —t/2 i=1
3 2 2 t/2 N
_ n PnA — PnB \ N PnAt+onB |1 _
of (G () o (e )0) [ s B
%s =1

1t3 1 t3 PnA — PnB t2 t2 PYnA + OnB tg al
=2 ——— T+ = — —_— = - — — T 7t +—)d 2 CA =
/( 38+3< 8>+ 2t <4 4>+ 2 +4) ¢+ ;@m ni

. t3 ©nA + OnB al
_/3d<+2/2td<+22¢nzAnz.

%, %, i=
(2.202)

¢ je srednjaCrta pr&nega prereza. Da bi integral, v katerem nastopata napetostni fupkciii ¢
preoblikovali, zapsimo zadnjaClena v enébi (2.202 za prikazani préni prerez sstirimi odprtinami
(slika2.39:
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2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom 243

4
+
Q/S%A%thQZ%Am:
=1

2
Cs
Tl T2 T3 T4
o [Prlpgey [Py ge [P T ns g [ P2 e
2 2 2 2
T3 Ty Ty Ty
Ts T> Te T3 Ts

_|_/QDnQ";(PnZLtdC_i_/¢n2;¢n3td§+/90n3;§0n4td<.+/902713td<.+/§02n4td€>+

T4 T5 T5 T(; T4

+2 (Spnl Anl + ©n2 An? + ©n3 An3 + ©na An4) =

A, Ay Ay Ay
=2¢m ( 21 +An1> + 2 o2 (22 —l—Anz) + 2 ¢n3 <23 +An3> + 2 ¢4 <24 +An4> .
(2.203)

Z A,; ozn&imo plastino pr&nega prereza, ki obkra odprtinas;,; (slika2.42).

Slika 2.42: A,; je plo&ina stene prénega prereza, ki pripada odprti,;

Ce v enébi (2.203 ozn&imo poviino odprtine do srednjérte ¢;; z Ag;, dobi izraz za torzijski vztra-
jnostni moment (erizba @.209) naslednjo obliko:

3 al
L= 2dac+25 oA 2.204
[ a2y (2.200)

Cs =

Ker je debelina stehmajhna, prviclen ob&£ajno zanemarimo. Torzijski vztrajnostni moment tenkosten-

skih prerezov z vié odprtinami réunamo po eribi

N
I =2 ¢ni Asi (2.205)
=1
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244 2 Enakomerna torzija

Vrednosti napetostne funkcije,; vzdol notranjih mejniktrt izraCunamo tako, da zag@mokompati-
bilnostni pogoj za vsako srednjocrto ¢; (slika2.43, ki doloCa ploskever;

% dp A1 = =2 A, y{ dp dCe = —2 Ao,

(2.206)
d d
f =L d¢s = —2 As3, 7{ d dly = —2 Agy.
dns dny
(553 %83
6"
3
JE— ~7T6 T
/4 7 F~
§’> ﬁ o3 ﬁn4 \\\
L _a ma Y
( sl TQ T‘Z (3 T5 T5i vdsé} )
\ G nal Nz l /
AN Tz A_J‘_ Ty |
\\\ | 62 I \L //(64
\Ti e & sz @ N T, "
k- ,,LT
&
T2
Slika 2.43:Srednjetrte 61, €so, €3 IN Cos
Odvodedy/dn; dobimo iz enébe @.199
Lo _ gy PnA—nB (2.207)
dn t
Ker integriramo vzdd osin = 0, sledi
d nA = ¥n
do|  _ ¢na—pnp (2.208)
dn |, t

Kompatibilnostne pogoje za sredrjete ¢; (ena&be @.209) zapBemo zopet za primer na sliki39
oziroma2.43

Al [H] [«



2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom

Ty Ty T3
0 — ¢n1 ©n2 — Pnl ©n3 — Pnl
d ———d ——d
,!am Q*J R R
Ty Ts Ty T
0 — ©n2 Pnd — Pn2 ©n3 — Pn2 Pnl — Pn2
T/ ic) 7t T/ ) et T/ W) e T/ G
Ts Ts T3 0 Ty
Pn2 — Pn3 Pnd — Pn3 — ¥n3 ©nl — Pn3
——d —d d —d
T/ T T/ i) et T/ i) @ T/ G

Ts Ty

t(Ca) t(Ca)

Ts 5

t(Ca)

Ts

O*n n3 — ¥n n2 - ¥n
/ s04d§4+/s03 904d<4+/902 22
Ty

Po ureditvi sledi
Ts T3
/ dGy
t(¢1)
2
T2 Ts

—©nl — _2A817

o / dga o j{ dgs

dCs 7 dcs dCs e
N — %n n N As )
*"”1/ HGs) +S””2/ 0e) 7 374 e 7 4/ G~

827

T3 T2 %33 T5
T 7 dc dc
4 4 4
n — Tt n — Pn = -2 As .
on2 T/ W) 7 3/ 0 M 7{ £(Ca) !
5 6 s4

245

= -2 Asla

-2 ASQv

-2 AS37

—2A4.

(2.209)

Sistem enéb za r&un napetostnih funkcip,,; na notranjih mejnif€rtah (enébe @.209) zapsimo sim-

bolicno takole (enébe smo pomnali z minus ena):

aij; a2 a3 Ay Pn1 A
a1 a2 a3 a4 pn2 | _q Ag2
asy asz asz asq ¥n3 As3
aq1 Q42 a43 Q44 ©Pna Agq

Ceima préni prerez nosilcaV odprtin, je sistem er@@d (2.210 N—tega reda

ailr a2 ... GIN ©n1 As
a1 az ... N ©n2 ) A
ani an2 ... GaNN OnN Asn
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246 2 Enakomerna torzija

Diagonalnetlenea;; raCunamo z engbo

dgi

Qjj = ) 2.212
j{t(@) ( )

(gsi

zunajdiagonalne pa z etlzo
dgi / dg;
Qi3 — — — Qi; — — N Ai5 = Qg5 (2213)
! /t(ci) ’ t(¢5) S
ZiG) i)

Koordinata¢; dolota lego t@k srednjeCrte pré&nega prereza okrog ploskv,;. Z % ;y ozn&imo del

srednjecrte €;, kjer ploskved; meji na ploskvedw;, z Zj(iy pa del srednjérte ¢,;, vzdok katerega
ploskves; meji na ploskvew,;. Koeficientia;; so od n€ razlicni le, Ce ploskves; meji na ploskve
;. Matrika koeficientov sistema efla(2.21]) je simetricna. ReSitev sistema erid (2.211) daje robne
vrednostip,;.

2.5 Primeri

Primer 2.1 DoloCimo strzno napetost v zaprtem tankostenskem prerezu zaradi enakomerne torzije!
tem uporabimo najprej ertde za krd@ni kolobar, nato pa erdbe za tankostenski prerez. lZumajmo
tudi torzijski vztrajnostni moment na obadgiaa!

Podatki: MfL = 100000Ncm, r, = 5cm, r, = 4.5¢cm, t = 0.5 cm (slika 2.44).

. precéni prerez
E%H:pasljfg nosilca

#

<N\

Slika 2.44:Nosilec s prénim prerezom v obliki krdnega kolobarja je obten s torzijskim momentom

Kro zni kolobar:

Rezultiraj@&o strizno napetost iznamo po eribi:

2 M, 53 rn 4.5
=" ./ k=-—"=222=009.
& mri(l—k4) yir A s 5
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2.5 Primeri 247

Vrednosti rezultiraje stréne napetosti na zunanjem in na notranjem robu kolobarja:

2100000 ) 2. 100000 )
= 5 1480.94N = 45— 1332.85 N/em?
T T (1 - 0.99) Jem’s T = T = 0.0 fem

Srednja vrednost j€1480.94 + 1332.85) /2 = 1406.89 N/cn?. Torzijski vztrajnostni moment, je

4 54
I, = ”7”(1 — kY = %(1 —0.9%) = 337.62 cm®.
Tankostenski nosilec
Strizno napetost izfnamo po eribi (2.193
M, 100 000

— — — 1410.79 N /cm?.
T YAt 2-7-4752-05 fom

Torzijski vztrajnostni momenti, dolotimo po enabi (2.193 (r; = 4.75 cm)

4 A? 4 (m4.75%)2 4
I, = —5% = = 336.69 cm™.
7§d< 2 7-4.75/05 o

t

s

Razlika v r&unu strzne napetosti in torzijskega vztrajnostnega momenta na oba prikazéina &
0.3%.

Primer 2.2 Izratunajmo najvéji torzijski momentM;,, na nosilcu, prikazanem na sliki.45 tako da
bodo strzne napetosti zaradi torzije ma® odr,., = 9.5kN/cm? in da bo zasuk pric = L mangi
0od w; max = 0.2 radianov! Obravnavajmo odprti in zaprti ptai prerez z dimenzijanti = 20 cm in
t = 0.9 cm (slika2.45. Strizni modul jeG' = 10000 kN /cm?, dolzina nosilca pa j& = 2m.

vilicasta
podpora
odprti zaprti
precni prerez precni prerez
b b
% b2 T i =
b

o

»;% A i V5 )

Slika 2.45:Nosilec ima lahko odprti in zaprti péai prerez
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248 2 Enakomerna torzija

Prikazana viltasta podpora dovoljuje izbitev pr&nega prereza, # 0, prepr&€uje pa zasuk prereza
w, = 01in pretne pomike. Podpora pri= L prepr&uje pré&ne pomike, dovoljuje pa zasuke in idiiev
preCnega prereza.

Torzijski moment)M,, se vzdok osi nosilca ne spreminja
Mz = Mtor-
Odprti prerez

NajveCjo napetostre max V 0dprtem prerezu izcnamo po eribi (2.164, torzijski vztrajnostni mo-
ment/, pa po enabi (2.177). 1z pogojace: max < Tmax lahko dol@imo najve&ji moment),

M, 1
Oecmax = —t < Tmax, Ly = 3 B4b=1944cm* —

I
L g < Twaxla 951944

t 09
Torzijski zasukw,, se linearno spreminja vzdohosilca (enéba @.25)

= 205 kNcm = 2.05 kNm.

Wy = Weo + QT

V naSem primeru jev,o = 0. Speciftni torzijski zasukxy izratunamo iz enébe @.87)

M,
o = .
GI,
Najvetji zasuk je v td@ki B. 1z pogojaw,, 1, < wy max iZraCunamo najvéji momenti/,

My L

Wep =aL = a1 < Wgmax —
x

)

Wemax GI;  0.2-10%-19.44
L N 200

V tem primeru je odlGilen pogojw,;, < wy max, S@j j€ Najveji moment)M, zaradi tega pogoja masij

od momenta zaradi pOgof&¢ max < Tmax-

- M, < = 194 kNem = 1.94 kNm.

Zaprti prerez

Napetostirg; imax iZratunamo po enbi (2.193. 1z pogojare: max < Tmax iZFaCUNamo najvéji moment
M;
Ceam = o = 2 < -

DA, b 2024 e
- M, < Tpax 20%t =9.5-2-20%-0.9 = 6840 kNem = 68.4 kNm.

Torzijski vztrajnostni momenti, izracunamo po erizi (2.193

L (B2)2
L)
4b/t

Al L] [a|]
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2.5 Primeri 249

Iz pogojaw,, 1, < wg max iZraCunamo najvéji momenti/,

LML
w. = =
z,L GIQ;
M, L GI
S e e = M, < SEmax™ 29000 kKNem = 720 kNm.
G, ! I

V tem primeru je bil odl@ilen pogoj za napetosti, saj &, zaradi tega pogoja precejzjiod M, ki

ga dol&imo iz pogoja za zasuk. 1zka se torej, da s tem, ko zapremonieprerez izredno pod@mo
togost konstrukcije, ki se pota kar za 371-krat (720/1.94), medtem ko se nosilnost glede natiajve
strizno napetost pova za 33-krat (68.4/2.05).

Primer 2.3 DoloCtimo najv&jo strizno napetost, ki nastopi v prikazanem tankostenskeimene pre-
rezu (slika2.46) pri enakomerni torzijski obremenitwi/, = 100 Nm. Dolo€imo tudi strzno napetost v
rebru med odprtinama 1 in 2!

=50 —=~——100——==—50—

¥ B i=2 D
© t=1 ® t=1 ©)
100 ‘rf——f—ff T/
|
t=2
Y =2 4 1 C
I =2
vz

Slika 2.46:Tankostenski prerez s tremi odprtinami (dimenzije so v cm)

Vrednosti napetostne funkcije; vzdolz notranjih odprtin dobimo iz sistema eia

ail a2 a3 Pnl A
a1 a2 a3 Y2 | =2 | Ag
azyp as2 ass Pn3 A3

Koordinatne sistems;, ¢; (i = 1,2, 3) za vse tri odprtine prikazujemo na sliRi47.
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T2
&
— r— I | -
T < | | RN
< I 75 | 7 \
1 | 7 \
I sy Cl 62 Asz é. 63 A3 )
\ 7| “ | /
\ ! | Mz | &
N | | | N
~J L 4 L — 3
&
T2

Slika 2.47:Smer integriranja po srednjitrtah%;

En&bi za strZno napetost in torzijski vztrajnostni moment sta

3
M, Op M, ona — onB

Koeficientea;; izraCunamo po erzbah @.212) in (2.213

wefils v | &

s i

Koordinata¢; doloca lego t@k srednjeCrte pr&€nega prereza okrog odprting,;, .%j;) pa del srednje
Crte ¢;, kjer odprtinas,; meji na odprtinas,, ;.

d 1 1
allzj{ G = -100+4 = -7 -50 = 178.54 = ass,

t(¢) 1 2
(gsl
o de 1 1 B
2z = 7{ 5G = 1 (100-+100) + 5 (100 +100) = 300,
B &«
1
— - 100 = —100,
2= /t(Cl
A
A &«
2
= -100 = —100,
a1 = B/t(@

a1z =0 = asy,

D
B di 1 _ _
Qo3 = / ((2) 1 100 = —100 = ago.
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Plo&Cine odprtin do srednjérte prereza so:

7 - 502 2 2 2
Agq = 5 = 3927.0cm* = A3, Aso = 100 = 10000 cm~.

Tako dobimo sistem linearnih etia

178.54 —100 0 ©nl 7854.0
—-100 300 —100 wn2 | = | 20000 |,
0 —100 178.54 ©n3 7854.0

iz katerega izrédunamo neznane vrednosti napetostne funkcije na meji odprtin
Y1 = 129.80, @no = 153.20, n3 = 129.80.

Potek napetostne funkcije vzdabsiy prikazujemo na slikR.48
o =130  $n2=193 o, .—130

I 1

U

Slika 2.48:Napetostna funkcija vzdblosiy

Torzijski vztrajnostni momenti, je
I, = 2(129.80 - 3927 - 2 + 153.20 - 10000) = 5102767 cm?.

Strizna napetost v robdC je (slika2.49

M, @, — pno 10000 0 — 153.20 )
__Ma __ — 0.15 N /em?2.
7ecAC I, i 5102767 2 fom
\
ey
l G =

w

Slika 2.49:Strizna napetost na zunanjem roAd@

Strizna napetost v rebrd B (glede na(y) je (slika2.50

M, oo — om1 10000 153.20 — 129.80 )
_ _ — —0.0459 N /em?,
9E.AB I, ¢ 5102767 1 fom
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wl

vy

l s
3

1

A

=

Slika 2.50:Strizna napetost v rebrd B

Strizna napetost v rebrB A (glede na,) je (slika2.52)

My @n1 — @no 10000 129.80 — 153.20
g = —— e
£.BA I, / 5102767 1
~1B
1]
- [
x i
&
14

Slika 2.51:Strizna napetost v rebriz A

Strizna napetost v robBE A je (slika2.52

_ Myp.—@a 10000 0—129.80
CCCBEA = T T T Thlo2t67 | 2

B

A_

Slika 2.52:Strizna napetost v robB E A

NajveCja strzna napetosie. je v robovihAC in BD.

2 Enakomerna torzija

= 0.0459 N/cm®.

= 0.127 N/cm?.

Primer 2.4 DoloCimo vrednostip; napetostne funkcije vzdok notranjinh robov odprtini za preni

prerez na slik.53
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Slika 2.53:Preni prerez stirimi odprtinami

Za prikazani primer dobimo naslednji sistem linearnih@mnza r&un napetostnih funkcip;

300 0 0 —100 ©Onl 503
0 300 0 —100 on2 | | 50V3

0 0 300 —100 ons | | 50V3 | (2.214)
—100 —100 —100 300 Ond 503

iz katerega izrédunamo neznane vrednosti napetostne funkcije na robovih odprtin

1 = @2 = @3 = 0.577 cm?, 4 = 0.866 cm?.

Iz rezultatov sledi, da dobimo enake vrednosti za napetostne funkgija lezijo simetritno glede na
simetrijske osi prénega prereza (slika54).

S

Slika 2.54:Za odprtine simettine glede na simetrijsko os so vrednosti napetostnih funkcij enake

Velikost sistema linearnih edh (2.214 lahko zmargamo e v naprej upstevamo simetrijo. 1z sistema
en&b (2.219 vzamemo le prvo irtetrto enébo, v v katerih upstevamo, da s@; = 2 = ¢3. Nata
nacin dobimo sistem dveh linearnih diia

300 —100 o1 ] [50V3
[ —300 300 } [ @11 ] B [ 503 ] ‘ (2:215)
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Vidimo, da dobimo nesimetthi sistem enéb. Ce Zelimo problem r8iti s simetrénim sistemom eréb,
moramo zaradi pogoja; = py = 3 SESteti prve tri vrstice in prve tri stolpce v matriki 2214.
Se&Stejemo pa tudi prve tri koeficiente v stolpcu na desni strani sisten@@enako dobimo

EXERE]

Poka&imo splani postopek, s katerim lahko ob wtevanju enakosti nekaterih neznanih &olizmangamo
sistem enéb. Najprej izrazimo neznanke;, ¢2, ¢3 in ¢4 Z Nneznankama in 4 po en&bi

Y1 10
g2 | _ | 10 [ P1 }
©3 1 O vy}
P4 01
ali krajse
{e}=1T]{¢} (2.217)
Ce endbe @.214 zapemo kraje
[A]{p}={b}

in upcstevamo 2.217), sledi
[AJ[T]{¢" } ={0b}.

To end&bo z leve mndimo s transponirano matriko matriké&'] in dobimo

[TITANTIH{e'} = [T {b}

oziroma
(A" {¢' } ={V}.
Matrika
A= (rialr]= | O ]

je simetrtna, stolpec

= [y = [

pa predstavlja ustrezno desno stran sistemakena

Ker je velikost strzne napetosti v rebru odvisna od razlike vrednosti napetostnih funkcij sosedn
odprtin, je strzna napetost v rebru, ki ima enaki vrednastna obeh straneh rebra, enak&.niTo
pomeni, da lahko dvojno simetni preni prerez sstirimi odprtinami obravnavamo kot piei prerez z
eno odprtino (slike.55. Zaradi simetrijske 0st je v1 = o IN 3 = 4, zaradi simetrijske 03y pa

Y3 = Y1 in ©2 = P4. Iz teh endb sledi, daje,pl = 2 = Y3 = Q4.

Al L] [a|]



2.5 Primeri 255

[
1= ¢3 p)‘& P1= P2
Pe— P4
A1 ly Joede | 1
Yy Yy Yy
©) @ }
\
zy zy zy

Slika 2.55:Prerez stirimi odprtinami lahko obravnavamo kot prerez z eno odprtin

Podobno velja za primer na sliRi56

|
A
P2=¥3 1= @2
- —X— - -
Y @ g Y Yy
zy A zY

Slika 2.56:Prerez s tremi odprtinami, ki ga lahko obravnavamo kot prerez z eno odprtino

Najprej updtevamo simetrijsko ogin zaradips = @3 primer obravnavamo kot prerez z dvema odprti-
nama. S tem dobimo prerez, ki je siméan glede na 0s. Z updstevanjem te simetrijske osi sledi
p1 = 9. TO pomeni, da notranja rebra ne prevzameja@sginapetosti in prerez lahko obravnavamo kot

prerez z eno odprtino.
Primer 2.5 IzraCunajmo napetosti in pomike v nosilcu z odprtim tankostenskignpreprerezom na

sliki 2.57. Torzijski moment\/;,, = 1000 Ncm, modul elasiinosti materiala = 20 - 106 N /cm?,
Poissonov koeficiemt = 0.3, dolzina nosilcal. pa 100 cm.
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vilicasta ..
podpora Precni prerez
yV
REN
\
\
5 /t:O.]l
|
X
Yy Y,
<t 5 ’

wra
S
22
zvz'
Slika 2.57:Geometrijski podatki pienega prereza nosilca
Dolzina L, poSevnega dela je
L, =+22+12 =2.236 cm.
Plo&Cina A, pretnega prereza je
Ay =5-01-2+4+4-01+6-02+0.2-L,-2=3.494cm”.
Navpitna koordinata/. teZia pr&nega prereza je
L,-02-115-246-02-8+4-0.1-54+2-5-0.1-2.5
op =L + i i = 6.979 cm.

Ay

Za dolcitev izbcitvene funkcije po erdbah .154 in (2.156 moramo poznati vztrajnostni momenta

A%

I, glede na teiste pré&€nega prereza. Iz€anajmo vztrajnostna momeniaza p&evna dela (slika.59).

Levi del: Desni del:
A ;
o v

Slika 2.58:Koordinatne osi psevnih delov prénega prereza

Za levi del dobimo:l; = L, 0.23/12 = 0.001491 e, I; = L20.2/12 = 0.1863 cm', 8 = 63.44°:

L+ I I
_2+2

Al [H] [«
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Za desni del dobimoly = L30.2/12 = 0.1863 cm’, I = L,,0.2%/12 = 0.001491 cm, o = 26.57°:

_Ltl L

2 5 cos2a = 0.1494 cm*.

Iy

Vztrajnostni moment na B5Cno z os je:

3 3 3
@:(501+4?5mu)2+014-+&02+auw4+ﬁazwwmy2:5mhm4
12 12 12
Za ra&un pomane izb@itvene funkcije izberemo @ki P in Tj v toCki 1 s koordinatamag; = 0 cm
in z; = —1.979 cm. Zato jezp = —1.979 cm. Na sliki2.5% prikazujemostevilke vozIE¢, smer
integriranja za réaun pomdne izb@&itvene funkcijedp = —2 Ap (en&ba €.182). Na sliki 2.5% je
ozn&ena pléaCinaAp za tako, ki je zaz’ nad t@&ko P. Vidimo, da je pl&tinaAp in s tem tudi pomdna
izboCitvena funkcija® p linearna funkcija. Na slika.5% in 2.5 sta pl&Cini Ap za taki 3 in 8, na
sliki 2.5% pa je diagram poteka poree izb@&itvene funkcije.
b) c) d)
Ap=—22/2=—2"  Ap=—2-5/2=-5

P T
LA LA
L o
Vs R
g 12505 T

2YAp=26/2=6 R 7 12

Slika 2.59:Dolotitev pomane izb&itvene funkcije® p

2.5
®p3:24§*:]ﬂcm{ ®ps = —10 cm?,

6-2
¢p7:24§*:]20m% dpg = —12 cm?.

Na sliki 2.60prikazujemo potek koordinatin z.
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—6.98 —6.98

gr%

- — —

Y [2]
§4.02
5.02 ‘@5.02

A

Slika 2.60:Diagrama koordinay in z

Integral Igp, = f% y®pdA, (en&ba2.159 lahko prevedemo na integral produkta dveh funkcij
Iop. =t [ f(s)g(s)ds. V petem poglavjlbomo izpeljali in uporabljali erzbo za r&un integrala
produkta dveh funkcij, od katerih je vsaj ena linearna. Glede na to, da stsemnarimeru takg kot

® p linearni, lahko uporabimo egho 6.25

I =Ay f(xr,) = Af g(o1))
in dobimo

10-5 12-2.236 2
lop, = /y(I)PdAz:O-l‘2'2'2+0.2'2'2-2:17.16cm5.

3
oAy
Integralals py, = f% 2®pdA, in Sep = f% ®p dA, (enadba2.15) sta zaradi antisimetrije funkcije

®p enaka nt (glej sliki 2.59in 2.60). Koordinatiyc in z¢ torzijskega sre@dCaC' izraunamo po eribi

(2.157
lsp.

yo = 0, 2o =zZp + = —1.979 4+ 2.993 = 1.014 cm.

z

KonstantiA in B izraCunamo poZ.156:

Isp-
A=—
I,

= —2.993 cm, B =0cm.

IzboCitveno funkcijo® izratunamo po eribi (2.154.
D=0+ Pp+ Ay =>p —2.993y.

Vrednosti izb@itvene funkcije v znéilnih tockah prereza prikazujemo v pregledrizc.
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Tabela 2.21zbotitvena funkcija® [cm?] in pomiki @, u,, u, [cm] v zn&ilnih totkah
pretnega prereza

1 1 2 3 4 5 6 7 8

®; | 0.000 | —5.987 | 4.014 | 5.987 | —4.014 | 0.000 6.014 —6.014
Ug; | 0.0000 | —0.0239 | 0.0160 | 0.0239 | —0.0160 | 0.0000 | 0.0240 | —0.0240
Uy; | 1.194 1.194 3.188 | 1.194 3.188 —1.199 | —1.598 | —1.598
uz; | 0.000 0.000 0.798 | 0.798 | —0.797 | —0.798 | 0.798 —0.798

Torzijski vztrajnostni momeni, izraCunamo po enbi (2.177)

1 1.
L= > tih = 3 (013-5-240.1%-44+0.2%- 6 +0.23 - 2.236 - 2) = 0.03259 cm*.
A

Strizni modulG je

E 20 - 106
— — = 7.692-10° N/cm?
2(1+v) 2(1+0.3) fem?,

speciftni torzijski zasuky pa .54

T

TG,

a = 0.003989 cm ™.

Pomiku, izraCunamo z enébo .41 oziroma @.146, kjer upagstevamo, da j§y = T terd; =0

ﬂm:um—uﬂ:a(é—qn):a@.

259

Pomikeu, posameznih tek prikazujem v pregledni.2 Za r&un pomikovu, = —w, (z — z¢) in
u, = wy (y — yo) (end&ba @.30) v pretnem prerezu = L potrebujemo zasuk,;, ki ga v primeru, da

je zasukw,(0) pri z = 0 enak n&, izra&Cunamo po eribi (2.25
wz(L) = a L =0.003989 - 100 = 0.3989 radianov.

Pomikeu, in u, v zn&ilnih toCkah pré&€nega prereza prikazujemo v pregledrid.

Primer 2.6 IzraCunajmo pomike in napetosti v nosilcu z zaprtim tankostenskim prerezom ri2 &liki
Nosilec dotine L = 400cm je obremenjen na enakomerno torzijo s torzijskim momemém=

15000 Ncm. Strizni modul materiala j& = 75000 N /cm?.
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Prec¢ni prerez

1020 — 30 |
0.1 0.1 0.1
0.05} 0.1] 20
0.1
o 0.05
0.05 10
v

vilicasta 7

podpora \ 005

Slika 2.61:Geometrija obravnavanega nosilca (vse razdalje so v cm)

Na sliki 2.62 prikazujemo izbran&tevilke vozIEC in elementov ter izbrano smérvzdolz srednjecrte
preCnega prereza.

-4 3 5 6
y O @ ® ol Iz
v v oo | e
4»—77———4@7;) @ é -——
Yl | oot
t 8 ‘ - !
| | g 7
| | S
2 1} } 7 ¢
Z+ Z’* Vé‘

Slika 2.62:Stevilke vozIE ter elementov in izbrana smer

v

Izratunajmo najprej pl&tino pr&nega prereza in koordinatiZiéca v koordinatnem sistemy, 2’

Ay = 0.1(60 + 20 4 30) 4 0.05 (30 4 30 + 20) = 15.0 cm?,

S, =30-0.1-15+30-0.05-15+20-0.1-10 -+ 30 - 0.05 - 20 + 20 - 0.05 - 30 = 147.5 cm?,
S, =60-0.1-30+20-0.05-40430-0.05-15+30-0.1-50 4 30-0.05 - 30 = 437.5 cm?,
yp = S,/A; = 29.167 cm,

2p = Sy/As = 9.833 cm.
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Vztrajnostni momenti glede nazidcni osiy in z (slika2.63 so

Y = 60‘12'13 +z§2-60-0.1+20'1(;053+(30—z’T)2-20~0.05+
30'102'053 + (20 — 24)?-30- 0.05 + 0'11'2303 + (15— 2)?-30- 0.1+
+ 0'0‘?2303 + (15 — 27)? - 30 - 0.05 + 0'11'2203 + (10 — 25)?-20- 0.1 = 1666.26 cm?,
I = 0'11'2603 + (30 — 9%)*-60- 0.1 + 00512503 + (v — 25)% - 50 - 0.05 +
20 '12'13 +y#-20-0.1+ 30'102'053 + (30 — y/)? - 30 - 0.05 +
;30 ’12'13 + (50 — y4)% - 30 - 0.1 = 5372.92 cm?,
Iy. = —[—60-0.1- 25 (30 — yh) — 30-0.05 - (20 — 25) - (v/p — 15) +

+20-0.05- (30 — 27) - (40 — y7) +30-0.1- (15 — 27) - (50 — ypp) +
+30-0.05- (30 — 9/) - (15 — 25) —20-0.1- (10 — 25) - vy | = —272.917 cm™.

1 0~—20— 30 |
50—y e yp=29. 17—~
ne ¥
Y 20=9.83
PERE T B T 20
N 20— 2,
l | | 10
\ | 12
|
ZV Z’;

Slika 2.63:Tezistni osiy in z

Racun velikosti napetostne funkcije,; in ¢,2 Na notranjin robovih odprtin. Kompatibilnostna pogoja
za r&uny, in .2 zapsemo v obliki:

[611 a12:||:90n1:|:2[A31:|
a1 a2 ©n2 Ag |-
Pritem je

20430 20+ 30 20
= a2 01 005 p 2T A= e :

by = by = 2-20-30 = 1200 cm?.
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R&Sitev sistema erid je
Vn1 = Yp2 = 1.091 cm?.

Sedaj lahko izrdunamo torzijski vztrajnostni moment po en&bi (2.205

N
I, =2 ni Asi = 2-1.09091 - 20 - 30 - 2 = 2618.18 cm”.
=1

IzboCitveno funkcijo® izraCunamo po eribi (2.1549

Sep
A

=00+ Pp+Ay— Bz—

Pomano izb&itveno funkcijo® p izratunamo po erizbi (2.139
dp=d, —2Ap.

Funkcijo®,, izraCunamo po enbi (2.180

o
(I)‘P:_/a;jdc‘
To

Ker je pri nosilcih s tankostenskim gneim prerezonp = ¢(n) (en&ba @.180), zapBemo gornji izraz
takole:

Ker integriramo vzdp osin = 0, sledi iz 2.208

dp _ ¥YnA — ¥nB
dn 77:0_ t
oziroma
T
o, = _/ PnA ; ¥nB dc.
To

Pomano izba&itveno funkcijo® p izraCunamo torej po eridi

T
@P:_/Wd<_2AP'
To
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IzraCunajmo najprej funkcija,, za vozlsta 1 do 8. Za toko Ty izberemo téko 4. Pri tem upstevamo,
da v tako 7 pridemo iz treh strani (po elementu 9, po elementu 8 in po elementu 6).

D4 =0,
¢33 =0,
By = —W 30 = 90’61.130 — 397.273,
By = Dy — (0(;(;?1) 20 = B0 + ‘pg_loi() — 763.636,
7 (el.9) == By — w 10 = By + “0(;1();0 — 981.818,
By = —(‘P”(HO) 20 = —@’6%120 — —218.182, (2.218)
B = B — (90”3‘1_ O30 a5 - 90762‘130 — —545.455,
By = B — (90”(2]'1_ 9 90 — - ‘ngfo — —763.636,
By7 (el 8) = Dy — “0’6%0_5 O 50— @6 - ‘pgi)io — —1418.18,
(¢n1 — Pn2)

Oy (el. 6) = D5 — 20 = D5 = —218.182.

0.05
Izratunajmose del& —2 Ap v enotah cri. Z 2 Ap ozna&imo dvojno velikost plécine, ki jo doldajo
del srednjetrte odT;, do T ter premiciT P in PT, (glej razdelek2.3.3. Pri tem moramo upkievati,
¢e smerly, T, TP, PT, obkraza ploskeva/p v pozitivni ali v negativni smeri. Za ttko P izberemo
koordinatno izhodice (yp = zp = 0) (glej sliko 2.64):

4 A
_4=h 3 " 5 6 _4=h 3 47 5 6
, T , T
- T L=P - L=P I\
y T Y |
| 8 7} &
| \ } \
2 T | 2 il |
2y z'y 50—y, — zZ'y

2y

Slika 2.64:Dolotitev plastin Ap za vozI&i 3in 2
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—2Aps =0,

— 2 Ap3 = 10 2/ = 98.333,

—2Apy = —2Aps — 30 (50 — ¢/p) = —526.667,
—2Ap; = —2Aps —20(30 — 27) = —930.000,
—2Ap7(el.9) = —2 Apy + 10 (30 — v) = —921.667,
— 2 Aps = —2 Ap3 + 20 2 = 295.000,

—2Apg = —2 Aps + 30 2} = 590.000,

—2Apg = —2Apg + 20y = 1173.333,

— 2 Ap7 (el.8) = —2 Apg + 30 (20 — 27) = 1478.333,
— 2 Apr(el.6) = —2 Aps — 20 (30 — ) = 278.333.

(2.219)

Vrednosti pomane izb&itvene funkcije v voziCih izratunamo tako, da2(218 in (2.219 sestejemo.
Vrednosti® p; za vozl&a prereza podajamo v pregledricB.

Tabela 2.3;Poma@na izb&itvena funkcija® p [cm?] in pomiki i, u,, u, [cm] v zn&ilnih
totkah prénega prereza

? 1 2 3 4 5 6 7 8
®p; | —166.4 —-199.4 98.33 0.000 76.82 44.55 60.15 409.7
Yi 0.833 20.83 20.83 30.83 0.833 —-29.17 0.8333 —29.17
% 20.17 20.17 —-9.833 | —9.833 | —9.833 —9.833 10.17 10.17
08 —161.6 —108.9 95.83 40.38 —11.47 —-172.4 33.89 254.8
Ug; | —0.01493 | —0.01090 | 0.00473 | 0.00050 | —0.00346 | —0.01576 | 0.00000 | 0.01687
uy; | —0.7473 | —0.7473 | 0.1694 | 0.1694 0.1694 0.1694 | —0.4417 | —0.4417
Uz —0.0693 0.5418 0.5418 | 0.8474 | —0.0693 | —0.9860 | —0.0693 | —0.9860

Potek pomane izb@itvene funkcije® » prikazujemo na slik2.65

98.3 @

e T A SO e 4 6
E 76.8
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