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Smeri glavnih normalnih napetosti vzdoľz osi nosilca

Vzdolž nevtralne osi oklepajo normale ravnin glavnih napetosti s smerjox naslednje kote

σxx =
My

Iy
z = 0 → tg 2ασ = −2σxz

0
= ±∞

2ασ = ±π
2
, ±3π

2
, ± . . . → ασ = ±π

4
, ±3π

4
, ± . . .

Naklon ravnin glavnih napetosti je torejπ/4 oziroma3π/4 (slika1.123).

Slika 1.123:Smeri glavnih normalnih napetosti vzdolž osi nosilca

Smeri glavnih normalnih napetosti vzdoľz robov nosilca

Vzdolž robov nosilca±h/2 pa dobimo

S∗y(±h/2) = 0 → σxz = −
Nz S

∗
y(z = ±h/2)

b∗(z = ±h/2) Iy
= 0

tg 2ασ = 0 → 2ασ = ±0, ±π, ±2π, . . . → ασ = 0,±π
2
, ±π, . . .

Naklon ravnin glavnih napetosti na zgornjem in spodnjem robu je0 ali π/2 (slika1.124).

Slika 1.124:Smeri glavnih normalnih napetosti vzdolž robu nosilca

Velja torej, da v obravnavanem primeru oklepajo trajektorije glavnih napetosti vzdolž nevtralne osi kote
45◦ glede na to os, vzdolž robov nosilca pa ima ena skupina trajektorij smer pravokotno na rob, druga pa
smer roba.

Na sliki 1.125je prikazan potek trajektorij glavnih napetosti v prostoležěcem nosilcu iz homogenega in
izotropnega materiala. Na nosilec deluje sila na polovici razpetine. Neprekinjenečrte predstavljajo smeri
glavnih tlǎcnih napetosti,̌crtkane pa smeri glavnih nateznih napetosti.
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Slika 1.125:Potek trajektorij glavnih normalnih napetosti v prostoležěcem nosilcu

Trajektorije glavnih napetosti so pomembne pri armiranem betonu. Beton je krhek material inže pri
razmeroma majhnih nateznih napetostih razpoka. Da se konstrukcija ne bi porušila, vanjo vstavimo
jeklene palice (“armaturo”), ki namesto betona prevzamejo natezne napetosti. Najboljša namestitev teh
palic je v smeri trajektorij nateznih napetosti (slika1.126). Tako oblikovana armatura bi zelo zapletla
račun in izdelavo armirano betonskih konstrukcij. Zato se armaturo oblikuje tako, da le približno sledi
smeri nateznih trajektorij. Primer prikazujemo na sliki1.127.

Slika 1.126:Optimalna namestitev armature

Slika 1.127:Običajna lega armature

Primer 1.32 V prěcnem prerezu linijskega nosilca v ravnini(x, z) delujeta prěcna silaNz = −2.25 kN
in upogibni momentMy = −2.25 kNm. Dolǒci smer in velikost glavnih normalnih napetosti v točkiM
s koordinatamay = 0 cm inz = 8 cm! Dimenzije prěcnega prereza podajamo na sliki1.128.

Karakteristike prěcnega prereza smo izračunali v primeru 1.16. Vzdolžna normalna napetostσM
xx v točki

M je

σM
xx =

My

Iy
zM =

−225000
10825

8 = −166.282 N/cm2.



1.4 Glavne normalne napetosti v nosilcu 147

Strižna napetostσM
xz v točki M je

σM
xz = −

Nz S
∗
y(z = 8)

b∗(z = 8) Iy
.

Slika 1.128:DimenzijeT prereza

Statǐcni momentSy delnega prerezaA ∗
x izračunamo po enǎcbi (1.195), ki smo jo izpeljali v primeru 1.16

S∗y(z = 8) = 4 · 82 − 702.25 = −446.25 cm3.

Strižna napetostσM
xz v točki M je torej

σM
xz =

2250 · (−446.25)
8 · 10825

= −11.594 N/cm2.

Velikosti glavnih normalnih napetosti v točki M sta

σM
11 =

1
2

[
−166.282 +

√
166.2822 + 4 · 11.5942

]
= 0.805 N/cm2,

σM
22 =

1
2

[
−166.282−

√
166.2822 + 4 · 11.5942

]
= −167.086 N/cm2.

Ravnine glavnih normalnih napetosti so

tg 2αM
σ = −2 · 11.594

166.282
= −0.139

2αM
σ = −7.939◦ + k π, k = . . .− 2,−1, 0, 1, 2 . . .

Za k = 0 je 2ασ = −7.939◦ in ασ = −3.969◦. Normalna napetost v ravnini z naklonskim kotom
normaleασ = −3.969◦ je

σM
22 = −166.282

2
− 166.282

2
cos(−7.939◦) + 11.594 sin(−7.939◦) = −167.086 N/cm2.
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Zak = −1 je 2ασ = −187.939◦ in ασ = −93.969◦. Normalna napetost v ravnini z naklonskim kotom
normaleασ = −93.969◦ je

σM
11 = −166.282

2
− 166.282

2
cos(−187.939◦) + 11.594 sin(−187.939◦) = 0.805 N/cm2.

Glavne normalne napetosti v točki M prikazujemo na sliki1.129.

Slika 1.129:Smeri in velikosti glavnih normalnih napetosti v točki M

Ekstremni vrednosti strižne napetosti v tǒcki M sta

τOMANNUMERAL2 = ±1
2
(0.805 + 167.086) = ±83.945 N/cm2.

Ravnine ekstremnih strižnih napetosti v tǒcki M so

tg 2ατ =
−166.282

2 (−11.594)
= 7.171,

2ατ = −82.061◦ + k π, k = . . .− 2,−1, 0, 1, 2 . . . .

Zak = 0 je 2ατ = 82.061◦ in ατ = 41.031◦. Strižna napetost v ravnini z normaloασ = 41.031◦ je

σNT = −166.282
2

sin(82.061◦)− 11.594 cos(82.061◦) = −83.954 N/cm2.

Zak = −1 je2ατ = −97.939◦ in ασ = −48.969◦. Strižna napetost v ravnini z normaloασ = −48.969◦

je

σNT = −166.282
2

sin(−97.939◦)− 11.594 cos(−97.939◦) = 83.954 N/cm2.

Ekstremne strǐzne napetosti v tǒcki M prikazujemo na sliki1.130.
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Slika 1.130:Smeri in velikosti glavnih strǐznih napetosti v tǒcki M

1.5 Strižni in prečni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim prěcnim
prerezom

Obravnavamo nosilec z ravno osjo, katerega geometrija je podana z lego osi nosilca in obliko prečnega
prereza v poljubni tǒcki na osi nosilca. Prěcni prerezi so posod pravokotni na os nosilca, ki poteka skozi
težišča prěcnih prerezov.

1.5.1 Krivočrtne koordinate ploskve ter diferencial plǒsčine ploskve

V parametrski obliki zapišemo enǎcbo ploskveS z enǎcbami†

x = f1(q1, q2), y = f2(q1, q2), z = f3(q1, q2) (1.217)

oziroma
~rS = ~f(q1, q2). (1.218)

Z x, y in z so oznǎcene pravokotne Kartezične koordinate,q1 in q2 sta posplǒseni koordinati.Če vza-
memo zaq1 konstantno vrednost, na primerq1 = c, dobimo enǎcbe koordinatne krivulje

x = f1(c, q2), y = f2(c, q2), z = f3(c, q2), (1.219)

ki se nahaja na ploskviS, podani z enǎcbami (1.217). Za razlǐcne konstantne vrednosti posplošenih
koordinatq1 in q2 dobimo mrězo koordinatnih krivulj na ploskviS (slika1.131).

Slika 1.131:Koordinatne krivulje ploskveS

† I. Vidav, Diferencialna geometrija, Društvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Ljubljana, 1989.



150 1 Upogib z osno silo

Presěcišče koordinatnih krivuljq1 = c in q2 = k določa tǒcko T . Odvoda krajevnega vektorja~rS , ki
določa tǒckoT na ploskviS, po koordinatahq1 in q2 sta bazna vektorja v točki T . Oznǎcimo ju z~g1 in
~g2

~g1 =
∂~rS
∂q1

, ~g2 =
∂~rS
∂q2

. (1.220)

Obravnavajmo nosilec z ravno osjo ter spremenljivim prečnim prerezomAx(x) (slika1.132).

Slika 1.132:Prěcni prerezAx(x) nosilca se vzdolž osix spreminja

Krajevni vektor~rS poljubne tǒcke na mejni ploskviS zapǐsemo z enǎcbo

~rS = ~r0 + ~ρS = x~ex + y ~ey + z ~ez. (1.221)

Čeželimo dolǒciti krivočrtne koordinate mejne ploskveS nosilca, moramo izbrati posplošeni koordinati
q1 in q2. Če za posplǒseni koordinati izberemox in s = s̄/Cx(x) (glej sliko1.132)

q1 = x, q2 = s, (1.222)

lahko zapǐsemo (1.221) takole:

~rS = x~ex + y(x, s)~ey + z(x, s)~ez. (1.223)

Z s̄ je oznǎcena doľzina krivǒcrtne koordinates od izbrane zǎcetne tǒcke do poljubne tǒcke na mejni
črti Cx(x), sCx(x) pa doľzina mejnečrteCx(x). Bazna vektorja~gx in ~gs sta v tem primeru podana z
enǎcbama (glej tudi sliki1.132in 1.133)

~gx =
∂~rS
∂x

= ~ex +
∂y

∂x
~ey +

∂z

∂x
~ez, ~gs =

∂~rS
∂s

=
∂y

∂s
~ey +

∂z

∂s
~ez. (1.224)

Na sliki 1.133a je prikazana koordinatna krivuljax = c, na sliki1.133b pa koordinatna krivuljas = k.

PloščinodS diferencialno majhnega dela mejne ploskveS izračunamo po enǎcbi †

dS =
√
EG− F 2 dx ds. (1.225)

† I. Vidav, Diferencialna geometrija, Društvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Ljubljana, 1989.
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Z E,G in F so oznǎceni izrazi

E =
∂~rS
∂x

· ∂~rS
∂x

= 1 +
(
∂y

∂x

)2

+
(
∂z

∂x

)2

,

G =
∂~rS
∂s

· ∂~rS
∂s

=
(
∂y

∂s

)2

+
(
∂z

∂s

)2

,

F =
∂~rS
∂x

· ∂~rS
∂s

=
∂y

∂x

∂y

∂s
+
∂z

∂x

∂z

∂s
.

(1.226)

Slika 1.133:a) Koordinatna krivuljax = c, b) Koordinatna krivuljas = k

1.5.2 Ravnotězne enǎcbe za nosilec s spremenljivim prěcnim prerezom

Obravnavamo del nosilca dolžine x, ki zavzema obmǒcje V1, dolǒceno s ploskvamiAx0, Ax in S1.
Odstranjeni desni del nosilca nadomestimo z notranjo silo~N in z notranjim momentom~M (slika1.134).

Slika 1.134:Na nosilec delujejo zunanja obtežba~pS in ~v ter notranja sila~N in notranji moment~M
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Z ~N(0) in ~MR(0) sta oznǎceni rezultanti obtězb~pS in ~v na ploskviAx(0)

~N(0) =
∫

Ax(0)

~pS dA, ~MR(0) =
∫

Ax(0)

~ρx × ~pS dA.

Krajevni vektor~r0 točke na osi nosilca, v kateri nosilec prerežemo, ima smer koordinatne osix

~r0 = x~ex. (1.227)

Ravnotězna pogoja za obravnavani del nosilca

~R = ~0, ~MO
R = ~0 (1.228)

izrazimo z zunanjo površinsko obtězbo~pS , s prostorninsko obtežbo~v, z notranjo silo~N in z notranjim
momentom~M . Prvi ravnotězni pogoj je (glej enǎcbo (1.13))

~N(0) +
∫

S1

~pS dS +
∫
V1

~v dV + ~N(x) =

= ~N(0) +

x∫
0

( ∫
Cx(x̄)

~pS(x̄, s)
√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x̄)

~v(x̄, y, z) dAx

)
dx̄+ ~N(x) = ~0.

(1.229)

Koli čineE,G in F so odvisne odx in s. Izraz v oglatem oklepaju v enačbi (1.229) oznǎcimo s ~P(x) in
ga imenujemolinijska obtežba

~P(x) =
∫

Cx(x)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x)

~v dAx. (1.230)

Tako je

~N(0) +

x∫
0

~P(x̄) dx̄+ ~N(x) = ~0. (1.231)

Če želimo zapisati diferencialno enačbo za neznano silo~N(x) v poljubnem prěcnem prerezu, enačbo
(1.231) odvajamo pox. Tako dobimo prvo izmedravnotežnih enǎcb ravnega linijskega nosilca, ki smo
jo izpeljali že pri Statiki (ravnotězna enǎcba za prěcni prerez)†

d ~N(x)
dx

+ ~P(x) = ~0. (1.232)

† M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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Tudi momentni ravnotězni pogoj izrazimo z zunanjima obtežbama~pS in ~v ter z notranjo silo~N in no-
tranjim momentom~M (glej (1.17))

~MR(0) +
∫

S1

~̄rS × ~pS dS +
∫
V1

~̄r × ~v dV + ~r0 × ~N(x) + ~M(x) = ~MR(0)+

+

x∫
0

( ∫
Cx(x̄)

~̄rS × ~pS(x̄, y, z)
√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x̄)

~̄r × ~v(x̄, y, z) dAx

)
dx̄+ ~r0 × ~N(x) + ~M(x) = ~0,

(1.233)

kjer krajevna vektorja~̄rS in ~̄r opisujeta tǒcke v integracijskih obmǒcjih S1, V1:

~̄rS = ~̄r0 + ~̄ρxS , ~̄r = ~̄r0 + ~̄ρx. (1.234)

Upǒstevamo enǎcbi (1.2) in (1.234)

~MR(0) +

x∫
0

( ∫
Cx(x̄)

~̄r0 × ~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x̄)

~̄r0 × ~v dAx

)
dx̄+

+

x∫
0

( ∫
Cx(x̄)

~̄ρxS × ~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x̄)

~̄ρx × ~v dAx

)
dx̄+ ~r0 × ~N(x) + ~M(x) = ~0.

(1.235)

Vektor ~̄r0 je neodvisen ody in z, zato ga lahko izpostavimo iz integralov poCx(x) in Ax(x)

~MR(0) +

x∫
0

~̄r0 ×
( ∫

Cx(x̄)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x̄)

~v dAx

)
dx̄+

+

x∫
0

( ∫
Cx(x̄)

~̄ρxS × ~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x̄)

~̄ρx × ~v dAx

)
dx̄+ ~r0 × ~N(x) + ~M(x) = ~0.

(1.236)

Izraz v prvem oklepaju smǒze v enǎcbi (1.230) oznǎcili s ~P(x), izraz v drugem oklepaju pa označimo
z ~M(x) in imenujemolinijska momentna obtežba

~M(x) =
∫

Cx(x)

~ρxS × ~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
Ax(x)

~ρx × ~v dAx. (1.237)

Iz (1.236) dobimo

~MR(0) +

x∫
0

~̄r0 × ~P(x̄) dx̄+

x∫
0

~M(x̄) dx̄+ ~r0 × ~N(x) + ~M(x) = ~0. (1.238)
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Enǎcbo (1.238) odvajamo pox

~r0 × ~P(x) + ~M(x) +
d~r0
dx

× ~N(x) + ~r0 ×
d ~N(x)
dx

+
d ~M(x)
dx

= ~0. (1.239)

Ker je (glej enǎcbo (1.227))
d~r0
dx

= ~ex,

dobimo

~r0 ×
(
~P(x) +

d ~N(x)
dx

)
+ ~M(x) + ~ex × ~N(x) +

d ~M(x)
dx

= ~0. (1.240)

Upǒstevamo prvo ravnotežno enǎcbo (1.232) in dobimo drugoravnotežno enǎcboza nosilec†

d ~M(x)
dx

+ ~ex × ~N(x) + ~M(x) = ~0. (1.241)

Linijska obtězba ~P(x) predstavlja nadomestno obtežbo rǎcunskega modela nosilca z enoto N/m. Lini-
jska momentna obtežba ~M(x) pa predstavlja nadomestno momentno obtežbo z enoto Nm/m. Površinsko
in prostorninsko obtězbo ~pS(x, y, z) in ~v(x, y, z), ki sta funkciji treh spremenljivk, integriramo po
prěcnem prerezuAx oziroma vzdoľz njegove mejeCx in tako dobimo funkciji ene spremenljivke.

1.5.3 Strǐzni in prečni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim prerezom

Pri upogibu ravnega nosilca s spremenljivim prečnim prerezomAx(x) računamo razen vzdolžne nor-
malne napetostiσxx tudi strǐzni napetostiσxy in σxz (slika1.135).

Slika 1.135:V nosilcu upǒstevamo vzdoľzno normalno napetost in prečni strǐzni napetosti

Pri izpeljavi enǎcb za rǎcun pomikovu, v in w (enǎcbe (1.80) in (1.87)) ter enǎcbe za vzdoľzno normalno
napetostσxx (enǎcba (1.88)) v ravnem nosilcu s konstantnim prečnim prerezom smo predpostavili, da sta

† M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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od nǐc razlǐcni le vzdoľzna normalna deformacijaεxx in vzdoľzna normalna napetostσxx. Pri izpeljavi teh
enǎcb smo upǒstevali le kinematǐcne enǎcbe in Hookov zakon, nismo pa upoštevali ravnotěznih enǎcb.
V tem razdelku izpeljemo enačbe zaσxy, σxz, σyy in σzz iz ravnotěznih enǎcb za ustrezni del nosilca.

Izpeljava enǎcb za račun strižne napetostiσxy in prečne normalne napetostiσyy

Vzemimo del nosilca od̄x = 0 do x̄ = x ter ga odrězimo priy = y∗ = konst (slika1.136).

Slika 1.136:Nosilec odrězemo priy = y∗ in obravnavamo odrezani del nosilca

Zapǐsimo ravnotězne enǎcbe za ta del nosilca:∫
A ∗

x (0)

~pS(0, y, z) dAx +
∫

A ∗
x (x)

~σx(x, y, z) dAx+

+

x∫
0

 ∫
C ∗

x,z(x̄)

~pS(x̄, s)
√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x̄)

~v(x̄, y, z) dAx +
∫

C ∗
x,01(x̄)

~σy(x̄, y∗, z) ds

 dx̄ = ~0.

(1.242)

Z A ∗
x oznǎcimo del prěcnega prereza, ki ga določa prerez z ravninoy = y∗ (slika 1.136). Zato je ta

del prěcnega prereza odvisen tudi ody∗, vendar zaradi krajšega zapisa tega v enačbi ne bomo zapisali.
Razdaljo od tǒcke 0 do 1 oznǎcimo sh∗(x) in je tudi odvisna ody∗, vendar v enǎcbah te odvisnosti ne
bomo zapisali. Upǒstevamo, da soE, G in F odvisni odx in s. Del v oglatem oklepaju označimo z
~F

∗
(x) in predstavlja nadomestno linijsko obtežbo zaradi zunanje obtežbe na mejnǐcrti C ∗

x,z ter na delu
prerezaA ∗

x in zaradi napetosti~σy v prerezuC ∗
x,01

~F
∗
(x) =

∫
C ∗

x,z(x)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x)

~v dAx +
∫

C ∗
x,01(x)

~σy ds = ~P
∗
(x) +

∫
C ∗

x,01(x)

~σy ds, (1.243)
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kjer je s ~P
∗
(x) oznǎcena linijska obtězba zaradi zunanje obtežbe na delu prerezaA ∗

x

~P
∗
(x) =

∫
C ∗

x,z(x)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x)

~v dAx. (1.244)

Enǎcbo (1.242) krajše zapǐsemo takole:∫
A ∗

x (0)

~pS dAx +
∫

A ∗
x (x)

~σx dAx +

x∫
0

~F
∗
(x̄) dx̄ = ~0. (1.245)

Z odvajanjem ravnotězne enǎcbe (1.245) pox dobimo

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~F
∗
(x) =

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~P
∗
+

∫
C ∗

x,01(x)

~σy ds = ~0 (1.246)

oziroma

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~P
∗
+

h∗(x)∫
0

~σy ds = ~0. (1.247)

Če predpostavimo, da se~σy vzdoľz mejeC ∗
x,01 ne spreminja, sledi

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~P
∗
+ ~σy h

∗(x) = ~0. (1.248)

Iz enǎcbe (1.248) izrazimo~σy

~σy = − 1
h∗(x)

 ~P
∗
+

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx

 . (1.249)

Po mnǒzenju (1.249) z enotskim vektorjem~ex, dobimo izraz za strižno napetostσyx

σyx = σxy = − 1
h∗(x)

P ∗
x +

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

σxx dAx

 , (1.250)

po mnǒzenju (1.249) z enotskim vektorjem~ey pa izraz za prěcno normalno napetostσyy

σyy = − 1
h∗(x)

P ∗
y +

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

σxy dAx

 . (1.251)
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V enǎcbah (1.250) in (1.251) nastopa odvod integrala poA ∗
x (x). Ta odvod lahko dolǒcimo le,če vemo,

kako se prěcni prerezA ∗
x (x) spreminja v odvisnosti odx. Nǎcin dolǒcitve tega odvoda pokažemo v

primeru 1.34.

Izpeljava enǎcb za račun strižne napetostiσxz in prečne normalne napetostiσzz

Vzemimo del nosilca od̄x = 0 do x̄ = x ter ga odrězimo priz = z∗ = konst (slika1.137).

Slika 1.137:Nosilec odrězemo priz = z∗ in obravnavamo odrezani del nosilca

Zapǐsimo ravnotězne enǎcbe za ta nosilec:∫
A ∗

x (0)

~pS(0, y, z) dAx +
∫

A ∗
x (x)

~σx(x, y, z) dAx+

+

x∫
0

 ∫
Cx,z ∗(x̄)

~pS(x̄, s)
√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x̄)

~v(x̄, y, z) dAx +
∫

C ∗
x,01(x̄)

~σz(x̄, y, z∗) ds

 dx̄ = ~0.

(1.252)

Upǒstevamo, da soE,G in F odvisni odx in s. Del v oglatem oklepaju označimo z~F
∗
(x) in predstavlja

nadomestno linijsko obtežbo zaradi zunanje obtežbe na mejnǐcrti C ∗
x,z ter na delu prerezaA ∗

x in zaradi
napetosti~σz v prerezuC ∗

x,01

~F
∗
(x) =

∫
C ∗

x,z(x)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x)

~v dAx +
∫

C ∗
x,01(x)

~σz ds = ~P
∗
(x) +

∫
C ∗

x,01(x)

~σz ds, (1.253)
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kjer je s ~P
∗
(x) oznǎcena linijska obtězba zaradi zunanje obtežbe na delu prerezaA ∗

x

~P
∗
(x) =

∫
C ∗

x,z(x)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x)

~v dAx. (1.254)

Enǎcbo (1.252) krajše zapǐsemo takole∫
A ∗

x (0)

~pS dAx +
∫

A ∗
x (x)

~σx dAx +

x∫
0

~F
∗
(x̄) dx̄ = ~0. (1.255)

Z odvajanjem ravnotězne enǎcbe (1.255) pox dobimo

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~F
∗
(x) =

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~P
∗
+

∫
C ∗

x,01(x)

~σz ds = ~0 (1.256)

oziroma

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~P
∗
+

b∗(x)∫
0

~σz ds = ~0. (1.257)

Če predpostavimo, da se~σz vzdoľz mejeC ∗
x,01 ne spreminja, sledi

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx + ~P
∗
+ ~σz b

∗(x) = ~0 (1.258)

in lahko iz enǎcbe (1.258) izrazimo~σz

~σz = − 1
b∗(x)

 ~P
∗
+

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

~σx dAx

 . (1.259)

Po mnǒzenju (1.259) z enotskim vektorjem~ex, dobimo izraz za strižno napetostσzx

σzx = σxz = − 1
b∗(x)

P ∗
x +

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

σxx dAx

 , (1.260)

po mnǒzenju (1.259) z enotskim vektorjem~ez pa izraz za prěcno normalno napetostσzz

σzz = − 1
b∗(x)

P ∗
z +

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

σxz dAx

 . (1.261)
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Primer 1.33 Izračunajmo strǐzno napetostσxz v nosilcu pravokotnega prečnega prereza šsirino b in
spremenljivo vǐsino h(x) (slika 1.138). Strǐzno napetost izrǎcunajmo v prerezihx = 0, x = L/2 in
x = L.

Slika 1.138:Geometrijski podatki in obtězba

Strižno napetostσzx izračunamo po enǎcbi (1.176)

σzx = σxz = − 1
b∗(x)

P ∗
x +

∂

∂x

∫
A ∗

x (x)

σxx dAx

 ,

kjer je (glej (1.254))

~P
∗
(x) =

∫
C ∗

x,z(x)

~pS

√
EG− F 2 ds+

∫
A ∗

x (x)

~v dAx.

Ker jeP ∗
x enak nǐc in b∗ ≡ b, sledi

σxz = −1
b

∂

∂x

 ∫
A ∗

x (x)

σxx dAx


Osi y in z sta glavni vztrajnostni osi prečnega prerezaAx. Vzdolžno normalno napetostσxx izrazimo z
notranjimi silami

σxx =
Nx

Ax
+
My

Iy
z − Mz

Iz
y.

Ker je od nǐc razlǐcen le upogibni momentMy, je

σxz = −1
b

∂

∂x

 ∫
A ∗

x (x)

My

Iy
z dAx


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Če diferencialdAx ploščine prěcnega prereza izrazimo sširino b prereza (dAx = b dz), lahko ploskovni
integral prevedemo na linijskega (slika1.139)

σxz = −1
b

∂

∂x

 z∫
−h(x)/2

My

Iy
z̄ b dz̄



Slika 1.139:Del prěcnega prerezaA ∗
x (x)

Upǒstevamo pravilo odvajanja pod integralskim znakom†

d

dy

β(y)∫
α(y)

f(x, y) dx =

β(y)∫
α(y)

∂f(x, y)
∂y

dx+ β′(y) f [β(y), y]− α′(y) f [α(y), y]

in dobimo

σxz = −1
b

z∫
−h(x)/2

∂

∂x

(
My

Iy
z̄ b

)
dz̄ − h′(x)

2
My(x)
Iy(x)

(−)h(x)
2

=

= −1
b

z∫
−h(x)/2

(
dMy

dx

z̄

Iy
+My z̄

d

dx

(
1
Iy

))
b dz̄ +

My

Iy

hh′

4
.

Z β′(y) je oznǎcen odvoddβ/dy, z α′(y) odvoddα/dy, sh′(x) pa odvoddh/dx. Upǒstevamo, da je
(I ′y = dIy/dx)

dMy

dx
= Nz,

d

dx

(
1
Iy

)
= −

I ′y
I2
y

, Iy =
b h3(x)

12
, I ′y =

b h2(x)h′(x)
4

in dobimo

σxz = −1
b

z∫
−h(x)/2

(
Nz

Iy
−
I ′y My

I2
y

)
z̄ b dz̄ +

My

Iy

hh′

4
= −1

b

(
Nz

Iy
−
I ′y My

I2
y

)
S∗y +

My

Iy

hh′

4
.

† I. Vidav, Diferencialna geometrija, Društvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Ljubljana, 1989.
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SS∗y oznǎcimo statǐcni moment delnega prerezaA ∗
x glede na osy

S∗y =

z∫
−h(x)/2

z̄ b dz̄ =
b

2

(
z2 − h2

4

)
.

Če (26) in (26) upǒstevamo v (26), zapǐsemo strǐzno napetostσxz takole

σxz = −
Nz S

∗
y

b Iy
+
My h

′

4h Iy

(
6 z2 − h2

2

)
= σxz,k + σxz,s.

Del strǐzne napetosti, označen sσxz,k ima enako obliko, kot v primeru nosilca s konstantnim prečnim
prerezom. Del, oznǎcen zσxz,s predstavlja vpliv spreminjanja prečnega prereza.

Če upǒstevamo spreminjanje višine nosilca po enačbi

h(x) = h0

(
1− x

2L

)
,

je odvodh′ enak

h′(x) = − h0

2L
.

Upǒstevamo torej, da jeh1 = h0/2 (slika 1.138). V tem primeru strǐzno napetostσxz izračunamo po
enǎcbi

σxz = − Nz

2 Iy(x)

(
z2 − h2(x)

4

)
− My(x)h0

8h(x)LIy(x)

(
6 z2 − h2(x)

2

)
.

Za velikostiNz = F = 5 kN, My = −F (L − x), L = 2 m, b = 5 cm,h0 = 20 cm inh1 = 10 cm, je
potek strǐzne napetostiσxz za prěcne prerezex = 0, x = L/2 in x = L, prikazan na sliki1.140.

Slika 1.140:Potek strǐzne napetostiσxz za prěcne prerezex = 0, x = L/2 in x = L

1.6 Pomiki linijskega nosilca z upǒstevanjem strǐznih deformacij

Bernoulli-Eulerjeva teorija nosilcev, ki smo jo izpeljali v razdelku1.2, ne upǒsteva vpliva strǐznih de-
formacij na pomike. V tem razdelku bomo izpeljali enačbe za rǎcun pomikov nosilca z ravno osjo, ki
vključujejo tudi vpliv strǐznih deformacij. Vpliv strǐznih deformacij na pomike moramo upoštevati pri
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kratkih nosilcih. V primeru vitkih nosilcev, ko je razmerje med višino nosilca in doľzino majhno (0.1 ali
manj), je napaka pri rǎcunu navpǐcnega pomika, ki jo naredimo,če zanemarimo vpliv strižne deforma-
cije, zanemarljiva (glej preglednico5.2 in primer5.25v poglavju 5).

Izpeljati želimo enǎcbe za rǎcun pomikov nosilca, s katerimi na preprost način upǒstevamo tudi vpliv
strižnih deformacij. Obravnavamo ravninski primer v ravninix, z. Osi y in z sta glavni vztrajnostni
osi v tězišču prěcnega prereza. Vektor pomika~u je funkcija koordinatx in z. Funkcijo~u razvijemo v
Taylorjevo vrsto okrogz = 0

~u(x, z) = ~u(x, 0) +
(
∂~u

∂z

)
z=0

z +
1
2!

(
∂2~u

∂z2

)
z=0

z2 + · · · . (1.262)

Preprost izraz za pomik~u, s katerim upǒstevamo vpliv strǐznih deformacij, dobimo,̌ce upǒstevamo le
prva dvačlena na desni strani enačbe (1.262)

~u = ~u0 + z

(
∂~u

∂z

)
z=0

. (1.263)

Z ~u0 smo oznǎcili pomik na osi nosilca~u0 = ~u(x, 0) = u(x)~ex + w(x)~ez. Ker sta vektorja~u0 in
(∂~u/∂z)z=0 odvisna le od koordinatex, lahko izraz (1.263) zapǐsemo takole:

~u = u(x)~ex + w(x)~ez + z

(
∂ux(x, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

~ex +
∂uz(x, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

~ez

)
. (1.264)

Koordinatiux in uz pomika~u sta

ux = u+ z
∂ux

∂z

∣∣∣∣
z=0

, uz = w + z
∂uz

∂z

∣∣∣∣
z=0

. (1.265)

Če predpostavimo, da je specifična spremembaDzz dolžine vlakna v smeri osiz zanemarljiva, lahko
zapǐsemo, da jeεzz = 0 oziroma

εzz =
∂uz

∂z
= 1 · ∂uz

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0. (1.266)

Zasukϕz vlakna v smeri osi z izračunamo z enǎcbo (glej M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih
teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo, Ljubljana, 1998, enačbi (1.33) in
(1.43))

ϕz ≈ Rz =

√(
−∂uy

∂z

)2

+
(
∂ux

∂z

)2

,

v kateri upǒstevamo, da so spremembe dolžin vlaken in zasuki vlaken majhni. Ker obravnavamo ravnin-
ski primer, pri katerem jeuy = 0, sledi

ϕz(x) ≈ Rz =
∂ux

∂z

∣∣∣∣
z=0

(1.267)
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in lahko zapǐsemo pomikeux, uy in uz takole:

ux(x, z) = u(x) + z ϕz(x), uy(x, z) = 0, uz(x, z) = w(x). (1.268)

Z upǒstevanjem enǎcbe (1.268) zapǐsemo deformacijiεxx in εxz takole:

εxx =
∂ux

dx
=
du

dx
+ z

dϕz

dx
, εxz =

1
2

(
∂uz

∂x
+
∂ux

∂z

)
=

1
2

(
dw

dx
+ ϕz

)
(1.269)

Z enǎcbami (1.268) je privzeto, da prěcni prerez ostane raven tudi po deformiranju (ux je linearna fukcija
z), ne zahtevamo pa, da je pravokoten na deformirano os nosilca (ne zahtevamo, da jeεxz enak nǐc) -
(slika1.141).

Slika 1.141:Začetna in deformirana lega nosilca

Če upǒstevamo enoosno napetostno stanje za vzdolžno normalno napetostσxx = E εxx ter Hookov
zakon za strǐzno napetostσxz = 2Gεxz (E je modul elastǐcnosti,G pa strǐzni modul materiala), sledi

σxx(x, z) = E

(
du

dx
+ z

dϕz

dx

)
, σxz(x) = G

(
dw

dx
+ ϕz

)
. (1.270)

Iz enǎcbe (1.270) sledi, da jeσxz po višini prerezakonstanten. Osno siloNx, upogibni momentMy in
prěcno siloNz izračunamo po enǎcbah (1.9)) in (1.10))

Nx =
∫
Ax

σxx dAx = E Ax
du

dx
,

My =
∫
Ax

σxx z dAx =
∫
Ax

E

(
du

dx
+ z

dϕz

dx

)
z dAx = E Iy

dϕz

dx
,

Nz =
∫
Ax

σxz dAx =
∫
Ax

G

(
dw

dx
+ ϕz

)
dAx = GAx

(
dw

dx
+ ϕz

)
.

(1.271)
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Upǒstevali smo, da poteka osz skozi tězišče prěcnega prerezaAx in je integral
∫
Ax

z dAx = 0. Vztra-
jnostni momentIy prěcnega prerezaAx je definiran po enǎcbi (1.74):Iy =

∫
Ax

z2 dAx.

Ker seσxz po višini prereza spreminja (glej primer 4.1 v učbeniku M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike
trdnih teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo, Ljubljana, 1998), moramo
namesto druge izmed enačb (1.270) za strǐzno napetostσxz pisati

σxz(x, z) = G

(
dw

dx
+ ϕz(x, z)

)
. (1.272)

Če bi upǒstevali zasukϕz po enǎcbi (1.272), nebi imeli věc enodimenzionalnega računskega modela. Da
pa vseeno upǒstevamo spreminjanje strižne napetosti po prečnem prerezu in zadržimo enodimenzion-
alni rǎcunski model,spremenimo drugo izmed enǎcb (1.270) tako, da jo mnǒzimo s faktorjemk ter
vzamemo, da sta pomikw in zasukϕz odvisna le odx

σxz(x) = k G

(
dw

dx
+ ϕz(x)

)
. (1.273)

Če (1.273) vstavimo v tretjo izmed (1.271), dobimo

Nz = k GAx

(
dw

dx
+ ϕz

)
. (1.274)

V literaturi je podanih věc razlǐcnih definicij faktorjak. Zanimiva je definicija, ki jo podaja Cowper.† Za
prěcni prerez pravokotne in krožne oblike jek enak

kp =
10 (1 + ν)
12 + 11 ν

, kk =
6 (1 + ν)
7 + 6 ν

. (1.275)

Faktork lahko izrǎcunamo tudi po enǎcbiky = 1/κy oziromakz = 1/κz. Sκy in κz sta oznǎcena strǐzna
oblikovna koeficienta, ki ju rǎcunamo v razdelku 5.1.2. Za pravokotni prerez dobimoκy = κz = 1.2,
za krǒzni prerez paκy = κz = 10/9. V preglednici1.20prikazujemo nekaj vrednosti koeficientovk za
različne vrednostiν.

Tabela 1.20: Vrednosti koeficientovk po Cowperjevih enǎcbah

ν 0.0 0.25 0.5 1/κ
kp 0.833 0.847 0.857 0.833
kk 0.857 0.882 0.900 0.900

Zvezo med pomikomau,w in zasukomϕz ter obtězbamiPx, Pz in My dobimo,če v enǎcbah (1.30) in
(1.31)

dNx

dx
+ Px = 0,

dNz

dx
+ Pz = 0,

dMy

dx
−Nz + My = 0 (1.276)

† G.R. Cowper, The Shear Coefficient in Timoshenkos Beam Theory, Journal of Applied Mechanics, June, 1966.



1.6 Pomiki linijskega nosilca z upoštevanjem strižnih deformacij 165

upǒstevamo prvi dve izmed enačb (1.271) ter enǎcbo (1.274)

d

dx

(
E Ax

du

dx

)
+ Px = 0,

d

dx

(
k GAx

(
dw

dx
+ ϕz

))
+ Pz = 0,

d

dx

(
E Iy

dϕz

dx

)
− k GAx

(
dw

dx
+ ϕz

)
+ My = 0.

(1.277)

Če soE,G,Ax, Iy in k konstante, sledi

E Ax
d2u

dx2
+ Px = 0,

k GAx

(
d2w

dx2
+
dϕz

dx

)
+ Pz = 0,

E Iy
d2ϕz

dx2
− k GAx

(
dw

dx
+ ϕz

)
+ My = 0.

(1.278)

Enǎcbe (1.277) oziroma (1.278) določajo Timošenkovo teorijo nosilcev, v matematičnem smislu pa
predstavljajo sistem navadnih diferencialnih enačb za pomikau in v ter zasukϕz.

Če želimo rěsiti diferencialne enǎcbe, moramo poznati ustrezne robne pogoje. Robne pogoje običajno
podajamo na zǎcetku (x = 0) in na koncu (x = L) nosilca. Prvi enǎcbi v sistemu (1.278), ki ni povezana
z drugima dvema, pripadata dva tipa robnih pogojev

u = up ali Nx = E Ax
du

dx
= Nxp,

kjer up in Nxp pomenita predpisani vrednosti vzdolžnega pomika in osne sile. Drugi in tretji enačbi v
sistemu (1.278) pripadajo naslednji robni pogoji

w = wp ali Nz = k GAx

(
dw

dx
+ ϕz

)
= Nzp,

in

ϕz = ϕzp ali My = E Iy
dϕz

dx
= Myp,

kjer sowp,ϕzp,Nzp inMyp predpisane vrednosti pomika, zasuka, prečne sile in upogibnega momenta na
mestu, kjer je robni pogoj predpisan. Najpogosteje so predpisane vrednosti pomikov, zasukov oziroma
sil in momentov enake nič. Povdaritiše moramo, da v isti tǒcki ne moremo istǒcasno predpisati pomika
in ustrezne notranje sile. Na primer: zax = 0 ne moremo predpisati, da jew = 0 in Nz = 0.
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Druga in tretja enǎcba v sistemu (1.278) sta med seboj povezani. Enačbi lahko preuredimo tako, da
dobimo dve nepovezani enačbi. Če tretjo enǎcbo v (1.278) odvajamo pox

E Iy
d3ϕz

dx3
− k GAx

(
d2w

dx2
+
dϕz

dx

)
+
dMy

dx
= 0 →

→ k GAx
dϕz

dx
= E Iy

d3ϕz

dx3
− k GAx

d2w

dx2
+
dMy

dx

(1.279)

in to vstavimo v drugo enǎcbo sistema (1.278), dobimo enǎcbo za rǎcun zasukaϕz prěcnega prerezaAx

E Iy
d3ϕz

dx3
+ Pz +

dMy

dx
= 0. (1.280)

Izpeljimo še diferencialno enačbo zaw. Najprej drugo enǎcbo v (1.278) dvakrat odvajamo pox in
izrazimod3ϕz/dx

3

d3ϕz

dx3
= −d

4w

dx4
− 1
k GAx

d2Pz

dx2
. (1.281)

Če v prvi izmed enǎcb (1.279) upǒstevamo (1.281) ter drugo enǎcbo sistema (1.278), zapǐsemo

E Iy

(
−d

4w

dx4
− 1
k GAx

d2Pz

dx2

)
+ Pz +

dMy

dx
= 0

in po preureditvi dobimo enačbo za navpǐcni pomikw

E Iy
d4w

dx4
= Pz +

dMy

dx
− E Iy
k GAx

d2Pz

dx2
. (1.282)

Če bi obravnavali nosilec v ravninix, y, bi namesto (1.267) zapisali

∂ux

∂y

∣∣∣∣
y=0

= −ϕy(x),

namesto (1.268)

ux(x, y) = u(x)− y ϕy(x), uy(x, y) = v(x), uz(x, y) = 0,

namesto (1.269)

εxx =
du

dx
− y

dϕy

dx
, εxy =

1
2

(
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

)
=

1
2

(
dv

dx
− ϕy

)
,

namesto prvih dveh enačb (1.271) in enǎcbe (1.274) pa bi morali zapisati

Nx = E Ax
du

dx
, Mz = E Iz

dϕy

dx
, Ny = k GAx

(
dv

dx
− ϕy

)
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ter namesto (1.277) enǎcbe

d

dx

(
E Ax

du

dx

)
+ Px = 0,

d

dx

(
k GAx

(
dv

dx
− ϕy

))
+ Py = 0,

d

dx

(
E Iz

dϕy

dx

)
+ k GAx

(
dv

dx
− ϕy

)
+ Mz = 0.

Enǎcbe Timǒsenkove teorije nosilcev za ravninski primer izpelje Cowper† tako, da integrira ravnotežne
enǎcbe gibanja delca po prečnem prerezuAx. Ustrezne enǎcbe za primer prostorskega nosilca so izpel-
jane včlanku Staneka.‡

Primer 1.34 Po Timǒsenkovi teoriji nosilcev izrǎcunajmo pomike in zasuke osi ter zasuke prečnih pre-
rezov prostolězěcega nosilca pravokotnega prereza višineh in širine b, ki je po vsej doľzini obtězen z
enakomerno obtežboPz (slika 1.142)! Rezultate primerjajmo s tehnično teorijo nosilcev ter z rezultati,
ki jih dobimo,če nalogo rěsujemo z bolj tǒcnim dvodimenzionalnim računskim modelom z upoštevanjem
ravninskega napetostnega stanja.

Slika 1.142:Prostolězěci nosilec, obtězen s konstantno linijsko obtežbo

Enǎcbi (1.280) in (1.282) ob upǒstevanju dane obtežbe zapǐsemo takole:

E Iy
d3ϕz

dx3
= −Pz, E Iy

d4w

dx4
= Pz. (1.283)

Robna pogoja v krajiščih sta:w = 0 in My = 0. Če upǒstevamo drugo izmed enačb (1.271), potem
lahko namestoMy = 0 upǒstevamodϕz/dx = 0. Najprej prvo izmed enǎcb (1.283) trikrat integriramo
in dobimo

ϕz =
1

E Iy

(
−Pz x

3

6
+
C1 x

2

2
+ C2 x+ C3

)
. (1.284)

† G.R. Cowper, The Shear Coefficient in Timoshenkos Beam Theory, Journal of Applied Mechanics, June, 1966.
‡ M. Stanek, Strǐzni oblikovni koeficienti ravnega grednega nosilca, 17. Jugoslovanski kongres racionalne in uporabne

mehanike, Zbornik del, str. 25-30, Zadar, 1986.
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Vidimo, da moramo iz robnih pogojev določiti tri integracijske konstanteC1, C2 in C3. Ker lahko za
zasukeϕz zapǐsemo le dva robna pogoja

x = 0 :
dϕz

dx
= 0,

x = L :
dϕz

dx
= 0,

lahko iz njiju izrǎcunamo le dve konstanti

dϕz

dx

∣∣∣∣
x=0

=
1

E Iy
C2 = 0 → C2 = 0,

dϕz

dx

∣∣∣∣
x=L

=
1

E Iy

(
−Pz L

2

2
+ C1 L

)
= 0 → C1 =

Pz L

2
.

Zasukϕz lahko sedaj zapišemo v naslednji obliki

ϕz =
1

E Iy

(
−Pz x

3

6
+

Pz Lx
2

4
+ C3

)
. (1.285)

Pomike izrǎcunamo z integriranjem zadnje enačbe sistema diferencialnih enačb (1.278)

−Pz x+
Pz L

2
− k GAx

(
dw

dx
+

1
E Iy

(
−Pz x

3

6
+

Pz Lx
2

4
+ C3

))
= 0.

Iz zadnje enǎcbe izrazimodw

dw =
(

1
k GAx

(
−Pz x+

Pz L

2

)
− 1
E Iy

(
−Pz x

3

6
+

Pz Lx
2

4
+ C3

))
dx

in dobimo

w =
1

k GAx

(
−Pz x

2

2
+

Pz Lx

2

)
− 1
E Iy

(
−Pz x

4

24
+

Pz Lx
3

12
+ C3 x

)
+ C4. (1.286)

KonstantiC3 in C4 določimo iz robnih pogojev za pomika

x = 0 : w = 0 → C4 = 0,

x = L : w = 0 → − 1
E Iy

(
−Pz L

4

24
+

Pz L
4

12
+ C3 L

)
= 0 → C3 =

Pz L
3

24
.

Pomikw(x) in zasukϕz(x) lahko sedaj zapišemo v zakljǔceni obliki:

w(x) =
Pz x

2 k GAx
(L− x)− Pz x

24E Iy
(−x3 + 2Lx2 − L3), (1.287)

ϕz(x) =
Pz

E Iy

(
−x

3

6
+
Lx2

4
− L3

24

)
. (1.288)
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Sistem diferencialnih enačb (1.278) lahko rěsimo tudi s programom Mathematica:

dif1 = k Gm Ax (w''[x] + fiz'[x]) == -Pz;
dif2 = Em Iy fiz''[x] - k Gm Ax (w'[x] + fiz[x]) == 0;

rob1 = w[0]==0; rob2 = w[L]==0;
rob3 = fiz'[0]==0; rob4 = fiz'[L]==0;

res=DSolve[{dif1,dif2,rob1,rob2,rob3,rob4},{w[x],fiz[x]},x];

Print[" w(x) = ", Expand[ w[x] /. res[[1,1]] ] ];
Print[" fiz(x) = ", fiz[x] /. res[[1,2]] ];

3 2 3 4
L Pz x L Pz x Pz x L Pz x Pz x

w(x) = --------- + -------- - --------- - -------- + --------

2 Ax Gm k 24 Em Iy 2 Ax Gm k 12 Em Iy 24 Em Iy

3 2 3
-(L Pz) L Pz x Pz x

fiz(x) = -------- + ------- - -------

24 Em Iy 4 Em Iy 6 Em Iy

Enǎcbi (1.287) in (1.288) lahko preuredimo, pri tem da upoštevamo, da jeG = E/[2(1+ν)] inAx = b h:

w(x) =
Pz L

4

24E Iy

((x
L

)4
− 2

(x
L

)3
+
x

L

)
+

Pz L
2 2 (1 + ν)

2 k E b h

(
x

L
−
(x
L

)2
)

(1.289)

in

ϕz(x) =
Pz L

3

24E Iy

(
−4
(x
L

)3
+ 6

(x
L

)2
− 1
)
. (1.290)

Zasuk osi nosilcadw/dx lahko izrǎcunamo iz (1.289). Če upǒstevamo tudi, da jeIy = b h3/12 in
k = kp = 10 (1 + ν)/(12 + 11 ν), lahko enǎcbo (1.289) zapǐsemo tudi takole:

w(x) =
Pz L

4

24E Iy

((x
L

)4
− 2

(x
L

)3
+
(x
L

)
+
(
h

L

)2 24 + 22 ν
10

(
x

L
−
(x
L

)2
))

≡ wT . (1.291)

Po tehnǐcni teoriji (Bernoulli-Eulerjeva teorija nosilcev) brez upoštevanja vpliva strǐznih deformacij, do-
bimo

w =
Pz L

4

24E Iy

((x
L

)4
− 2

(x
L

)3
+
x

L

)
≡ wBE , (1.292)

kar predstavlja prvi del enačbe (1.291). Sledi, da drugi del v (1.291) predstavlja vpliv strǐzne deformacije.
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Če nalogo rěsimo po ravninskem napetostnem stanju, dobimo†

w(x, 0) =
Pz L

4

24E Iy

(((x
L

)4
− 2

(x
L

)3
+
x

L

)
+
(
h

L

)2(24 + 15 ν
10

)(
x

L
−
(x
L

)2
))

≡ wRN .

(1.293)
Prvi del je enak, kot v izrazu (1.291). Če primerjamo enǎcbi (1.291) in (1.293), vidimo, da je razmerje
pomikov zaradi strǐzne deformacije po Timǒsenkovi teoriji in po ravninskem napetostnem stanju tako

wT

wRN
=

24 + 22 ν
24 + 15 ν

. (1.294)

Ker seν lahko spreminja med 0 in 0.5, ima izraz (1.294) vrednosti med 1.00 in 1.11, razlike v pomikih
pa soše manǰse.

V preglednici1.21primerjajmo nekaj numeričnih rezultatov za različna razmerjah/L in različne vred-
nostiν.

Tabela 1.21: Razmerja pomikov na sredini nosilca po enačbah (1.291), (1.292) in (1.293)

h/L ν = 0 ν = 0.25 ν = 0.5

wT/wRN wBE/wRN wT/wRN wBE/wRN wT/wRN wBE/wRN

0.5 1.000 0.676 1.023 0.643 1.043 0.613
0.25 1.000 0.893 1.008 0.878 1.015 0.864

0.125 1.000 0.971 1.002 0.966 1.004 0.962
0.1 1.000 0.981 1.001 0.978 1.003 0.975

0.05 1.000 0.995 1.000 0.994 1.001 0.994

Z wT je oznǎcen pomik po Timǒsenkovi teoriji, zwBE pomik po Bernoulli-Eulerjevi teoriji (razdelek
1.2.5), zwRN pa pomik izrǎcunan po ravninskem napetostnem stanju. Iz rezultatov v preglednici 1.21
sledi, da vpliva prěcnih sil na pomike pri kratkih nosilcih ne smemo zanemariti.

Zapǐsimoše izraza zaw(L/2) in ϕz(0), ki ju dobimo po Timǒsenkovi teoriji:

w(L/2) =
5 Pz L

4

384E Iy
+

Pz L
2

8 k GAx
, ϕz(0) = − Pz L

3

24E Iy
. (1.295)

Enak rezultat (enǎcbi (1.295)) dobimo z izrekom o virtualnih silah (glej primer5.25v poglavju 5). Po
Bernoulli-Eulerjevi teoriji dobimo, da jew(L/2) = 5 Pz L

4/384E Iy (preglednica1.5f), po ravninskem
napetostnem stanju pa

w(L/2) =
5 Pz L

4

384E Iy
+

Pz L
2

16 (1 + ν)GAx

(
12
5

+
3 ν
2

)
. (1.296)

† I.H. Shames, C.L. Dym, , Energy and Finite Element Methods in Structural Mechanics, Hemisphere Publishing Corpora-
tion, New York, 1985.
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Za pravokotni prerez inν = 0 je kp = 0.8333, w(L/2) po enǎcbah (1.295) in (1.296) pa

w(L/2) =
5 Pz L

4

384E Iy
+ 0.15

Pz L
2

GAx
,

zaν = 0.3 pakp = 0.84967, w(L/2) po enǎcbah (1.295) in (1.296) pa

w(L/2) =
5 Pz L

4

384E Iy
+ 0.147

Pz L
2

GAx
w(L/2) =

5 Pz L
4

384E Iy
+ 0.137

Pz L
2

GAx
.

Primer 1.35 Izračunajmo pomike osi ter zasuke prečnih prerezov pravokotne oblike sširino b in višino
h za konzolo, ki je v nepodprtem krajišču obtězena s siloFz (slika 1.143)! Navpǐcni pomik nepodprtega
krajišča izrǎcunajmo po Timǒsenkovi teoriji, ter te rezultate primerjamo z rešitvijo dvodimenzionalnega
problema (ravninsko napetostno stanje) in rešitvijo bolj točnega dvodimenzionalnega modela (ravninsko
napetostno stanje). Pokažimo tudi, koliǩsen je vpliv pěcnih sil na pomik.

Slika 1.143:Konzola je v prostem krajišču obtězena s siloFz

Po Timǒsenkovi teoriji dobimo

w(x) =
Fz

6E Iy
(3Lx2 − x3) +

Fz x

kGAx
, ϕz(x) =

Fz

2E Iy
(x2 − 2Lx).

Poudarimo, da moramo privpeti podpori upoštevati robni pogojϕz = 0 in ne pogojadw/dx = 0. Za
x = L dobimo

wT(L) =
Fz L

3

3E Iy
+

Fz L

kGAx
=
Fz L

3

3E Iy

(
1 +

1 + ν

2 k

(
h

L

)2
)
, ϕz(L) = −Fz L

2

2E Iy
. (1.297)

Enak rezultat (enǎcbi (1.297)) dobimo z izrekom o virtualnih silah (glej primer5.25 v poglavju 5).
Če nalogo rěsimo z dvodimenzionalnim ravninskim modelom ob predpostavki ravninskega napetost-
nega stanja, ter upoštevanjem robnega pogoja [(∂ux/∂z)x=0,z=0], dobimo (M. Stanek, G. Turk, Osnove
mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo, Ljubljana, 1998)

wOMTT(L) =
Fz L

3

3E Iy
+

3Fz L

2GAx
=
Fz L

3

3E Iy

(
1 +

3 (1 + ν)
4

(
h

L

)2
)
, ϕz(L) = −Fz L

2

2E Iy
. (1.298)
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Navpǐcna pomika iz enǎcb (1.297) in (1.298) zapǐsimo za primerν = 0.3 in k = 10 (1 + 0.3)/(12 + 11 ·
0.3) = 0.8497:

wT(L) =
Fz L

3

3E Iy

(
1 + 0.765

(
h

L

)2
)
, wOMTT(L) =

Fz L
3

3E Iy

(
1 + 0.975

(
h

L

)2
)
. (1.299)

dif1 = kGAx (w''[x] + fiz'[x]) == 0;
dif2 = EIy fiz''[x] - kGAx (w'[x] + fiz[x]) == 0;

rob1 = w[0]==0; rob2 = fiz[0]==0;
rob3 = fiz'[L]==0; rob4 = kGAx (w'[L] + fiz[L])==F;

res=DSolve[{dif1,dif2,rob1,rob2,rob3,rob4},{w[x],fiz[x]},x];

wr[x_] = w[x] /. res[[1,1]]; fizr[x_] = fiz[x] /. res[[1,2]];

Print[" w(x) = ",Expand[wr[x]]]; Print[" fiz(x) = ",fizr[x]];
Print[" w(L) = ",Expand[wr[L]]]; Print[" fiz(L) = ",fizr[L]];

2 3

F x F L x F x

w(x) = ---- + ------ - -----

kGAx 2 EIy 6 EIy

2

-2 F L x + F x

fiz(x) = ---------------

2 EIy

3

F L F L

w(L) = ---- + -----

kGAx 3 EIy

2

-(F L )

fiz(L) = -------

2 EIy

Zadnji rezultat lahko primerjamǒse s pomikom, ki ga dobimo,če upǒstevamo, da ostane v vpeti podpori
cel prerez raven (ux = 0 po celem prerezux = 0). Enǎcbo zaw(L) za konzolo pravokotnega prečnega
prereza, ki je v prostem krajišču obtězena s tǒckovno silo ter za primerν = 0.3, podaja Timǒsenko v
knjigi†

wRN(L) =
Fz L

3

3E Iy

(
1 + 0.7125

(
h

L

)2

− 0.105
(
h

L

)3
)

(1.300)

† S. Timoshenko, Strength of Materials, Part 1, Third Edition, D. Van Nostrand Company, Inc., Princenton, New Yersey,
1958.
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Po Bernoulli-Eulerjevi teoriji dobimo, da jew(L) = Fz L
3/3E Iy (preglednica1.5a).

Tabela 1.22: Pomiki z različnimi rǎcunskimi modeli pri razlǐcnih vrednostihh/L

h/L 0.5 0.25 0.125 0.1 0.05

wT/wRN 1.023 1.005 1.001 1.001 1.000
wBE/wRN 0.858 0.959 0.989 0.993 0.998
wOMTT/wRN 1.068 1.017 1.004 1.003 1.001

Primer 1.36 Izračunajmo pomik in zasuk prečnega prereza prix = L za primer konzole, ki je obtežena
z enakomerno linijsko obtežboPz (slika1.144).

Slika 1.144:Konzola je v obtězena z enakomerno linijsko obtežbo sl!Pz

Timošenkova teorija ob upoštevanju robnega pogojaϕz = 0 v vpeti podpori:

wT(L) =
Pz L

4

8E Iy
+

Pz L
2

2 k GAx
=

Pz L
4

8E Iy

(
1 +

2 (1 + ν)
3 k

(
h

L

)2
)
, ϕz(L) = −Pz L

3

6E Iy
.

Enak rezultat (enǎcba (31)) dobimo z izrekom o virtualnih silah (glej primer5.25v poglavju 5). Navpǐcni
pomikwRE(L) za primerν = 0.3 in k = 10 (1 + 0.3)/(12 + 11 0.3) = 0.8497 je:

wT(L) =
Pz L

4

8E Iy

(
1 + 1.02

(
h

L

)2
)
.

Po Bernoulli-Eulerjevi teoriji dobimo, da jewBE(L) = Pz L
4/8E Iy (preglednica1.5c). Vpliv prěcnih

sil v odvisnosti od razmerjah/L podajamo v preglednici1.23.

Tabela 1.23: Vpliv prěcnih sil na pomike pri razlǐcnih vrednostihh/L

h/L 0.5 0.25 0.125 0.1 0.05

wBE/wT 0.797 0.940 0.984 0.990 0.997
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dif1 = kGAx (w''[x] + fiz'[x]) == -Pz;
dif2 = EIy fiz''[x] - kGAx (w'[x] + fiz[x]) == 0;

rob1 = w[0]==0; rob2 = fiz[0]==0;
rob3 = fiz'[L]==0; rob4 = kGAx (w'[L] + fiz[L])==0;

res=DSolve[{dif1,dif2,rob1,rob2,rob3,rob4},{w[x],fiz[x]},x];

wr[x_] = Expand[w[x] /. Res[[1,1]]];
fizr[x_] = Expand[fiz[x] /. Res[[1,2]]];

Print[" w(x) = ",wr[x]]; Print[" fiz(x) = ",fizr[x]];
Print[" w(L) = ",wr[L]]; Print[" fiz(L) = ",fizr[L]];

2 2 2 3 4

L Pz x Pz x L Pz x L Pz x Pz x

w(x) = ------ - ------ + -------- - ------- + ------

kGAx 2 kGAx 4 EIy 6 EIy 24 EIy

2 2 3

-(L Pz x) L Pz x Pz x

fiz(x) = ---------- + ------- - -----

2 EIy 2 EIy 6 EIy

2 4

L Pz L Pz

w(L) = ------ + -----

2 kGAx 8 EIy

3

-(L Pz)

fiz(L) = --------

6 EIy

1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo

V tem razdelku obravnavamo linijski nosilec z ukrivljeno osjo. Omejimo se na primer, ko je os nosilca
ravninska krivulja v ravninix, z. Izpeljemo tenzor deformacij glede na ukrivljene koordinatne osi, enačbe
za vzdoľzno normalno, za strižno in za prěcno normalno napetost v ravnini prečnega prereza. Izpeljemo
tudi enǎcbe za rǎcun pomikov ter zasuka.

Slika 1.145:Primer dela ukrivljenega nosilca z osjo, vzporedno ravninix, z


	Kazalo[rgb]0,0,0.7Kazalo[rgb]0,0,0.7Kazalo[rgb]0,0,0.7Kazalo[rgb]0,0,0.7Kazalo[rgb]0,0,0.7Kazalo[rgb]0,0,0.7Kazalo
	Upogib z osno silo
	Uvod
	Pomiki in vzdolzna normalna napetost
	Opis oznak
	Zveza med napetostmi in notranjimi silami
	Ravnotezne enacbe za nosilec
	Kinematicne enacbe
	Vzdolzna normalna napetost in enacbe za racun pomikov
	Robni pogoji
	Geometrijske karakteristike precnega prereza
	Racunanje pomikov in zasukov
	Racunanje vzdolzne normalne napetosti in dolocanje jedra prereza

	Strizni in precni normalni napetosti v nosilcu s konstantnim precnim prerezom
	Primeri

	Glavne normalne napetosti v nosilcu
	Strizni in precni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim precnim prerezom
	Krivocrtne koordinate ploskve ter diferencial plošcine ploskve
	Ravnotezne enacbe za nosilec s spremenljivim precnim prerezom
	Strizni in precni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim prerezom

	Pomiki linijskega nosilca z upoštevanjem striznih deformacij
	Nosilec z ukrivljeno osjo
	Tenzor deformacij glede na ukrivljene koordinate
	Pomiki ter vzdolzna normalna napetost
	Strizna in precna normalna napetost

	Enacbe gibanja nosilca

	Enakomerna torzija
	Enacbe enakomerne torzije
	Reševanje enacb enakomerne torzije po metodi pomikov
	Reševanje enacb enakomerne torzije po metodi napetosti
	Analiticna rešitev za elipticno obliko precnega prereza
	Analiticna rešitev za pravokotno obliko precnega prereza
	Membranska analogija
	Zveza med izbocitveno in napetostno funkcijo

	Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom
	Nosilci z odprtim tankostenskim precnim prerezom
	Nosilci z zaprtim tankostenskim precnim prerezom

	Primeri
	Strizno in torzijsko središce
	Strizno središce
	Torzijsko središce


	Metoda pomikov
	Ravninsko palicje
	Kinematicna enacba in Hookov zakon
	Ravnotezna pogoja za vozlišce palicja
	Ravnotezni pogoji za vsa vozlišca
	Sestavljanje togostne matrike konstrukcije
	Robni pogoji
	Racunski primeri

	Ravninski okvir
	Osnovne predpostavke
	Opis oznak in koordinatnih sistemov
	Togostna matrika elementa v lokalnem koordinatnem sistemu
	Togostna matrika elementa v globalnem koordinatnem sistemu
	Ravnotezni pogoji
	Sestavljanje togostne matrike konstrukcije
	Racunski primer


	Virtualni pomiki in virtualne sile
	Izrek o virtualnih pomikih
	Betti-Rayleighjev in Maxwellov izrek
	Podajnostna in togostna matrika
	Primeri

	Izrek o virtualnih silah
	Primeri


	Uporaba izreka o virtualnih silah
	Pomiki in zasuki posameznih tock staticno dolocenih linijskih konstrukcij
	Delo virtualnih napetosti za upogib z osno silo in temperaturno obtezbo
	Delo virtualnih napetosti zaradi striznih sil
	Delo virtualnih napetosti zaradi torzijskega momenta
	Delo virtualnih napetosti v linijskem elementu
	Dolocitev pomika in zasuka v tocki na osi ravnega linijskega nosilca
	Delo virtualnih napetosti v linearno elasticnih vzmeteh
	Vpliv striznih napetosti zaradi precnih sil na pomike linijskega nosilca
	Racun pomikov staticno dolocenih linijskih konstrukcij z ukrivljeno osjo

	Notranje sile in pomiki staticno nedolocenih linijskih konstrukcij z metodo sil
	Primeri


	Geometrijska nelinearnost nosilcev
	Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini
	Teorija drugega reda
	Togostna matrika linijskega elementa z ravno osjo po teoriji II. reda


	Ravnotezje konzervativnega sistema
	Prvi zakon termodinamike

	Stabilnost konzervativnih sistemov
	Stabilno in nestabilno ravnotezno stanje
	Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij

	Stvarno kazalo

