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Smeri glavnih normalnih napetosti vzdok osi nosilca

Vzdolz nevtralne osi oklepajo normale ravnin glavnih napetosti s smem@slednje kote

M P
Opg = —22=0 — tg2a, = — sz::i:oo
1, 0
3 3
Qag = +0, +20 4 ey =4l 2T 4
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Naklon ravnin glavnih napetosti je torej4 oziroma3n/4 (slika1.123.
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Slika 1.123:Smeri glavnih normalnih napetosti vzdabsi nosilca

Smeri glavnih normalnih napetosti vzdoE robov nosilca

Vzdolz robov nosilcath /2 pa dobimo

S (£h/2) = 0 _ _NeSle=2h)
ERR2) =0 = o = e )T,

tg20p =0 — 2a, =40, £1, £271,... — aazo,ig,iw,...

Naklon ravnin glavnih napetosti na zgornjem in spodnjem roliugk 7 /2 (slika1.124.
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Slika 1.124:Smeri glavnih normalnih napetosti vzdabbu nosilca

Velja torej, da v obravnavanem primeru oklepajo trajektorije glavnih napetostiZnéetralne osi kote

45° glede nato os, vzdblrobov nosilca pa ima ena skupina trajektorij smer pravokotno na rob, druga |
smer roba.

Na sliki 1.125je prikazan potek trajektorij glavnih napetosti v proskaizzm nosilcu iz homogenega in

izotropnega materiala. Na nosilec deluje sila na polovici razpetine. Neprekijem@edstavljajo smeri
glavnih tl&€nih napetostiCrtkane pa smeri glavnih nateznih napetosti.
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146 1 Upogib z osno silo

Slika 1.125:Potek trajektorij glavnih normalnih napetosti v prosisizem nosilcu

Trajektorije glavnih napetosti so pomembne pri armiranem betonu. Beton je krhek matergapin
razmeroma majhnih nateznih napetostih razpoka. Da se konstrukcija ne Bilgpovanjo vstavimo
jeklene palice (“armaturo”), ki namesto betona prevzamejo natezne napetosti. Biajienjestitev teh
palic je v smeri trajektorij nateznih napetosti (slikal2§. Tako oblikovana armatura bi zelo zapletla
racun in izdelavo armirano betonskih konstrukcij. Zato se armaturo oblikuje tako, da lepalsliedi
smeri nateznih trajektorij. Primer prikazujemo na slikl 27

:

Z 7

Slika 1.126:0ptimalna namestitev armature

. C =
A‘(_“ %4
Z. 7
Slika 1.127:0bictajna lega armature
Primer 1.32 V pretnem prerezu linijskega nosilca v ravnipi, z) delujeta pr&na silaN, = —2.25 kN
in upogibni momend/, = —2.25 kNm. Dol@i smer in velikost glavnih normalnih napetosti ko

s koordinatamay = 0 cm inz = 8 cm! Dimenzije prénega prereza podajamo na slikil28

Karakteristike prénega prereza smo iznanali v primeru 1.16. Vzdaha normalna napetosf’ v totki
M je
M, —225000
M Y 2
= — = ——8 =-166.282 N .
Tae = 7 M T 70825 /em
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1.4 Glavne normalne napetosti v nosilcu 147

Strizna napetost! v totki M je

3541435
<]

Y2

Slika 1.128:DimenzijeT prereza

Staticni momentS, delnega prereza/ izraCunamo po eribi (1.199, ki smo jo izpeljali v primeru 1.16
Si(z=8)=4-8"—702.25 = —446.25 cm®.
Strizna napetost! v totki M je tore;

w2250 - (—446.25)

= —11.594 N/cm?.
@z 8- 10825 594 N/em

g

Velikosti glavnih normalnih napetosti viki M sta

1
olf =5 [—166.282 +/166.2822 + 4 - 11.5942} — 0.805 N/cm?,

1
oM = 3 [—166.282 —1/166.2822 + 4. 11.5942} = —167.086 N/cm?.

Ravnine glavnih normalnih napetosti so

2-11.594
tg2aM = ="~ — 0.1
§ 4% 6652 139
20M = —7.939° + k7w, k=..-2,-1,0,1,2...
Zak =0je2a, = —7.939° in o, = —3.969°. Normalna napetost v ravnini z naklonskim kotom

normalea, = —3.969° je

166.282  166.282
oM = — 5~ 5 c0s(=T.939°) + 11.5945in(~7.939°) = —167.036 N/cm?.
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148 1 Upogib z osno silo

Zak =—-1je2a, = —187.939° in a, = —93.969°. Normalna napetost v ravnini z naklonskim kotom
normalea, = —93.969° je

o 166.282  166.282

o1 = 5 5 cos(—187.939°) + 11.594 sin(—187.939°) = 0.805 N/cm?.
Glavne normalne napetosti viki M prikazujemo na slikil.129
k=0 k=1
R | PR
| \
\ \
—_— —_—
l T \ T
| \
\ 3.97° \ M
| M \ =
| off = 167.1 N/cm? | 93.99°

]
Jagg: 0.805N/cm?

Slika 1.129:Smeri in velikosti glavnih normalnih napetosti \cto M

Ekstremni vrednosti stthe napetosti v {tki M sta

1
TOMANNUMERAL2 = :|:§(0.805 + 167.086) = +83.945 N/ch.

Ravnine ekstremnih skmih napetosti v téki M so

166.282
2a, = 02 g,
t820r = o 1500y — 17
20, = —82.061° + k7w, k=..-2-1,01,2....

Zak =0je2a, = 82.061°in a, = 41.031°. Strizna napetost v ravnini z normadg, = 41.031° je

166.282
sin(82.061°) — 11.594 cos(82.061°) = —83.954 N/cm?.

ONT = —

Zak = —1je2a, = —97.939°in a, = —48.969°. Strizna napetost v ravnini z normadg. = —48.969°
je

166.282
sin(—97.939°) — 11.594 cos(—97.939°) = 83.954 N/cm?.

ONT = —

Ekstremne stéine napetosti v ftki M prikazujemo na slikiL.13Q
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1.5 Strizni in preEni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim §mén prerezom 149

k=0 k=1
] T
| |
| \
] ]
| 7777; | 7———;
' |
M
| N 41030 | ot enon/cn
_ 7
| o= —83.9N/cm? | 7 \ﬂg.w

Slika 1.130:Smeri in velikosti glavnih stéinih napetosti v toki M

1.5 Strizniin precni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim pre&nim
prerezom

Obravnavamo nosilec z ravno 0sjo, katerega geometrija je podana z lego osi nosilca in oldiilegare
prereza v poljubni toki na osi nosilca. P@i prerezi so posod pravokotni na os nosilca, ki poteka skoz
tezisCa pr&nih prerezov.

1.5.1 Krivocrtne koordinate ploskve ter diferencial plosCine ploskve

V parametrski obliki zagiemo engbo ploskves z en@bamif

z= filq1,92), y=folq1,q2), 2= f3(q1,q2) (1.217)
oziroma s = flq1. a2)- (1.218)

Z x, y in z so ozn&ene pravokotne Kartgzie koordinateg; in g2 sta pospléeni koordinati.Ce vza-
memo zay; konstantno vrednost, na primgr = ¢, dobimo enébe koordinatne krivulje

= file,q2), y=falc,q2), 2= fa(c,q2), (1.219)

ki se nahaja na ploskvi#, podani z enébami (1.217. Za razltne konstantne vrednosti pospémih
koordinatg; in g2 dobimo mr&o koordinatnih krivulj na ploskvi” (slika 1.137).

Slika 1.131:Koordinatne krivulje ploskve”

1. Vidav, Diferencialna geometrija, D&ivo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Ljubljana, 1989.
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150 1 Upogib z osno silo

Preséiste koordinatnih krivulig; = ¢ in ¢ = k doloca ta&ko T. Odvoda krajevnega vektorjg;, ki
doloca tako T' na ploskvi.#, po koordinataly; in g; sta bazna vektorja v &&i 7. Ozn&imo ju zg; in

92

_ Ors L 0rg
_ - 2> 1.220
g1 s ) 92 9o ( )

Obravnavajmo nosilec z ravno osjo ter spremenljivintpim prerezomd, () (slika1.132.

ﬁxS :ﬁxS (CE, S)
To=2T &

\
\
\
2y
Slika 1.132:Pretni prerezeZ, (x) nosilca se vzdd osiz spreminja

Krajevni vektorrs poljubne t@ke na mejni ploskvi# zapgemo z enébo
F5:F0+ﬁs:x€x+y€y+zé'z. (1.221)

Ceielimg dolciti krivoCrtne koordinate mejne plosky€nosilca, moramo izbrati pos@eni koordinati
q1 in g2. Ce za posplgeni koordinati izberemo in s = 5/C,(x) (glej sliko1.132

(=% @=s] (1.222)

lahko zapsemo (.22]) takole:
s = x € +y(x,s) ey + 2(z,s) €,. (1.223)

Z s je ozn&ena datina krivatrtne koordinates od izbrane zéetne téke do poljubne téke na mejni
crti ¢, (x), s Cy(x) pa dokina mejneCrte ¢, (). Bazna vektorjaj, in gs sta v tem primeru podana z
end&bama (glej tudi slikil.132in 1.133

L, ors . 0y, 0z L, Ors Oy_, 0z,
_ —&, + 22 ~Ze, = —2 = 2 —é,. 1.224
€r + ey—i—axe g s asey—l—ase ( )

9= o ~ o
Na sliki 1.133 je prikazana koordinatna krivulja= c, na sliki1.133 pa koordinatna krivulja = k.
Plogtino dS diferencialno majhnega dela mejne plosk¥ézratunamo po erizbi f

dS = VEG — F2dz ds. (1.225)

1. Vidav, Diferencialna geometrija, D&ivo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Ljubljana, 1989.
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1.5 Strizni in preEni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim §mén prerezom 151

Z E, G in F so ozné&eni izrazi

OFs  OFg ay\?  [0z\*

E=25.75_14 (% d
dr Oz +<8x>+ or )’

o0 0 (y\* (02)° (1.226)
Os 0Os 0s 0s) ’

_Ors Ors _Oydy 020z
 Or Os  Oxrds Ords

|
|
|
Y

Slika 1.133:a) Koordinatna krivuljac = ¢,  b) Koordinatna krivuljas = k

1.5.2 Ravnotgne en&be za nosilec s spremenljivim prénim prerezom

Obravnavamo del nosilca dhe z, ki zavzema obmge #;, doloteno s ploskvamiz,g, <7, in 7.
Odstranjeni desni del nosilca nadomestimo z notranjo/sila z notranjim momentom/ (slika1.134.

Slika 1.134:Na nosilec delujejo zunanja oliteap’s in ¥ ter notranja silav in notranji moment\/
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152 1 Upogib z osno silo

Z N(0) in Mg(0) sta oznaeni rezultanti obteb 55 in 7 na ploskvisz, (0)
8O = [ gsas aie) = [ pxisda
Ay (0) A (0)
Krajevni vektorr; tocke na osi nosilca, v kateri nosilec préeeno, ima smer koordinatne asi
70 = T €. (1.227)
Ravnotena pogoja za obravnavani del nosilca

R=0, MY=0 (1.228)

izrazimo z zunanjo poginsko obt&bo g, s prostorninsko obibo @, z notranjo silolV in z notranjim
momentom)/ . Prvi ravnot&ni pogoj je (glej enébo (1.13)

N(0) + /ﬁs ds+/mv+ﬁ(:¢) =
52 VA

:N(O)—i-]( / ps(z,s) mds—i- / U(z,y, 2 )dAI>d5:+J\7(:c):6.

0 %) ()

(1.229)

Koli¢ine E, G in F so odvisne od: in s. Izraz v oglatem oklepaju v ebhi (1.229 ozna&imo s #(z) in
ga imenujemdinijska obtezba

P(x) = /ﬁS\/EG—F2d5+ / TdA,. (1.230)

Co () Ay (x)

Tako je
/ (z)dz + N(z) = 0. (1.231)
0

Ce zelimo zapisati diferencialno etlao za neznano siIfN(x) v poljubnem prénem prerezu, eitho

(1.231) odvajamo par. Tako dobimo prvo izmedavnoteznih enatb ravnega linijskega nosilca, ki smo
jo izpeljali Ze pri Statiki (ravnotena enéba za préni prerez)

+ P(x) = 0. (1.232)

dx

t M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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1.5 Strizni in preEni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim §mén prerezom 153

Tudi momentni ravnotni pogoj izrazimo z zunanjima olteamaps in ¥ ter z notranjo silaV in no-
tranjim momentom\/ (glej (1.17)

Mg(0) + /FS x P dS + /Fx TdV + 7y x N(z) + M(x) = Mr(0)+
A V4

+ /< /7‘75 < G5By ) VEG — Flds+ | 7x @y, 2) dAm>d‘ iy x N(z) + M(z) = 0,
0 @)

—
I

(1.233)

kjer krajevna vektorja’s in 7 opisujeta téke v integracijskin obmjih .71, #4:

=

rg = 7:"0 + ﬁzg, F= 7:"0 + ﬁx (1.234)
Upastevamo engbi (1.2) in (1.239

MR(0)+/< / T:“()Xﬁs\/EG—FQdS—I- / FoXUdAx>d$+

0 %.(z oy (T
) ) (1.235)

xT

+/< / pos X Ps VEG — F2ds + / ﬁwxﬁdAl‘)d“FoXﬁ<w)+M<x)=6.

0 %) ()

Vektor 7 je neodvisen og in z, zato ga lahko izpostavimo iz integralov go(z) in <7 ()
MR(O)—F/FoX( / ﬁs\/EG—deS-f— / UdAm>dx+

0 €. (z oy (T
@ @ (1.236)

T

+/< / pes X s VEG — F2ds + / ﬁxdeAm>da:+Foxﬁ(m)—i—]\?(m):ﬁ.

0 Fu(z) Ao (T)

Izraz v prvem oklepaju smie v endbi (1.230Q oznaili s (), izraz v drugem oklepaju pa oztieno
z .Z(x) in imenujemdinijska momentna obtezba

M) = / fos X Ps VEG — F2ds + / Fp X TdA,. (1.237)
Cr(2) o (2)
Iz (1.236 dobimo
Mp(0) + / 7o X P(z)dz + / 7(Z)dz + 7y x N(z) + M(z) = 0. (1.238)
0 0
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Enabo (1.238 odvajamo pac

AP

S 5 - 0~ - _ g
7o X P(x) + #(x) + i N(x)+ 7 x . + e 0. (1.239)
Ker je (glej ené&bo (1.227)
dry _
d,f[f ! )
dobimo B B
~ N ~ - M S
7y % <g2f(a:) 44 df)) b A z) + 8 x @)+ 2 dix) = 0. (1.240)

Upostevamo prvo ravnoi®o endbo (1.232 in dobimo drugaavnotezno enabo za nosile¢

dM - q .
dix) +& x N(z) + .4(z) = 0. (1.241)

Linijska obt&zba #(z) predstavlja nadomestno ol ra&unskega modela nosilca z enoto N/m. Lini-
jska momentna obﬁba/?(x) pa predstavlja nadomestno momentno bbtez enoto Nm/m. Poginsko

in prostorninsko obt&o ps(x,y,z) in ¥(x,y, z), ki sta funkciji treh spremenljivk, integriramo po
preCnem prerezuy, oziroma vzdadt njegove meje&, in tako dobimo funkciji ene spremenljivke.

1.5.3 Strizni in precni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim prerezom

Pri upogibu ravnega nosilca s spremenljivim @vien prerezome, () racunamo razen vzdbhe nor-
malne napetosti,, tudi strizni napetosto,,, in o, (slikal.139.

Slika 1.135:V nosilcu updgtevamo vzddino normalno napetost in e strizni napetosti

Priizpeljavi en&b za r&un pomikowvu, v in w (ena&be (L.80 in (1.87) ter en&be za vzddno normalno
napetost ., (ena&ba (.88) v ravhem nosilcu s konstantnim @r@m prerezom smo predpostavili, da sta

t M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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1.5 Strizni in preEni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim §mén prerezom 155

od nic razlicni le vzdoEna normalna deformaciga. in vzdoiZzna normalna napetost,.. Priizpeljaviteh
end&b smo upétevali le kinematine enébe in Hookov zakon, nismo pa ugevali ravnoténih engb.
V tem razdelku izpeljemo egae zao,y, 0., oy, IN 0 iz ravnot&nih en&b za ustrezni del nosilca.

Izpeljava enaCb za racun strizne napetostio,, in precne normalne napetostir,,

Vzemimo del nosilca od = 0 doz = x ter ga odrgimo priy = y* = konst (slika1.136.

Slika 1.136:Nosilec odrégemo priy = 3* in obravnavamo odrezani del nosilca

Zapiimo ravnoténe enabe za ta del nosilca:

/ Fs5(0,y, 2) dA, + / Gol,y, 2) dAst

o, (0) A (@)
i (1.242)
—|—/ /ﬁs(z,s) VEG - F?ds + /ﬁ(x,y,z)dAx—l— /Ey(ac,y*,z)ds dz = 0.
0 ng*,z(i) JZ/z*(j) (gz*,()l(i)

Z o ozn&imo del prénega prereza, ki ga dala prerez z ravning = y* (slika 1.139. Zato je ta
del pr&€nega prereza odvisen tudi g8, vendar zaradi kr8pga zapisa tega v &t ne bomo zapisali.
Razdaljo od toke 0 do 1 ozné@mo sh*(z) in je tudi odvisna od,*, vendar v enébah te odvisnosti ne
bomo zapisali. Upstevamo, da sd&, G in F odvisni odzx in s. Del v oglatem oklepaju ozigano z
7" (z) in predstavlja nadomestno linijsko obte zaradi zunanje obitbe na mejnérti ¢, ternadelu
prereza«, in zaradi napetost, v prerezus;’

F (@)= [psVEG—F2ds+ /UdAx + /Ey ds =2 (z) + /@ ds,  (1.243)
(gac*,z(m) JZ{:(:*("L') S9”;,01(‘%') %;,01(‘%)
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156 1 Upogib z osno silo

kijer je s *(x) ozna&ena linijska obtéba zaradi zunanje ofitlee na delu prereze*
P (z) = / PsVEG — F2ds + / TdA,.
= (x) A, (z)

Enabo (1.242 krajSe zapsemo takole:

T

/ PsdA, + / Edix+/§’*(x)dx:6.
;) (0) ] () 0

Z odvajanjem ravnotae enabe (.245 po x dobimo

0 /adiﬁga‘*(m):aa / GodA, + P + / Gyds =0

oz T
A (z) A, (x) C 01 ()
oziroma
5 h*(x)
o / GpdAy + P +/5yds=o.
A (x) 0

Ce predpostavimo, da 8§ vzdolz meje%;,; ne spreminja, sledi

0 . Sx L -
A, (z)
Iz en&be (L.24§ izrazimoad,
1 % 0
Gy = — a_ _’z Ax
Oy () 7+ 97 / oz d

Po mnaenju (1.249 z enotskim vektorjena,,, dobimo izraz za stZtho napetost ;.

1 0
ny—axy—*h*i(x) 2, +% / Oze dAg |,
A, (x)

po mnaenju (L.249 z enotskim vektorjena, pa izraz za préno normalno napetost,,

1 .9
Uyy——m @y +% / nydAx
A, (x)

Al L] [a|]
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1.5 Strizni in preEni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim §mén prerezom 157

V ena&bah (.250 in (1.25]) nastopa odvod integrala pg(x). Ta odvod lahko dolémo le,e vemo,

kako se préni prerez«(x) spreminja v odvisnosti od. NaCin dolcCitve tega odvoda pokamo v
primeru 1.34.

Izpeljava enatb za raCun strizne napetostio ., in pre¢ne normalne napetostio,,

Vzemimo del nosilca od = 0 doz = «x ter ga odrgimo priz = z* = konst (slika1.137.

Slika 1.137:Nosilec odréemo priz = z* in obravnavamo odrezani del nosilca

Zapiimo ravnoténe endbe za ta nosilec:

/ﬁS(O,y, z)dA, + /&x(x,y, z)dA,+
;(0) A (x)

i (1.252)
—|—/ /ﬁg(:ﬁ,s) VEG— F?ds + /ﬁ(is,y,z) dA; + /Ez(a_c,y,z*)ds dz = 0.
0

G,z *(T) o, (z) Cg;m(i)

Upostevamo, da s&, G in F odvisni odz in s. Del v oglatem oklepaju ozigano zﬁ*(:c) in predstavlja

nadomestno linijsko ob#bo zaradi zunanje olitbe na mejntrti 4,7, ter na delu prerezay,’ in zaradi
napetostir’, v prerezus,’,

7 (x)= [ psVEG—F2ds+ /UdAgﬁ- /azds:ﬁ*(xH /@ds, (1.253)

<g:z:*,z(ﬂﬂ) 42{;(90) %;,01(90) %;,01(30)
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158 1 Upogib z osno silo

kijer je s *(x) ozna&ena linijska obtéba zaradi zunanje ofitlee na delu prereze*
P (z) = / PsVEG — F2ds + / TdA,.
E. .(x) A ()
Enabo (1.252 krajse zapsemo takole
/ PsdA, + / G dA, +/§‘*(z) dz = 0.
o, (0) A, (z) 0

Z odvajanjem ravnotane enabe (1.255 po x dobimo

9 EmdAﬁﬁ*(x):ﬁ / GodAy+ P + / G.ds =0
ox ox
o, (x) o, (x) Cr01(2)
oziroma
5 b* ()
— / GedAy + P + / &, ds = 0.
oz
o, (x) 0

Ce predpostavimo, da g vzdolz mejes,’; ne spreminja, sledi

0

o / GrdAy + P +3,b"(x) =0
in lahko iz eng&be (.258 izrazimos,
1 % 0
5, = — P — Gy dAy | -
7 b*(z) * Ox / 7

A (z)

Po mnaenju (.259 z enotskim vektorjena,,, dobimo izraz za stzno napetost .,

1 0
- ; a_ xrx dAa: )
b*(z) T Ox / 7
A, (z)

Ozx = Ogz —

po mna&enju (.259 z enotskim vektorjena’, pa izraz za préno normalno napetost.,

1 NG
_m P+ E / Oz dA,
o (x)

Ozz =

Al [H] [«
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(1.257)

(1.258)

(1.259)

(1.260)

(1.261)



1.5 Strizni in preEni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim §mén prerezom 159

Primer 1.33 IzraCunajmo strizno napetost . v nosilcu pravokotnega ptaega prereza Sirino b in
spremenljivo \8ino h(z) (slika 1.139. Strizno napetost izf&unajmo v prerezite = 0, = = L/2in
= L.

Slika 1.138:Geometrijski podatki in obteba
Strizno napetost ., izratunamo po enzbi (1.179

1 0
ze — Oxz = — 7.7~ M a_ xdi:B ;
o o b (z) z T B / o
o (x)

kjer je (glej (L.259)

5 (2) = / FsVEG = F2ds + / FdA,.
€ o (@)

Ker je 22 enak n€ in b* = b, sledi

10
Tz — T 1 A Tx Ar
o b 9r / Opr d
A (x)

Osiy in z sta glavni vztrajnostni osi péaega prerezaz,.. Vzdolzno normalno napetost,, izrazimo z
notranjimi silami
N, M, M,

Ker je od nt razlicen le upogibni moment/,, je
1 M,
Opr = —72 —Y 2dA,
b Ox y
A, (z)
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160 1 Upogib z osno silo

Ce diferenciati4, plo&ine pré&nega prereza izrazimasgino b prerezadA, = bdz), lahko ploskovni
integral prevedemo na linijskega (slikal39

1o ([ M, .
O'a;z——gaix / TZbdZ

oy ()

T

% h(z)/2
- i1
v 5

Slika 1.139:Del pretnega prerezaZ, (z)

Upostevamo pravilo odvajanja pod integralskim znakom

B(y)
/ fl 3f Y de 1 B(y) F18W). ) — ') Fla().y]

a(y a(y)

in dobimo

1 / 9 (My_b> e M@ My(@) (Dh(a)

T2 =7 or\1, )T T2 L@ 2
—h(z)/2
1 [ [dM, z d /1 My b
= —— M [ — <
b / (d:c I, T (Iy)>bd T,
—h(z)/2

Z 3'(y) je ozn&en odvodi(3/dy, z o/ (y) odvodda/dy, sh'(x) pa odvoddh/dz. UpdsStevamo, da je
(I, = dl,/dx)

dx 2 dx Ig’ Y 12 7 Y 4
in dobimo
N, I)M,\ _  Myhk 1[N, I,M,\ LMy
Ogrz = / T I;)ZbdZ—FIy 4 __b<Iy_ Iy2 >S Iy 4
—h(z)/2

1. Vidav, Diferencialna geometrija, D&ivo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Ljubljana, 1989.
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1.6 Pomiki linijskega nosilca z ugtevanjem sténih deformacij 161

S S, ozn&imo stattni moment delnega prerezg’ glede na og

R T Y
Sy: / zbdz:2(2—4).
—h(z)/2

Ce (26) in (26) updstevamo v 26), zapsemo stizno napetost,.. takole

N.S;, M,n h?
Oxz — — bZIyy 413[’51 <6 22 — ) =Ozzk + Ozzs-

Del strizne napetosti, ozigan so, ;, ima enako obliko, kot v primeru nosilca s konstantnimcpien
prerezom. Del, ozri@n zo,, s predstavlja vpliv spreminjanja pteega prereza.

Ce updtevamo spreminjanje $ine nosilca po erii
X
h(z) = h (1 - 7) ,
() = ho 5T

je odvodh’ enak
ho
/ [ ——
W) = 2L

UpoStevamo torej, da jé; = ho/2 (slika1.138. V tem primeru stiZno napetost .. izraCunamo po

enabi ) )
Opy = — Nz 22 . h (l‘) _ My(.’b) ho 62:2 B h (gj) .
21,(x) 4 8h(x) L I,(x) 2
ZavelikostiN, = F =5kN, M, = —F (L —x),L =2m,b=5cm,hg =20 cminh; = 10 cm, je
potek strgne napetostr,. za pré&ne prereze = 0, z = L/2in z = L, prikazan na slikiL.14Q
750 666.7
T —
PO =T = N %moo;
0 E il
=0 x=L/2

Slika 1.140:Potek strkne napetostr,. za pré&ne prereze: = 0, x = L/2inz = L

1.6 Pomiki linijskega nosilca z up&tevanjem striznih deformacij

Bernoulli-Eulerjeva teorija nosilcev, ki smo jo izpeljali v razdelki?, ne up&teva vpliva stinih de-
formacij na pomike. V tem razdelku bomo izpeljali &éba za réun pomikov nosilca z ravno osjo, ki
vkljuCujejo tudi vpliv strznih deformacij. Vpliv strznih deformacij na pomike moramo ugevati pri
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162 1 Upogib z osno silo

kratkih nosilcih. V primeru vitkih nosilcev, ko je razmerje mediwio nosilca in ddino majhno (0.1 ali
manj), je napaka pri funu navptnega pomika, ki jo naredim@e zanemarimo vpliv sithe deforma-
cije, zanemarljiva (glej preglednica2in primer5.25v poglavju 5.

Izpeljati Zelimo en&be za rédun pomikov nosilca, s katerimi na preprostimaupdtevamo tudi vpliv
striznih deformacij. Obravnavamo ravninski primer v ravniniz. Osiy in z sta glavni vztrajnostni
osi v teziu pr&nega prereza. Vektor pomilkiaje funkcija koordinatr in z. Funkcijo razvijemo v
Taylorjevo vrsto okrog: = 0

" . ou 1 (0% 9
U(z,z) = u(x,0) + <8Z>z:0 z+ a0 (8Z2>z:o 204 (1.262)

Preprost izraz za pomil, s katerim upétevamo vpliv stidnih deformacij, dobimo¢e updtevamo le
prva dvaclena na desni strani etize (L.262)

T =+ 2 (g:‘) : (1.263)
z=0

Z 1y smo oznéili pomik na osi nosilcaiy = u(z,0) = u(x) e, + w(x)é,. Ker sta vektorjaiy in
(01/0z) .=0 0dvisna le od koordinate, lahko izraz {.263 zapSemo takole:

@ = u(z) & + w(z) &, + 2 (a“xa(j’z) _at a“j;:’z) Zzoe;) . (1.264)
Koordinatiu, in u, pomikau sta
Juy Ou,
Uy = U+ 2 u ) Uy =W+ 2 4 . (1.265)
0z |, 0z |,

Ce predpostavimo, da je speéifa sprememb#®. . dolzine vlakna v smeri osi zanemarljiva, lahko
zapBemo, da je.. = 0 oziroma

Oou, Ou,
€z =—F—=1-

0z 0z

— 0. (1.266)
z=0

Zasukyp, vlakna v smeri 0si z izraCunamo z enébo (glej M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih
teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradid#mo in geodezijo, Ljubljana, 1998, aifa (1.33) in

(1.43))
ou, \ 2 Oug \ 2
Wz_¢(_8;) ()

v kateri up&tevamo, da so spremembeznlvlaken in zasuki vlaken majhni. Ker obravnavamo ravnin-
ski primer, pri katerem je, = 0, sledi

_ Oug
0z .

Al [H] [«
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in lahko zapsemo pomike:,, u, in u, takole:
up(2,2) = ul(@) + 20:(x), uy(z,2) =0, us(x,2) = w(a). (1.268)
Z updstevanjem enizbe (L.26§ zapBemo deformacijt,,. in .. takole:

Ouy  du do, 1 (0u,  Ouz\ 1 [(dw
R e e Em—z(aﬁaz>—z<dﬁ%> (1.269)

Z end&bami (L.26§ je privzeto, da préni prerez ostane raven tudi po deformiranjy fe linearna fukcija
z), ne zahtevamo pa, da je pravokoten na deformirano os nosilca (ne zahtevame, darek nc) -
(slikal.14).

a) zacetna lega

Ay

0s nosilca

b) deformirana lega

Ay

is
az 2 os nosilca

Slika 1.141:Zatetna in deformirana lega nosilca

Ce updtevamo enoosno napetostno stanje za mohormalno napetost,, = E e,, ter Hookov
zakon za stino napetost,, = 2 G ¢,, (E je modul elastinosti,G pa strzni modul materiala), sledi

du dp, B dw
Ope(x,2) = FE (d:p +z T ) , 0p(x) =G <da§ + cpz> ) (1.270)

Iz en&be (1.270 sledi, da jes,. po viSini prerezekonstanten Osno siloN,, upogibni momeniV/, in
prectno silo N, izratunamo po erzbah (.9) in (1.10)

Nm:/am dAszAm@,
dx
o
du dp, B dy;
d d
dx dx
o7 Ay
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164 1 Upogib z osno silo

Upostevali smo, da poteka asskozi t&isCe pré&nega prerezaz, in je integralf% zdA; = 0. Vztra-
jnostni momentl,, precnega prerezaz, je definiran po enebi (1.74):1, = f% 22 dA,.

Ker seo,., po visini prereza spreminja (glej primer 4.1 &heniku M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike
trdnih teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradi¥vo in geodezijo, Ljubljana, 1998), moramo
namesto druge izmed etta(1.270 za streno napetost,., pisati

dw

0zz(2,2) =G <daz

+ i (z, z)> . (1.272)
Ce bi updtevali zasukp,, po en&bi (1.272, nebi imeli v&€ enodimenzionalnegadanskega modela. Da
pa vseeno ugEevamo spreminjanje sirie napetosti po péaem prerezu in zadimo enodimenzion-
alni ratunski model spremenimo drugo izmed endab (1.270 tako, da jo mnaimo s faktorjemk ter
vzamemo, da sta pomik in zasuky, odvisna le odr

dw

0z:(z) = kG (d:r + gpz(fv)> . (1.273)

Ce (L.273 vstavimo v tretjo izmed¥.277), dobimo

N. = kG A, <d“’ +¢Z>. (1.274)
dx
V literaturi je podanih vé razliénih definicij faktorjak. Zanimiva je definicija, ki jo podaja CowpéiZa
precni prerez pravokotne in kzme oblike jek enak
10(1+4v) 6(l+v)
ky=—-—= kp=—-—. 1.275
P24 110 P T 6w (1.275)
Faktork lahko izr&unamo tudi po eri k, = 1/x, 0ziromak, = 1/k.. Sk, in . sta oznéena stizna
oblikovna koeficienta, ki ju reunamo v razdelku 5.1.2. Za pravokotni prerez dobiyo= x, = 1.2,
za krazni prerez pa:, = ., = 10/9. V preglednicil.20prikazujemo nekaj vrednosti koeficientéwza
razlicne vrednosti.

Tabela 1.20: Vrednosti koeficientévpo Cowperjevih engbah

v 0.0 0.25 0.5 1/k
k, | 0.833 | 0.847 | 0.857 | 0.833
kx| 0.857 | 0.882 | 0.900 | 0.900

Zvezo med pomikoma, w in zasukomp, ter obt&gbami 2, 2, in .#, dobimo,Ce v eng&bah (.30 in

(1.3))

dN, dN, dM,
+ P, =0, +2,=0, —2L—N,+.#,=0 (1.276)
dx dx dx

' G.R. Cowper, The Shear Coefficient in Timoshenkos Beam Theory, Journal of Applied Mechanics, June, 1966.
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1.6 Pomiki linijskega nosilca z ugtevanjem sténih deformacij

upastevamo prvi dve izmed ebh (1.271) ter en&bo (1.279

d
dx

d
dx

d
dx

(EA du

dx

2+ 2o

GGA Cm+¢a>+9zza
dx

(£1,

de,
dx

d

)-son (&

dx

Ce soF, G, A,, I, in k konstante, sledi

EA,

d2

+ P, =0,

d2

d2
dx2

_l’_

dp.
dx

kG A, (

de

Eldwz—kGA

>+<@z:07

dw
dx

165

(1.277)

(1.278)

Enabe (.277 oziroma (.278 dolotajo TimoSenkovo teorijo nosilcev, v matematnem smislu pa
predstavljajo sistem navadnih diferencialnih @maa pomikau in v ter zasukp. .

Ce zelimo reiti diferencialne engbe, moramo poznati ustrezne robne pogoje. Robne pogdjajobi
podajamo na Azetku (¢ = 0) in na koncu ¢ = L) nosilca. Prvi enébi v sistemu {.278, ki ni povezana
z drugima dvema, pripadata dva tipa robnih pogojev

du

= N,

Nz:EAm% Tp>s

U = Uy ali
kjer u, in N, pomenita predpisani vrednosti vzdokga pomika in osne sile. Drugi in tretji v
sistemu {.278 pripadajo nasledniji robni pogoji

w = wp ali

dw
z—kGA z :N27

dy,
dz
Kjer sow,, v.p, N, in M, predpisane vrednosti pomika, zasukafpeesile in upogibnega momenta na
mestu, kjer je robni pogoj predpisan. Najpogosteje so predpisane vrednosti pomikov, zasukov ozir
sil in momentov enake @i PovdaritiSe moramo, da v isti fiki ne moremo istéasno predpisati pomika
in ustrezne notranje sile. Na primer: za= 0 ne moremo predpisati, daje=0in N, = 0.

Al L] [a|] (<] [«] ] [Dp]
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166 1 Upogib z osno silo

Druga in tretja engba v sistemu.27§ sta med seboj povezani. Eta lahko preuredimo tako, da
dobimo dve nepovezani etlai. Ce tretjo enébo v (1.278 odvajamo par

d3p d>w  dy d#,
El,—— —kGA, z =0

Vi (d2+daj>+d:€ -
dp, d3p d*w d.z,

=FI —kGA, —
dx yd?’ d2+ dx

(1.279)
— kGA,

in to vstavimo v drugo eri@o sistemal.278, dobimo enébo za r&un zasuka , preCnega prerezav,

e, d.a,
Ely—5 + 2. + d—;’ =0. (1.280)

Izpeljimo Se diferencialno ertdo zaw. Najprej drugo enébo v (1.278 dvakrat odvajamo pa in
izrazimod®y, /dx3

d3gpz d*w 1 d?2,

de3 —  dzt  kGA, da? (1.281)

Ce v prviizmed enéb (1.279 updstevamo {.281) ter drugo enébo sistemal.279, zapsemo
d*w 1 d’z d.,
El(——— - . L=
y( it EGA, da? >+ i
in po preureditvi dobimo ertdo za navgini pomikw

d*w d.#, EIl, i
EI = P, Y _ Y )
+ dx kG A, dx?

vt (1.282)

Ce bi obravnavali nosilec v ravnini, y, bi namesto1.267) zapisali

Ouy
= — €T s
By - @y( )

namesto1.269

u:p(xay) = u(x) - ywy(x), Uy(fvay) = U(:C)a uz(x,y) =0,

_du dgoy Ouy n Oug\ @ B
or = gy T Y g T Ox dy dz  *v)>

namesto prvih dveh eth (1.271) in end&be (.274 pa bi morali zapisati

namesto1.269

B du B dipy dv
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1.6 Pomiki linijskega nosilca z ugtevanjem sténih deformacij 167

ter namestoX.277 endbe

d d

— (EAxu) + Py =0,
d

T

)

i

d
d dv

d dy dv
— (B Ay | — — > =0.
dm( dx>+kG <d:v %,)—I—/// 0

Enabe Tima&enkove teorije nosilcev za ravninski primer izpelje Cowpigko, da integrira ravnokme

end&be gibanja delca po pteem prerezuz,. Ustrezne encbe za primer prostorskega nosilca so izpel-
jane vElanku Staneka.

Primer 1.34 Po Tim&enkovi teoriji nosilcev iz@unajmo pomike in zasuke osi ter zasuke&pile pre-
rezov prostolgetega nosilca pravokotnega prerezdivie i in Sirine b, ki je po vsej ddini obteen z
enakomerno obibo 22, (slika1l.142! Rezultate primerjajmo s tehiro teorijo nosilcev ter z rezultati,

ki jih dobimo,Ce nalogo r8ujemo z bolj tdnim dvodimenzionalnim &unskim modelom z uptevanjem
ravninskega napetostnega stanja.

Slika 1.142:Prostolgeci nosilec, obten s konstantno linijsko olitbo

Enabi (1.280 in (1.282 ob updtevanju dane obibe zapiemo takole:

d3p d*w
Ely dxgz = —z@Z, Eij

=2, (1.283)

Robna pogoja v kratih sta:w = 0in M, = 0. Ce updtevamo drugo izmed eéa (1.271), potem

lahko namestd/, = 0 upastevamady . /dz = 0. Najprej prvo izmed er@ (1.283 trikrat integriramo
in dobimo

1 (_@ZxS +Clx2

%= 5 G 5 +sz+03>. (1.284)

f G.R. Cowper, The Shear Coefficient in Timoshenkos Beam Theory, Journal of Applied Mechanics, June, 1966.

¥ M. Stanek, Steini oblikovni koeficienti ravnega grednega nosilca, 17. Jugoslovanski kongres racionalne in uporal
mehanike, Zbornik del, str. 25-30, Zadar, 1986.
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168 1 Upogib z osno silo

Vidimo, da moramo iz robnih pogojev ddiii tri integracijske konstant€’;, Cs in C5. Ker lahko za
zasukep, zapSemo le dva robna pogoja

do.
=0: =0
v dx ’
dp:
=1L: =0
v dx ’

lahko iz njiju izra€unamo le dve konstanti

do, 1 B B
T x:o_EIyC2_O — (=0,
do. 1 2, L? 2, L
v |,_,  EI, < ; TG ) 0 = G=7
Zasuky, lahko sedaj zagemo v nasledniji obliki
1 P, a3 P, La?
L= _Z* z _ 1.2
P B, < e T 1 7 Cg) (1.285)

Pomike izr&unamo z integriranjem zadnje & sistema diferencialnih etta(1.279

P, L dw 1 P3P, La?
e —kGA, | — — C =0.
T+ — G (dw + Fl, < 5 t—y 7t 3>>

Iz zadnje enébe izrazimaiw
1 gZzL 1 322 373 gZz L.’E2
dw_(kGAI (—t@zx%— 5 >_EIy (— 6 + 1 +C'3>>dx

_ 1 ﬂzx2+ﬁsz 1 .@Zx4+9’ZL:c3
 kGA, 2 2 EI, 24 12

in dobimo

w

+ 03 x) + 04. (1.286)

KonstantiC's in C; doloCimo iz robnih pogojev za pomika

r=0: w=0 — (C;4=0,

1 2, L+ 2, L* 2, L3
z=1L: w=20 _Ely<_ o + 15 +03L>—0 — (C3= I
Pomikw(z) in zasuky, (x) lahko sedaj zagemo v zakljgeni obliki:
P, x P, x 3 9 3
=—— (L—2)— — 2Lz — L 1.287
P, z® Lz*> IL?
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Sistem diferencialnih efth (1.278 lahko r&imo tudi s programom Mathematica:

difl = k Gm Ax (w''[x] + fiz'[x]) == -Pz;

dif2 = Em Iy fiz''[x] - k Gm Ax (w'[x] + fiz[x]) == O;
robl = w[0]==0; rob2 = w[L]==0;

rob3 = fiz'[0]==0; robd = fiz'[L]==0;

res=DSolve[{difl,dif2,robl,rob2,rob3,rob4d}, {w[x],6 fiz[x]},6 x];

Print[" w(x) = ", Expand[ w[x] /. res[[1,1]] 1 1;
Print[" fiz(x) = ", fiz[x] /. res[[1,2]1] 1:;
3 2 4
L Pz x L Pz x Pz x L Pz x Pz x
W(R) =B coooocosos T ooomosss = cooooores = ooooooos I mmmmmm==

2 Ax Gm k 24 Em Iy 2 Ax Gm k 12 Em Iy 24 Em Iy

24 Em Iy 4 Em Iy 6 Em Iy

Enabi (1.287) in (1.288 lahko preuredimo, pri tem da upevamo, da j& = E/[2(1+v)]in A, = bh:

4 T x T , L? V) [x x
wiw) = ;ZZELIy <<L)4 -2(7) L) * % <L - (L)2> (1.289)

ps(x) = jﬁ;’y (—4 (%)3 +6 (%)2 — 1) . (1.290)

Zasuk osi nosilcalw/dz lahko izr&unamo iz {.289. Ce updtevamo tudi, da jg, = bh3/12in
k=Fk,=10(14v)/(12 + 11v), lahko en&bo (1.289 zapBemo tudi takole:

4 T T T 2 v(x €T
wiw) = jZELIy ((L>4 —2(7) +(§)+ (D 24+17022 (L - (L)2>> =wr (129

Po tehntni teoriji (Bernoulli-Eulerjeva teorija nosilcev) brez uggevanja vpliva stéinih deformacij, do-

bimo
o= () -2() +5) = a2

kar predstavlja prvi del eiide (L.297). Sledi, da drugi del vi.29]) predstavlja vpliv stitne deformacije.
] [«



170 1 Upogib z osno silo

Ce nalogo réimo po ravninskem napetostnem stanju, dobimo

o= () =2 ) +5)+ () CH™) G- (5))) = o
(1.293)

Prvi del je enak, kot v izrazul(29]). Ce primerjamo ernibi (1.297) in (1.293, vidimo, da je razmerje
pomikov zaradi stéine deformacije po Tinkenkovi teoriji in po ravninskem napetostnem stanju tako

wr 24+ 22v
wrn 24+ 150"

(1.294)

Ker sev lahko spreminja med 0 in 0.5, ima izrak. 2949 vrednosti med 1.00 in 1.11, razlike v pomikih
pa sose marge.

V preglednicil.21primerjajmo nekaj numetnih rezultatov za raatha razmerja /L in razlicne vred-
nostiv.

Tabela 1.21: Razmerja pomikov na sredini nosilca pc&keah (.297), (1.292 in (1.293

h/L v=20 v =025 v=205
wr/WRN | WBE/WRN | WT/WRN | WBE/WRN | WT/WRN | WBE/WRN
0.5 1.000 0.676 1.023 0.643 1.043 0.613
0.25 1.000 0.893 1.008 0.878 1.015 0.864
0.125 1.000 0.971 1.002 0.966 1.004 0.962
0.1 1.000 0.981 1.001 0.978 1.003 0.975
0.05 1.000 0.995 1.000 0.994 1.001 0.994

Z wr je ozn&en pomik po Tim&enkovi teoriji, zwpr pomik po Bernoulli-Eulerjevi teoriji (razdelek
1.2.5), zwgry pa pomik izr&unan po ravninskem napetostnem stanju. Iz rezultatov v preglednici 1.z
sledi, da vpliva prénih sil na pomike pri kratkih nosilcih ne smemo zanemariti.

ZapSimoSe izraza zav(L/2) in ¢, (0), ki ju dobimo po Tim&enkovi teoriji:

52,L 2, L* 2, L3
L/2) = L(0) = — .
=g Tskaa 9T TaEy

(1.295)
Enak rezultat (erzbi (1.295) dobimo z izrekom o virtualnih silah (glej prim&:25v poglavju 3. Po
Bernoulli-Eulerjevi teoriji dobimo, daje)(L/2) = 5 2, L*/384 E I, (preglednical .5), po ravninskem
napetostnem stanju pa

w(L/2) =

. LA . L2 12
7 7 ( 3”) . (1.296)

384 E 1, * 16(1+v)G A, 3

1.H. Shames, C.L. Dym, , Energy and Finite Element Methods in Structural Mechanics, Hemisphere Publishing Corp
tion, New York, 1985.
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1.6 Pomiki linijskega nosilca z ugtevanjem sténih deformacij 171

Za pravokotni prerez i = 0 je k, = 0.8333, w(L/2) po en&bah (.299 in (1.299 pa

52,L* P, L?
L/2) = 1
w(L/2) 384EIy+0 S GAL

zav = 0.3 pak, = 0.84967, w(L/2) po en&bah (.299 in (1.299 pa

52, L4 P2, L2 52, L4 P2, L2
L/2) = 14 L/2) = 1 )
Wil =g, 0T Ga, W = g, TOBTE

Primer 1.35 Izratunajmo pomike osi ter zasuke pngh prerezov pravokotne oblikesgino b in visSino

h za konzolo, ki je v nepodprtem ki&ju obteena s silaF, (slika 1.143! Navpicni pomik nepodprtega
krajisCa izraunajmo po Tim&enkovi teoriji, ter te rezultate primerjamo Aitvijo dvodimenzionalnega
problema (ravninsko napetostno stanje) iBiteijo bolj tonega dvodimenzionalnega modela (ravninsko
napetostno stanje). Pokamo tudi, kolien je vpliv pénih sil na pomik.

RN\
y

Zy

Slika 1.143:Konzola je v prostem krajtu obt&ena s silar,

Po Timasenkovi teoriji dobimo

F;
w(x) = Yol (3La? — %) +
y

F,x F, 9
z pu— _2L .
roas @ =ggr @0 -2Le)

Poudarimo, da moramo prpeti podpori upoStevati robni pogoj ¢, = 0 in ne pogojadw/dx = 0. Za
x = L dobimo

F, I3 FL FI3 1+v (k)2 F, L2
L) = — 1+ —— (2 (L) = — . 1.297
wrll) = 35T T haa, 3Ely< Y (L) e =g (129D)

Enak rezultat (erbi (1.297) dobimo z izrekom o virtualnih silah (glej primér.25 v poglavju 5.

Ce nalogo réimo z dvodimenzionalnim ravninskim modelom ob predpostavki ravninskega napeto
nega stanja, ter ugtevanjem robnega pogojedfu,. /0z)z=o,.=0], dobimo (M. Stanek, G. Turk, Osnove
mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za graditeniin geodezijo, Ljubljana, 1998)

F. I3 3F L F I3 3(1+v) [h\? F, [2
womTT(L) + = <1 + 3(+v) () , 0. (L) = . (1.298)

" 3EI, 2GA, 3EI, 4 L T2E],
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172 1 Upogib z osno silo

Navpicna pomika iz enéb (1.297) in (1.298 zapsimo za primer = 0.3ink = 10(1+0.3) /(12411 -
0.3) = 0.8497:

F, L3 R\ 2 F, L3 R\ 2
wT(L) = 3SET (1 + 0.765 (L> ) , wOMTT(L) = 3ET (1 + 0.975 <L) . (1.299)
y y

difl = kGAx (w''[x] + fiz'[x]) == 0;
dif2 = EIy fiz''[x] - kGAx (w'[x] + fiz[x]) == 0;

robl = w[0]==0; rob2 = £iz[0]==0;

rob3 = fiz'[L]==0; rob4 = kGAx (w'[L] + fiz[L])==F;

res=DSolve[{difl,dif2,robl,rob2,rob3,rob4d}, {w[x],6 fiz[x]},6 x];

wr[x ] = w[x] /. res[[1,1]1]; fizr[x ] = fiz[x] /. res[[1,2]];
Print[" w(x) = " ,Expand[wr([x]]]; Print[" fiz(x) = ",fizr[x]];
Print[" w(L) = " ,Expand[wr[L]]]; Print[" fiz (L) = ",fizr[L]];
2 3
F x FL x F x
w(x) = ——— + —————= - —————
kGAx 2 Ely 6 EIy
2
-2 FLx + F x
iz (R) = ==ccccccss=====
2 Ely
3
F L F L
W) = === 4 ————e
kGAx 3 Ely
2
-(F L)
Fla(l) = ——————e
2 Ely

Zadnji rezultat lahko primerjam&e s pomikom, ki ga dobimd@ge up&tevamo, da ostane v vpeti podpori
cel prerez raven, = 0 po celem prerezu = 0). Ena&bo zaw(L) za konzolo pravokotnega fneega
prereza, ki je v prostem kr&jiu obt&gena s tékovno silo ter za primer = 0.3, podaja Tim@enko v

knjigit
F, L3 h\? h\?
wrN(L) = == 14 0.7125 () —0.105 <> (1.300)
3E1, ( L L

T S. Timoshenko, Strength of Materials, Part 1, Third Edition, D. Van Nostrand Company, Inc., Princenton, New Yers
1958.
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1.6 Pomiki linijskega nosilca z ugtevanjem sténih deformacij 173

Po Bernoulli-Eulerjevi teoriji dobimo, da je(L) = F, L*/3 E I, (preglednicél.5a).

Tabela 1.22: Pomiki z razinimi racunskimi modeli pri razfinih vrednostirh/ L

h/L 0.5 0.25 | 0.125 | 0.1 0.05

wT /WRN 1.023 | 1.005 | 1.001 | 1.001| 1.000
WBE /WRN 0.858 | 0.959 | 0.989 | 0.993| 0.998
womrT/WwrN | 1.068 | 1.017 | 1.004 | 1.003| 1.001

Primer 1.36 IzraCunajmo pomik in zasuk pieega prereza pri = L za primer konzole, ki je okitena
z enakomerno linijsko okbtbo 22, (slika1.144.

Slika 1.144:Konzola je v obtéena z enakomerno linijsko ofiteo sl! 22,

TimoSenkova teorija ob u@evanju robnega pogoja = 0 v vpeti podpori:

>, 14 2.1 2, L 2(14v) (h)? P, L3
L) — _ | u (L) = -2
wrll) = 55T Y okG A, T sEL, ( MY (L) - el =5y

Enak rezultat (erzba 81)) dobimo z izrekom o virtualnih silah (glej prim&r25v poglavju 5. Navpini
pomikwgrg (L) za primerv = 0.3ink =10(1+0.3)/(12+4 110.3) = 0.8497 je:

@, LA R\ 2
wr(L) = BT <1+1.02 (L> )
Yy

Po Bernoulli-Eulerjevi teoriji dobimo, da jegr (L) = 22, L*/8 E I, (preglednical.5c). Vpliv pretnih
sil v odvisnosti od razmerja/ L podajamo v preglednidi.23

Tabela 1.23: Vpliv prénih sil na pomike pri razéinih vrednostith. /L

h/L 0.5 | 0.25 [ 0.125| 0.1 | 0.05
wgg/wr | 0.797 | 0.940 | 0.984 | 0.990] 0.997
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174 1 Upogib z osno silo

difl = kGAx (w''[x] + fiz'[x]) == -Pz;

dif2 = EIy fiz''[x] - kGAx (w'[x] + fiz[x]) == O0;

robl = w[0]==0; rob2 = £iz[0]==0;

rob3 = fiz'[L]==0; rob4d = kGAx (w'[L] + fiz[L])==0;

res=DSolve[{difl,dif2,robl,rob2,rob3,robd}, {w[x],6 fiz[x]},6 x];

wr[x ] = Expand[w[x] /. Res[[1,1]11];
fizr[x ] = Expand[fiz[x] /. Res[[1,2]11;

Print[" w(x) = ",wr[x]]; Print[" fiz(x) = ",fizr[x]];
Print[" w(L) = ",wr[L]]; Print[" fiz(L) = ",fizr[L]];
2 2 2 3 4
L Pz x Pz x L Pz x L Pz x Pz x
W(x) = ss=ss= = ss==== T memsmssss = osss=== T mmm===
kGAx 2 kGAx 4 Ely 6 EIy 24 Ely
2 2 3
-(L Pz x) L Pz x Pz x
fiz(x) = —————————- + ——————— = ————=
2 Ely 2 Ely 6 EIy
2 4
L Pz L Pz
w(lL) = —————- + ————-
2 kGAx 8 Ely
3
-(L Pz)
iz (L) = ========
6 EIy

1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo

V tem razdelku obravnavamo linijski nosilec z ukrivljeno osjo. Omejimo se na primer, ko je os nosil
ravninska krivulja v ravnini;, z. 1zpeljemo tenzor deformacij glede na ukrivljene koordinatne ostlema
za vzdoEkno normalno, za sttno in za préno normalno napetost v ravnini @reega prereza. lzpeljemo
tudi en&be za rédun pomikov ter zasuka.

Slika 1.145:Primer dela ukrivljenega nosilca z osjo, vzporedno ravaini
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