1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 55

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

¢) Upogibnica konzole obkene s konstantno linijsko olitieo &2,

trvvrvvvvvvvvvv] 2 RL=—4,

! ) ﬂ‘** E?W [N,]

2L

[ —

Pomik in zasuk:

2. z° 2 2 2 2 2 3
= L —4zx L = — 3z L”—3x°L .
v 24EIy(6 rLaa), w 6E[y( v zL+a)
Pomik in zasuk pric = L:
2, L* 2, L3
L) = =— .
i) =55, =551,
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56

1 Upogib z osno silo

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

d) Upogibnica prostoletega nosilca ob#enega s sild’

Pomik in zasuk v polju 1:

_ Fbx 9 9 2 . Fb 2 42 2
wliGLEIy(L b — %), wy = 6LEIy(L b° —3z7).
Pomik in zasuk v polju 2:

F
— L2_ 2,2 L _ 3
wo 6LEIy<bx( b —z%) + L(x — a)?),
Wy =~ (W(I2 =1 — 32%) 4+ 3L(z — a)?)
Y 6LEI, ’
Pomik priz = a ter zasuki pric =0,z =ainz = L:
(a) = Fa?b?
Y= S3TEL
Fab Fab Fab

(L +a).

(L+0), wyla)=

—— —b L) =
O =515, spen, @Y @l = grEr

Najvetji pomik, Ce jea > b:

L? —p? — b2
Lekst = 3 ;  Wekst = 3 LEI

Najvetji pomik, Ce jea < b:

L? —a? L? —
Tokst = L\ 1=/ =55 | Welest = 3LEI ( )
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

57

e) Upogibnica prostoletega nosilca obienega z momentod/

Pomik in zasuk v polju 1:
(L? = 3b* —2?), wy =———— (L% —3b* —32?).
Yy

= 6LEI

Pomik in zasuk v polju 2:
M

wp = 6LET, (z(L* - 3b% — 2®) + 3L(z — a)?) ,
%g:—GJ%QALQ—MF—&ﬁ+6L@—aD.

Pomik priz = a ter zasuki pric =0, x = ainz = L:

w(a) = 3]‘5;2 (@=b). wl0) =~ (L2 -3)

0(0) = gy (08 = b 1), (D) = — g (12 = 3),

Ce jea = L\/3/3, potem jew, (L) = 0.

Ekstremni pomikce jea > b:

/L —3% —3&
Lekst = Wekst = 3 L E I

Ekstremni pomlkpe jea < b:

L? — 342 L2 — 3 a?
Lekst = 1-— 3 L2 y  Wekst = 3 L E I
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58 1 Upogib z osno silo

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

f) Upogibnica prostoleetega nosilca obienega s konstantno linijsko obt® 22,

*%L:BZ

% ZL
briy by bbbl o2 2 ot mﬁﬁ@m A
e Sl

2
Wekst 8
Pomikgig zasuk: >
2L 3 2 3 z 3 2 3
= L°—2L =— L°—6L 4x°).
w 24EIy( 74+ x0),  wy 24EIy( e 44 2°)
Najvetji pomik ter zasuka prt = 0inz = L:
52.L* P, L3 P, L3

R ) A T A T
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

g) Upogibnica enkrat stdtho nedolGenega nosilca olitenega s sild”

Fd®
@ *ﬁ(SL*OL) :BZ
F [TITTITITITTITIT]
! S IE 2
o b 7T (317 b%) =4
| L >
+ 7Fab

Z E-

Pomik in zasuk v polju 1:

Fba?
= L(L+b)— L? —v?
=y, (el +b) - )
Fbx
=————>——(2aL(L — L? —v%)).
Wy 4L3EIy( aL(L+0b)—x(3 %))

Pomik in zasuk v polju 2:

F

712L3Efy(3ab x“(L+b) —bx°(3 b*) + (z —a)’),
B F
2T USRI,

w2
(2abLa(L+b)— br?(3L% —b*) +2L3(x —a)2).

Pomik priz = a ter zasuk pric = L:

F a3 b?
=————(3L+V),
12L3E 1,

Fa%b Fa%b
wy(a) = ———(a®> = 2V%), w,(L) = .
Y 4I3E1, Y 4LEI,
Najvetji pomik, &e jea > (2 — v/2)L = 0.5858 L:
oo Balll+b) _Fad*b (b+ L)
ekst — 3L2 — b2 ) ekst — 3EIy (3 L2 — b2)2'

Najvetji pomik, ¢e jea < (2 — v/2)L:

Y b o _Fab [
ehst = b+2L) T 6ELVb+2L

w(a)
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60 1 Upogib z osno silo

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

h) Upogibnica enkrat staino nedoléenega nosilca obtenega z momentod/

3Ma

§ ¥ Y i (%)
) L N
! W, X IS
| a < b >
: L } b QMW
\ [14,]
’ M (*QZ*EQW <

RIF

% (2a°+3a%6—20b°)

Pomik in zasuk v polju 1:

wy = Miﬁ (a3+3a2b—2b3+(a—2L)a:U)
4I3E1I, ’
M x 3 2 3
wy1 :_m(%a +3a°b—20")+3(a—2L)ax

Pomik in zasuk v polju 2:

Ma
= 2013 413z —3L(a—2L)x? —2L)z3

wo 4L3Ely( a x—3L(a )x* + (a )z’ ),

Ma 3 9
Wy = m (4L°+6L(a—2L)x—3(a—2L)z").
Pomik in zasuk pric = a ter zasuk pric = L:

() = LD (02 )

w(a) = ———(a" —

AL3EI, ’

Ma 3 3 Ma
= 4b L)=- 2b

wy(a’) 4L3EIy (a’ + )’ wy( ) 4LEIy( a)
PIi aumej = 0.582925 L j& [w1 ekst| = w2, ekst-
Ekstremni pomikge jea > amej:

2L(12b6% —2ab—a?) M 5 93

= = 2ab—2b%)°.

ekt Sala—2L) T 0742 (a+20)2E 1, (a” +2a )
Ekstremni pomikge jea < amej:

(1 2b—a Ma 3(2b—a)?

chst 32b+a)) " 18LEIL\ 2b+a
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

i) Upogibnica enkrat statno nedoléenega nosilca pri konstantni linijski olats 22,

321
2 8
OO = ., ”@w
*z 8 \
0578 L—= 212 \
[ A TE g
Wmaz o W[My]
921"
128

Pomik in zasuk v polju:

2, a* 2 2
= 3L°—-5L 2 =
w 48EIy( r+22%), wy
Zasuk priz = L:

2, L3
D)= §EL,

_ P,
48E1,

(6 L% —15Lx + 82?).

Najvecji pomik:
15— /33 2, L4
Tekst = TL =0.57846 L, werst = 0.0054161 5L,
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1 Upogib z osno silo

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

j) Upogibnica trikrat statino nedolGenega nosilca obtenega s sild”
r ngz@wb):%z fF—ffg(Bm )=Bz
3 oz L TS
T . \ $ A
1 L | .
Fab
' N Fa®b
3 N [My]
e Zekst — W
2Fa’b®
LB
Pomik in zasuk v polju 1:

Fb?2? Fv’z
wlzm(BaL—x(b—Fi%a)), wylz—m(QaL—x(b—i-?)a)
Pomik in zasuk v polju 2:

F (L —z)%a? Fa?(L—x) 9
w2 = 6L3EIy (7La+x(a+3b))7 Wy2: 2L3EIy (7L +$(a+3b))7
Pomik in zasuk pric = a:
Fa?b? F a2 v?
=" =————(b—a).
w@) =3mEgn W= 5me, 09
Najvetji pomik, ce jea > b:
2aL 2 F a3 b?
Tekst = ———=—, Wekst = .
T p 430 T 3EL(Ba+b)?
Najvecji pomik, Ce jea < b:
. IL? _ 2Fa?b’
xekst_a+3bu wekst_BEIy(a+3b)2'
] [«



1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

k) Upogibnica trikrat staino nedol@enega nosilca okitenega z momento/

\ N\ Lz ]
! = & I Z
i o : 6]\ng 4, 6]\?@ 5,
Vs ~ Ma(6d°-9al+4I7)
W%f

LA
. WM@(ZL*S@) .y
e kst —> IZ = Mpy

Mb (6> 3al+ 1)
LS

Pomik in zasuk v polju 1:

M ba? Mbx
wlzm((Qa—b)L—2a$), wylz—m((Qa—b)L—Sax),
Pomik in zasuk v polju 2:

Ma (L — z)? Ma(L—z) 9
=—————"(—al+2b =——F—(-L*+3D
W9 2L3 EIy ( a + IB), wa L3 EIy ( + x)v

Pomik in zasuk pric = a:

M a?b? (a — b) Mba , 4 9
w) = e, 0 @)= gy @ —ab b
Ekstremni pomikge jea > b:

. ~ (2a-b)L w M (2a—1b)*b
ekst — 3a ; ekst — 54(12E]y
Ekstremni pomikce jea < b:

_r _ M(2b-a)a

Lekst = 3b’ Wekst = 5452Ely
[l [«




64 1 Upogib z osno silo

PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

[) Upogibnica trikrat statino nedol@enega nosilca pri konstantni linijski otate 22,
2L
T )
. | N[N ]
I \
e
\
2L
N
| B
%\ | 1z
| W N [
2L
24
Pomik in zasuk v polju:
P, x? 7
= 2 (L—2x)? =2 (L—2)(L-22).
= gipr, EoO =ty (B el o 2e)
Najvegji pomik:
L o L
Lekst = 97 Wekst = 384EIy

Primer 1.10 Dolo€imo upogibnico nosilca na elaéti podlagi, prikazanega na sliki.33 ObteZba na
nosilec je silaF’ na sredini nosilca. Togost elastie podlage j&¢ = 8000kN/m?, togost nosilca je
E I, = 1333.3kNm?, dolzina nosilca jeL = 2m, sila pa jeF = 40kN.

L
A Y B
E%éé}f%é%ééé%éé%

\
L I |

V-

— >
x

Slika 1.35:Totkovna sila na nosilcu na elasti podlagi

Ce je nosilec polgen na elastino podlago in je obia podlageZ.. na nosilec premosorazmerna
pomikomw nosilca: 2. = —k w, potem je celotna navgma obtéba#,. na nosilec enaka (slika36)

P =P, — k. (1.125)
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 65

T ]
J\LLLU

w/ jge:*kw
L |

\
Ve
Slika 1.36:Na nosilec deluje poleg navjie obtébe &2, Se obtéba podlage?,. = —kw
Podobno velja za primer, ko je elasia podlaga postavljena v smeri gsi
Pye = Py — k. (2.126)

Ce v drugi in tretji od enéb (1.86) namesto?, in &, upastevamo?,,. in 2., dobimo

2 2 2
d EI a7 zﬂy—kyu—d‘%z d (E L. ar ATy),
dz? dz? dz da?
d? d?w ds#, d* (1.127)
—|(EI,— ) =2, - : EI,ar AT
dz? ( Y da:Q) Sz de  dzx el ar AT).

Ce v drugi izmed erig (1.127 updstevamo, da staz, in AT, enaka nt, dobimof

d*w 1 d*w
py :7Efy (2. —kw) — FEI oy +kw=22
V obravnavanem primeru j&, = 0 in sledi:
d*w
ElL,— 7 +kw=0.

Nosilec vzdot osi nima préne obt&be razen na sredini, kjer delujetamvna sila. Nosilec zato obrav-
navamo v dveh delih. Za oba dela predpostavingiteg diferencialne ertde, z ups8tevanjem robnih
pogojev ter kinematinih in stat€énih pogojev za del nosilca v okolici prijem&ta sile izr&unamo in-
tegracijske konstante. Riev diferencialne eride za prvi del (levo od silé") zapsemo z izrazom
wy = €’* (A cos B+ By sinfx) + e P*(Cy cos Ba+ Dy sinfBz), (1.128)

za drugi del (desno od silE) pa s podobnim izrazom

wy = e® (Ag cos Bz + Bg sin 3 x) +e P (Cy cos Bz + Dy sinfz), (2.129)

T Za updstevanije izklj@itve natezne napetosti med nosilcem in podlago glej:
M.S. Kaschiev, K. Mikhajlov, A beam resting on a tensionless Winkler foundation, Computers & Structures, Vol. E
No. 2, str. 261-264, 1995.

1 I.N. Brorstejn, K.A. Semendjajev, G. Musiol, H. ilig, MatematEni priracnik, str. 380, Tehrika zaldba
Slovenije, Ljubljana, 1997.

Al [H] [«



66 1 Upogib z osno silo

kierje = {/k/AE T, =110Tm™!

Robni pogoji in pogoji na mestu delovanje sile:

Robni pogoji na obeh krditih so enaki: upogibni moment in gnea sila sta enaki di Pogoji na mestu
delovanja sile so: pomik in zasuk morata biti na obeh straneh prijgtaadile enaka. Ravndte za
majhen del nosilca okoli prijemdlia sile mora biti zagotovljeno (slika37).

Slika 1.37:Del nosilca v okolici prijemaBta sile

Te pogoje zagiemo z engbami:

r=0: M,= EIyddZ:O — Ci;‘;}—o,
z=0: N, Elydjlglz() - CZ;‘Q:O,
L
w:§: w] = wa,
L dw d
z=73: %:%, (1.130)
;L'—gz ML =M? Elydd“;l— Elyd;;‘f d;ggl—d;;”j,
a::g: ~N 4+ F+NI=0 - Efyd;u; +F - EIyd;“;2 —0 d;;”; —d;;'erEF;y —0,
2 2
z=1L: M, Efydd“f—o dd;”;— :
z=L: N,= Elydj?_o d;;‘ff—o

Odvode izrazov1.12§ in (1.129 vstavimo v robne pogojel(130 in dobimo sistem osmih nelinearnih
end&b za osem neznank;, By, C1, D1, As, By, Cyin Ds:

[ 0 2.449 0 —2.449 0 0 0 0 7T (A (0
—2.711 2.711 2711 2.711 0 0 0 0 B 0
1.354 2.704 0.148 0.296 —1.354 —2.704 —0.148 —0.296 Ch 0
—1.495 4.491 —0.491 —0.163 1495 —4.491 0.491 0.163 Di\ ) O

—6.624 3.316 0.724 —0.363  6.624 —-3.316 —0.724 0.363 A )Y 0 (°

—11.001 -3.661 —0.400 1.203 11.001  3.661 0.400 —1.203 By 0.03
0 0 0 0 —17.936 —13.426 0.214 0.160 Co 0
| 0 0 0 0 —4.991 —34.707 —0.415 0.060 | (D2 L 0
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 67

katerega rsitev je:

A; =0.001248, B; =0.0004666,  C; = 0.0003145, D; = 0.0004666,
Az = 0.00002024, B = 0.00005810, C% = —0.003422, Dy = 0.01169.

Izraz za pomike za levi del nosilca je

wy = 1977 (0.001248 cos(1.107 ) 4+ 0.0004666 sin(1.107 z))+
+ e 11077 (0.0003145 cos(1.107 ) + 0.0004666 sin(1.107 x)),

za desni del nosilca pa je

wy = 1977 (0.00002024 cos(1.107 z) + 0.00005810 sin(1.107 x))+
+ 11072 (_0.003422 cos(1.107 ) + 0.01169 sin(1.107 x)).

Upogibni momeni\/, in precno silo/V, izracunamo po erzbah (L.81) in (1.83). Upogibnico ter diagram
precnih sil in upogibnih momentov prikazujemo na slikB8

[w] ! ‘ 10.00156
F*%*»F |

A Y B

%%%%%%%%%é%%%%% Tz 0.00313
k

iz ’ | [N, ] Mé -
2o [

it =y W

8.88

Slika 1.38:Pomiki in notranje sile za nosilec brezt@vnih podpor

Podobno izrdunamo tudi primer, ko sta obe ki&ji nepoméno podprti. V tem primeru robna pogoja
pri z = 0 oziromax = L zahtevata, da sta pomik v smeri esh upogibni momenf\/, enaka ng:

d2w1 d2w1
1‘20: w]_:O, My:_EIyW:O — d$2 :0’

d2w2 d2w2
r=L: wp=0, My=-El 05 =0 — —5 =

Kinematini in ravnot&ni pogoji priz = L/2 so enaki, kot v pr&njem primeru. Zaradi drugaih
robnih pogojev so pomiki in notranje sile nekoliko dréga. Rezultate prikazujemo na sliki39
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68 1 Upogib z osno silo

i, NS

A \ B
EEEEEEEzEEEIIiiil 1 0.00255
\

k
| | —7.46 -
V2 g [N, ] WWHT@ v
20 Wg@
[My] H

-

11.93

Slika 1.39:Pomiki in notranje sile za nosilec stkovnimi podporami

Primer 1.11 Za konstrukcijo na slikiL.40 doloCimo reakcije in diagram upogibnih momentov! Up-
ogibna togost je vzdplosi nosilca konstantn& I,, = konst., velikosti sil st&" = 40 kN in@Q = 100 kN.
Pri raCunu bomo vpliv osnih sil zanemarili.

F
A ¢
[PAY
Im |
| )
Yz
1m
il B,
1 2m i 2m 1

Slika 1.40:Geometrija in obtgba preprostega okvirja

Stopnja statine nedoldenosti konstrukcije jee = 3 + 2 — 3 = 2. Nalogo r&imo tako, da statno
nedol@eno konstrukcijo spremenimo v stato dol@eno. To naredimo tako, da v statdb nedol@eno
konstrukcijo uvedema: dodatnihsprostitev oziroma prostostnih stopenj Uvedba dodatnih pros-
tostnih stopenj pomeni, da na izbranih mesidstranimo podpore oziromasprostimo vezi Vpliv
odstranjenih podpor oziroma vezi moramadomestiti s stattno enakovrednimi nadomestnimi sil-
ami X; (i = 1,...,n), katerih vrednostse ne poznamo. Sil&; (i = 1,...,n) sozunanje sile na
stattno dold@eni konstrukciji. Pri uvajanju dodatnih prostostnih stopenj imamo mnogmoxti. Do-
datne prostostne stopnje moramo uvesti tako, da je determinanta sistemaziaNmergb za stattno
dolo€eno konstrukcijo raztina od nE. To pomeni, da mora biti spremenjena konstrukcija taka, da se p
poljubni obt&bi noben njen del ne more premikati kot togo telo.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 69

V obravnavanem primeru stétio dol@eno konstrukcijo tvorimo tako, da vdki C sprostimo medse-
bojni zasuk med vodoravnim (nosilec 1) in naiqim nosilcem (nosilec 2), v podpoB pa sprostimo
zasuk (slikal.41). Na mestih uvedenih sprostitev uvedemo nadomestna mom@nita X,. Moment
X, je vpetostni momend/ gy podporeB.

Slika 1.41:Stattno dol@ena konstrukcija

NeznankiX; in X5 izraunamo iz kinematinih pogojev. V obravnavanem primeru kinentati pogoja
zahtevata, da sta zasuka prvega in drugega nosilcékv ¢ enaka ter da je zasuk viki B enak né
(slikal.42:

Wyl(Ll) = wy2(0)7 wa(LZ) =0. (1.131)

Slika 1.42:0Obravnavamo dva stétio dol@&ena nosilca

Na sliki 1.42vidimo, da sta oba nosilca olitena na enak & kot prostoléeci nosilci, obremenjeni
s silamaF' in Q ter momentomaX; in X,. \Velikosti zasukov za prostateCi nosilec smo zapisali v
preglednicil.&d in 1.5e:

Al [H] [«



70

Fai b (L1+a1) L%—3L2

1 Upogib z osno silo

El,wy (L) = 6L L X,
as by (Lo + b L3 —312 L3

EIywy(O):—Q 2bp (L2 +62) _ 26L2 2X1—6L22 X, (1.132)
ag by (Ly +b L? L% —312

EIywy(Lg):Q 252 (Lo 2)_6L22X1_ 26L2 2 X,.

Izraze (L.132 vstavimo v (.13]) in dobimo sistem dveh linearnih eftaza neznankk in X5, katerega

resitev je:

X, = 28.64 kNm,

X9 = —23.18 kNm.

Reakcije nosilca na sliki.42izratunamo iz ravnoteih en&b

ZMyC:O:
AC
> M=0:
AC
ZMEZO:
BC
> MY =0:
BC

ZX:0:
AC
ZZ:():
BC

X1 —Fb

Ay =21 200 1984kN
Z Ll )
X, +F
Cy = —% — _97.16 kN,
1
X+ Xo 4+ Qb
Oy = 21 L2+Q 2 — 52.73 kN,
2
X, - X
By = 21 L2+Qa2:47.27kN,
2

Ax = Cx = 52.73kN,

Bz =Cz = —27.16 kN.

Vpetostni momeni\/py = X5 = —23.18 KNm. Diagram upogibnih momentov iZtanamo tako, da
konstrukcijo v vsakem polju razzemo na dva dela in z&g@mo ravnotene enébe za levi ali desni del.

Diagram prikazujemo na sliki.43

Py

y
&)
W%%.m

Slika 1.43:Upogibni momenti na statho nedol@eni konstrukciji
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 71

Primer 1.12 DoloCimo pomike na prostem koncu konzolnhega nosilca s spremenljivémipr@rerezom,
prikazanem na sliki.44 Na prostem koncu deluje nagma silaf’ = 4kN. Dolzina nosilca je enaka
L = 10m. Pretni prerez je pravokotne oblike s konstan&iono b = 0.2m, viSina prerezah pa se
spreminja po kvadratni paraboli. $ina nosilca v vpe$tu priz = 0 je h(0) = hgp = 1.0m, viSina
nosilca na prostem koncu pri = 10m pa je 2(10) = hy = 0.25m. Na prostem koncu je odvodsine
nosilcah(x) poz enak né. Elasténi modul materiala je& = 2000 kN /cm?,

Ia precni
prerez
Y (

hoI :AY:hl % :I:h(95>
<

1 L ]

Slika 1.44:Visina prereza se spreminja po kvadratni paraboli

Dolocimo najprej funkcijoh(x)! SploSna enéba kvadratne parabole je
h(z)=A+ Bz + Ca?
kjer soA, B in C konstante, ki jih moramo do#iti. Zato zap$emo tri enébe
h(0) =ho=1= A,
h(10) = hy = 0.25 = A+ 10 B + 100 C,

dh

— =0=B+20C.
dz|,_19

Zgornje tri en&be predstavljajo sistem treh linearnih &éba tremi neznanimi parametd, B in C,
katere r&itev je
A=1.0m, B = —0.15, C =0.0075m™'.

Funkcijo viSine pr&€nega prereza(x) lahko sedaj zagemo takole:
h(z) =1 —0.152 4 0.0075 2%,
Pomike na prostem koncu konzole déitmo s petimi razEnimi raunskimi modeli (slikil.45).

V prvih treh predpostavimo, da je os nosilca ravna in vodoravna, spreminjanje prereza pa v prvih d
priblizno opsemo z odsekoma konstantnim prerezom ter odsekoma linearno spretunj&joo pre-
reza. V tretiem modelu uptevamo kvadratno spreminjéjm viSino prereza. \Eetrtem modelu sprem-
injajoCo viSino aproksimiramo z linearno funkcijo, os nosilca pa je lomljena tako, da je os vedno v si
dini viSine pr&nega prereza. S petim modelom preverimo natast prvihstirih, saj z metodo kainih
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72 1 Upogib z osno silo

elementoV za ravninsko napetostno stanje diiloo pomike in napetosti v obravnavani konstrukciji.
Na sliki 1.45 prikazujemo vseh pet éanskih modelov. V prvem, drugem @etrtem modelu nosilec s
spremenljivo vBino razdelimo na tri nosilce.

j b

a) F )

c) LF d) F

Slika 1.45:Ratunski modeli nosilca s spremenljivim prerezom
a) Odsekoma konstantni prerez - ravna 0s
b) Odsekoma linearni prerez - ravna os
¢) Kvadratno spreminjajo prerez - ravna o0s
d) Odsekoma linearni prerez - odsekoma ravha os
e) Metoda konih elementov - ravninsko napetostno stanje

V modelu z odsekoma konstantnimi prerezi moramo dil@iSine hy;,7 = 1,2,3 za tri odseke, kar
lahko naredimo na \en&inov. Dolatimo jih lahko kot povpréje viSin v dolcéenem odseku po eélai:

L/3
1
hi1 = e / h(z) dx = 0.7778 m,
0
2L/3
1
hia = i3 / h(z) dx = 0.4444 m, (1.133)
L/3
1 L
2L/3

vendar se izkze, da je nekoliko bolje, da $ine dol@imo tako, da so vztrajnostni momedtj ;,7 =
1,2, 3 enaki povprénim vztrajnostnim momentom v dalenem odseku:

T T.J.R. Hughes, The finite element method: linear static and dynamic finite element analysis, Englewood Cliffs, Prent
Hall, 1987.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 73

L/3 1/3
1
hp1 = 3 / R (x) dx = 0.7961 m,
0
2L/3 1/3
1 3
= | = — 0.4561 1.134
hio /3 / h’(x) dx 0.4561 m, ( )
L/3
L 1/3
1
Rz = I3 / h3(x) dx = 0.2800 m.
2L/3

Tudi parametre odsekoma linearne funkcije lahko diohm na v& naCinov. Najpreprosteje to naredimo
tako, da izr@unamo vrednostfi(z) na mejah med odseki in tedke povéemo z ravnimtrtami:
hio =h(0) =1m, hy = h(L/3)=0.5833 m,

(1.135)
hip = h(2L/3) = 0.3333m, A3 = h(L) = 0.25 m.

V tem primeru so prerezi v povptgl nekoliko preveliki in so zato pomiki nekoliko podcenjeni. Bolje je,

da parametréy;,i = 0,1, 2,3 doloCimo tako, da sta pkEina in t&isCe aproksimiranega nosilca enaka
nosilcu prave oblike. Za prvi odsek dobimo nasledniji sistentleza r&un visin iy in hyq:

L/3

L/3

L L?
/(1—0.15LL‘—|—0.0075ZE2) dx = (hlo+h11)g, / z(1-0.152+0.00752%) do = (h10—|—2h51)54.
0 0

ViSine drugega in tretjega odseka fanaamo iz pogoja, da sta [oni nosilca z linearno aproksimacijo
robu ter s kvadratino mejo robu enaki:
hio = 0.9861m, hy = 0.5694m, hyp =0.3194m, hjz = 0.2361 m. (1.136)
Ob updtevanju ravne osi nosilca je upogibni moment linearna funkcija koorinate
My(z) = F (L —x).
Pomike dol@&imo na osnovi erizbe (.80

d*w My(x)

dz? ~  El,(z)

Zgornja enaba je navadna diferencialna é&ba drugega reda, ki jo je razmeroma preproskitira
dvakratnim integriranjem:

dw

dr dac

EI
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74 1 Upogib z osno silo

dw
—dT.
dzx v

w(z) = w(zo) +/x

Za dolcitev zasukov in pomikov torej potrebujemo vrednosti néetku integracijskega obri@a. Za
prvi odsek vemo, da sta tako pomik kot zasukape: 2o = 0 enaka nt. Za naslednja dva odseka pa za
vrednosti priz = xy vzamemo vrednosti na koncu pejega odseka. Dobimo en&bo upogibnice za
odsekoma konstantni prerez.

Model A: Odsekoma konstantni prerez
ViSine odsekov po eghah (.1349.
Odsek 1 z&) < = < L/3:

Zasuk izr&unamo po nasledn;ji ebbi

d M, (z
o / 5(T) 4 — 0.0002378 2 — 0.00001189 22,
dx EI,(z)

0

pomik pa dol@imo z integracijo funkcije zasukov
x
dwy 2 3
wi(z) =0+ ?d:v = 0.0001189 2° — 0.000003964 z~.
i
0

Zasuk in pomik na koncu prvega odseka:pe= L/3 sta

dw1

— = 0.0006606, w;(L/3) = 0.001174 m.

x=L/3

Odsek 2 zd./3 < = < 2L/3:

Zasuk izr&unamo po nasledn;ji ethbi

M

dws _ [ y(ip)
7 = 0.0006606 /Ely(a‘c)

i

dz = —0.002853 + 0.001265 = — 0.00006324 2.2,

L/3

pomik pa dol@imo z integracijo funkcije zasukov

X
d
wa(z) = 0.001174 + / %di = 0.004438 — 0.002853 = + 0.0006324 2> — 0.00002108 .
z

L/3

Al [H] [«



1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

Zasuk in pomik na koncu drugega odsekaape: 2L /3 sta

dwg

- = 0.002769, w(2L/3) = 0.007280 m.
X

x=2L/3

Odsek 3z&L/3 <z < L:

Zasuk izr&unamo po nasledn;ji ebbi

dws _ o 002769 — /
dx

Moz

y(:c_) dz = —0.02152 + 0.005465 = — 0.0002733 ;v2,
Ely(x)
2L/3

pomik pa dol&imo z integracijo funkcije zasukov

rd
ws(z) = 0.007280 + / %d:ﬁ — 0.05629 — 0.02152 2 + 0.002733 22 — 0.00009108 2.

2L/3
Zasuk in pomik na koncu tretjega odsekape: L sta

dws

T = 0.005805, ws(L)=0.02326 m.
x

z=L

Ce viinehy,; izratunamo po erizbi (1.133 je pomik na koncu konzole enakg(L) = 0.02471 m.

Model B: Odsekoma linearni prerez
ViSine odsekov po eGhah (.139.
Odsek 1 zd < x < L/3:

Zasuk izr&unamo po nasledn;ji ebbi

)

dun M,(z) . 0.0008830 (8.820 — z) x
- ) 4z =
dz E1,(z)

0

B (—7.889 + )2
pomik pa dol@imo z integracijo funkcije zasukov

0.006485

md’wl
= ——dz = 0.011 o
wi(x) 0+/ 1z & 0.0 87+7.889—x
0

Zasuk in pomik na koncu prvega odsekapr- L/3 sta

dwy
dx

= 0.0007782, wi(L/3) = 0.001032 m.
x=L/3
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76 1 Upogib z osno silo

Odsek 2 zd./3 < xz < 2L/3:

Zasuk izr&unamo po nasledn;ji ebbi

dw, 0.002740 (10.44 — z) (—1.029 + z)

X M _
M2 0.0007782 — / v(®) s = ~ :
dx / E1I,(z) (—10.93 + )
L/3

pomik pa dol@imo z integracijo funkcije zasukov

wa(z )—0001174+/dx—
L/3

0.01317
= 0.06956 + —————— — 0.002740 z — 0.02844 In(10.93 — x).
—10.93 + x

Zasuk in pomik na koncu drugega odsekap# 2L /3 sta

dwa

y =0.003213, wy(2L/3) = 0.006985 m.
X

x=2L/3

Odsek 3z&2L/3 < z < L:

Zasuk izr&unamo po nasledn;ji ebbi

x
d M,(z 0.03468 (12.62 — z) (—4.125
08— 0.003213 — / v(@) g = ( z) ( . +a)
dx E1,(z) (—19.44 + z)

2L/3

pomik pa dol@&imo z integracijo funkcije zasukov

d
ws(z) = 0.007280 + / ﬂdx_

2L/3
3.627

= 2.479 — 0.034 — 22 0.7680 In (19.44 — ).
79— 0.03468 2 + — A — — 0.7680 In (19 z)

Zasuk in pomik na koncu tretjega odsekape: L sta

duws
dx

= 0.005980, ws(L) = 0.02337 m.

z=L

Ce viineh,; izratunamo po erizbi (1.135 je pomik na koncu konzole enak(L) = 0.02124 m.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 77

Model C: Kvadratno spreminjajo Ci prerez

Zasuk izr&unamo po naslednji ebbi

/x My(7) . _ 0.0004 (20 — ) (1.070 - 1071% + z) (266.7 — 20z + 2?)
_ 7=
Bl (z (133.3 — 20 4 22)?

pomik pa dol@imo z integracijo funkcije zasukov

—0+/dx—

—1.067 + 0.1067
— 0.02735 — 0.0004 2 + + *

133.3 - 202 + 22
— 0.01848 arctg (1.732 — 0.1732z).

Zasuk in pomik na koncu nosilca pri= L sta

dw

— = 0.00600, w(L) = 0.02335m.
dx r=L

Model D: Odsekoma linearni prerez — lomljena os
Vpeljimo globalni koordinatni sistenX, 7, osx lokalnega koordinatnega sistema pa naj sovpada z 0sj

nosilca, ki poteka po sredini$ine prénega prereza. Oddaljenosti osi od zgornjega rob&umamo z
naslednjimi izrazi (glej erzbe (L.139 in sliko 1.46):

.9861 .5694
Vo = % = 0 9286 = 0.4931 m, vl = % = 0569 = 0.2847m,
v22@20.3194=0.1597m, v3:@:0.2361 — 0.1181m.
2 2 2
L

\4/’/L1/"H’/LZ//>~F ’ "
7 — —
/'U0 — Ui —a vy

2’1 .

; § T 1

V2

Slika 1.46:0dsekoma linearen prerez - odsekoma ravna os
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DolZine posameznih odsekov iZtamo takole:

Ly = /(v1 —v9)? + (L/3)2 = 3.340 m,
Ly = /(va —v1)% + (L/3)% = 3.336 m,
Lz = \/(v3 — 12)2 4 (L/3)2 = 3.334m,

naklone osi na posameznih odsekih pa dwtw z naslednjimi izrazi

V1 — Vo

a1 = arctg B = —3.576°,
1e% arctngL_/;l = —2.148°,
a3 = arctg 3L73”2 = —0.7162°.

DoloCimo najprej zasuke in pomike v prvem odsekwza X < L/3 oziromal < z < L;. Notranje
sile vtem delu so:

N, = F sinay = —0.2495kN M, (z) = —F L (1 - 3”2) — 40+ 3.992 7.
1

Pomik v vzdoEni smeri prvega odseka iZnanamo z integracijo egae (.80

xX
N,
uy(z) = uip + / EA:@d:f; =046.993-10724+5-10"7 In (0.9861 — 0.1248 ),

pomik na koncu prvega odseka pri= L1 paje
ui(Ly) = —2.746 - 107" m.

Zasuke in pomike v pii smeri izr&unamo na isti né@n kot za modelB. Najprej izr&unamo zasuke

dw1 oo / gz — 0:0008847 (8.837 —z)
E I B (—7.904 + x)2 ’

pomik pa dol@&imo z integracijo funkcije zasukov

—dz = 0.01193 + ——— — 0.0008847 z — 0.006168In (7.904 — x)

o4 / dwy 0.006523
N 7.904 — x

Zasuk in pomik na koncu prvega odsekape: L, sta

dwy
dx

= 0.0007797, w1 (L1) = 0.001036 m.

=1L
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 79
Ce zelimo vrednosti pomikov na koncu enega odseka uporabiti kixttme vrednosti za drugi odsek,
moramo pomike transformirati iz koordinatnega sistema:; v koordinatni sistenxs, zo:

U220 = ul(Ll) COS AOél + wl(Ll) sin AOél,

wog = —u1 (L) sin Aag + wi(L1) cos Aay,
kjer smo zA«a; ozndili razliko v naklonu med koordinatnim sistemom prvega in drugega odseka
Ao = ag — 1.
ZaCetne vrednosti pomika v drugem odseku v lokalnem koordinatnem sistemu drugega odseka sta:
Ugo = —2.746 - 107" m,  wq = 0.001036 m.

Na podoben né@n dolaCimo notranje sile in pomike tudi za drugi in tretji odsek. Tako dobimo, da st:
pomika na koncu konzole v globalnem koordinatnem sistemu enaka

us(L) = 0.0004923 m, ws(L) = 0.02339 m.

Model E: Metoda koncnih elementov - ravninsko napetostno stanje

Pripravili smo podatke za dvodimenzionalno aweortnih elementov (slikd.4%), uporabili program
LUSAS in dolagili pomik na koncu konzoles(L) = 0.02344 m. Pri pripravi podatkov za tanalngki
program moramo povedati tudi Poissonov koeficient. Izbrali smo 0.25. Sicer se izkae, da v tem
primerur ne vpliva na velikost pomikov.

Analiza rezultatov

Rezultate za pomike po vseh petih modelih in odstopanja v primerjavi @uacn po metodi koinih
elementov prikazujemo v naslednji preglednici.

Tabela 1.6: Pomiki izrégunani po raztnih recunskih modelih

Model A B C D E
Pomik | 0.02326| 0.02337| 0.02335| 0.02339| 0.02344
Odstopanje —0.81% | —0.34% | —0.42% | —0.25%

Ugotovimo lahko, da vsstirje linijski modeli konstrukcije dobro aproksimirajo bolj natem dvodi-
menzionalni model E, saj so razlike méajod 1%. V primeru, da §ine h;; pri modeluA in hy; pri
modelu B dol@imo po manj pravilnih erzgbah (.133 in (1.135 pa so napake @e: 5.38% za model
Ain —9.41% za model BCe bi uporabilige manj nataten model s povpimim konstantnim prerezom
h = 0.591m, bi bil pomik na koncu konzole enak(L) = 0.01931 m, napaka pa bi bila-17.6%. Na
sliki 1.47 prikazujemo poteke pomikov za vséri linijske modele. Vidimo, da le model A na sredini
nosilca nekoliko odstopa od drugih treh, ki so si med seboj skoraj enaki.

T LUSAS Modeller, Version 13.2-5, FEA Ltd., Kingston Upon Thames, Velika Britanija, 1999.
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0
model B,C,D
0.005
0.010
L, 0015
[m] 020
0 5 i 6 8 10

Slika 1.47:Pomiki, dolc&eni po razieninh modelih

Primer 1.13 Dolocimo priblizen vpliv spreminjanja ptmega prereza na vzdolo normalno napetost
o' V ta namen obravnavajmo nosilec pravokotnega&pega prereza z linearno spreminjgmvisino
(slika1.48. Predpostavimo ravninsko napetostno stanje v ravfank).

Slika 1.48:Geometrija nosilca s pravokotnim @rém prerezom, ki se linearno spreminja vzdol
osi nosilca

V nosilcu izberemo toko A in obravnavamo ravnini z normaloe; skozi to ta&ko. Kot med vektorjema

€ in &, ozn&imo sy. Na ravninoll delujeta normalna napetost, in strizna napetost¢.. Zvezo
med vektorji napetosti,, 7¢ in &¢ doloCa en@ba (M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles,
Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbétio in geodezijo, Ljubljana, 1998, it 2.93)

Or = 55 exe + EC €xc-

Po skalarnem mrinju ze,, dobimo (up&tevamo, da j&: = o¢¢ €¢ + o¢c €¢, G¢c = o¢¢ € + o¢c €,
ez¢ = COS @ IN €y = —sin )

Opz = Oy €x¢ + O¢g €x¢ = (0gg COS Y — 0ge sing) cos — (0¢e cos — ae¢ sing) sing

PreCna normalna napetost. in strizna napetost, sta v primerjavi z vzdd@no normalno napetostjo
o¢¢ Majhni, zato ju za pribino oceno normalne napetosti, lahko zanemarimi:

Oz = Oge cos? ©.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 81

Razporedr¢¢ je v primeru ravninskega napetostnega stanja v obravnavanem nosiléu enak

_ Fsing
76 = ( sin2oz>'
br | o — 5

Normalna napetost,,. je torej razporejena po naslednji €ba

F sinp cos? ¢

Trw = = ( sin2a> ' (1.137)
br | a—
2
V primeru obravnavanega nosilca je upogibni moment enak
M,
My,=-Fz — F=-"% (1.138)
X
Iz slike 1.48vidimo, da je
T h
= = = xtgo. 1.139
A e B L ( )

Ce engbe (1.1398 in (1.139 vstavimo v (L.137, po preureditvi dobimo naslednji izraz za vziod
normalno napetost
_ Myz 4 cos* ptgla
T S T 3(2a —sin2a)

V zadnjem izrazu nastopatan ¢, ki sta med seboj povezana. Velja namre

z  2ztga

top = = =
gy T A

in ob updtevanju zveze med kotnima funkcijama in tg: cos = 1/4/1 + tg2p, dobimo

My = 4tg3a

Oa = — ; N .
v t
3<1+( Zhga)> (2 —sin2a)

Izraz za napetost v ebhi (1.140 je produkt linearnega dela, ki je enak kot pri prizndath nosilcih, in
nelinearnega dela, ki je v veliki meri odvisen tudi od katas katerim ogiemo, kako hitro se spreminja
viSina pré&nega prereza. Na sliki49prikazujemo spreminjanje napetasti, po viSini pre&énega prereza
pri o = 20°.

(1.140)

T S.P. Timoshenko, Strength of materials, Part Il, Advanced theory and problems, Wedsworth Publishing Company, 19
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[0re ]

Slika 1.49:Napetostr,,. se v neprizmatinih nosilcih po vini spreminja nelinearno

Ce je kot dovolj majhen & < 10°), so razlike relativno majhne, pri &gh kotih pa so razlike vge.
V preglednici 1.7 prikazujemo nekaj vrednosti ndjeer ... (na obeh robovih) v primerjavi z vrednostjo
najvetje o, ki velja za prizmaitine nosilce.

Tabela 1.7: Primerjava najigh normalnih napetosti,.,
« 5° 10° 20° 30°
0zz/0he | 0.994( 0.976| 0.906 | 0.797

Vidimo, da so vrednosti najége napetosti,, v neprizmattnih nosilcih nkje od tistih v prizmatnih,
pri katerih se \Bina prereza ne spreminja. Razlike s@jeece je spreminjanje gine prereza boljizrazito
(za veje ).

1.2.9 R&unanje vzdoEne normalne napetosti in dol@anje jedra prereza

Primer 1.14 DoloCimo siloH tako, da v stebru, prikazanem na slikbQ, ni nateznih napetosti! Uklona
ni treba up&tevati.

ViSina stebra j& = 4 m, navptna sila pa je&&' = 400 kN. Napetostir,,. izratunamo po erizbi (1.89):

N ML, =Myl ML, - M,
v = L1z "7 I - I,
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s Mo b) o) Mo
F Az F
5 \ Y
y'z T | V
o \
Y |
h 6@ ****** g h
10
A B 4
- T~ a 4 8 — - T
+ z s z
Yy Y

Slika 1.50:a) Steber in obtéha  b) Préni prerez stebra  ¢) Stétii model stebra
Notranje sile so (slikd..51)
N, =—F, M, =0, M,=-HzZ, M = —H - 400.

=
T

K|

M,
“\Z
~L |,

AT |

Y

A7

Yy

Slika 1.51:0Obravnavamo zgorniji del stebra

TeziSCe in vztrajnostni momenti péaega prereza naisni osiy in z so (slikal.52
A, =100 cm?, gr = 4.4 cm, Zp = 9.5 cm,
I, = 1808.33 cm*, I, = 1157.33 cm?, I, = —720.00 cm*.
Normalno napetost,., izraCunamo po erébi
o & _ Mz(Iyy+Iyzz) .

Oxx = AQ; IyIZ—Igz =
400 1808.33y — 720 2
=—-——+4+400H =—-4.0+ H(0.459y —0.183 2) < 0.
100 + 1808.33 - 1157.33 — 7202 +H( Y ?) <
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Napetosto,, mora biti negativha v celothem pheem prerezu,.. Poiskati moramo torej najé@p
mozno pozitivno vrednost izraza v okroglem oklepaju. To dobimo v primeru, ga&jm vegji in z €im

mangi. Tem pogojem ustrezatatk 1 in 2 (slikal.52).

Totkal: y = 7.6cm, z=0.5cm: Ope = —40+34H <0 — H < 1.18kN.
Totka2: y=-04cm, z=-95cm: Ope = —40+155H <0 — H<2.57kN.

Merodajna je t6ka 1. SilaH je lahko kve&jemu 1.18 kN.
a)

Az
\
\
i[®)
5 o
T
®
10 °
r >
e § ] Y e § ]
Slika 1.52:a) Ra&un tezista b) R&un vztrajnostnega momenta

Primer 1.15 Za konstrukcijo na slikiL.53 dolo€imo lego tistih t@k, v katerih hastane najig in naj-
manpa normalna napetost. Dalimo tudi velikost ekstremnih napetosti! Velikost siléje= 100 kN,

momenta pa/ = 100 KNm.

precni %cem
prerez
10cm
M
A R N
743‘;2 _J AN Ty | [p73em
1 a - a 1 a ‘ cem yz
Vo 3.73cm
=—10cm—+

Slika 1.53:Geometrija konstrukcije in obiba s tékovno silo in momentom

Normalno napetost,. raCunamo po enzbi (1.88

N, M.I,—M,I, M, I,,— M,I,

Ogx = 7 — 2 y— 2 z
Ay LI, — I, LI, — I,
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