1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 85

Za r&un napetosti,, potrebujemo potek osne silé, ter upogibnih momentow/, in M. Diagrama
zaN, in M, prikazujemo na slikiL..54 Velikost upogibnega momentd’ je enaka ri.

F
¢ %]
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M %E % [M,]

Slika 1.54:0sna silaV,, in upogibni momeni\/,

~ o

IzraCunati moramde pl&Lino A, preCnega prereza ter njegovei&ne vztrajnostne momentg, I in
I,.. Prerezq«, razdelimo na dva dela (slika 53 in dobimo pl&cino

Ay =10-2+12-2 =44 cm?,
koordinati teista
yr = 2y = 3.72727 cm

in vztrajnostne momente

2-103 1223
— I = 273%.2.1
2 B +3.273 0+ 5

I
I, =—(2-10-3.273-2.727 4+ 2-12-2.727 - 2.273) = —327.273 cm?.

+2.727% . 212 = 567.394 cm?,

Upogibni moment\/, je enak nt, zato je

N, M,
= Y (] I
O'CECC Am + Iy IZ _ IyQZ ( z z + Yyz y)

in dobimo

100 10000

VI 3942 — 327.273y) = 2.27273 + 15.2341 y — 26.4115 2.
7 14 567304 o727 (0078942 = 327.273y) 7273 +15.2341y — 26.4115 2

Ker se vzdat osi nosilca moment spreminja linearno, sta prereza, v katerih nastanejo ekstramne v
nosti napetosti doltena zx = a in z = 2a. Ker je v obeh prerezitd/, enak, moramo doliti Se
tocki, v katerih je normalna napetost najy& oziroma najmaBgp. Ekstremne vrednosti v firgem pre-
rezu poligonalne oblike (dot®n z ravnimi robovi) nastanejo v vogalih takegagmega prereza. Zato
je najenostavnejg&e izr&unamo normalno napetost v vseh vogalihtpega prereza in vidimo, kje je
najvetja tlatna oziroma najWga natezna napetost.

Druga ma@nost za ugotavljanje najig natezne napetosti:
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86 1 Upogib z osno silo
sliki 1.55
Opz = 2.273 — 10000 (0.002641 - (—8.273) — 0.001523 - (—1.727)) = 194.46 kN/cm?
in najvelji pozitiveny = 8.273 cm ter pripadaj6i Cimmangi z = 1.727 cm (tccka B)
Oz = 2.273 — 10000 (0.002641 - 1.727 — 0.001523 - 8.273) = —189.909 kN/ch.

Za ugotavljanje naj\e tlatne napetosti vzamemo nafjiepozitivni z = 3.727 cm in pripadajdi
¢immangiy = —3.727 cm (tackaC)

Ozz = 2.273 — 10000 (0.002641 - 3.727 — 0.001523 - (—3.727)) = —152.95 kN /cm?
in najvelji negativeny = —3.727 cm ter pripadajoi Cimvetji z = 3.727 cm kar je zopet tékaC'
Ope = —152.92 kN /cm?.

Rezultat je prikazan na sliki.55

A
¥ Vi
\ \
X * ~
Yz i }H ¢

Slika 1.55:Mesto najvéje natezne in naj\ge tlatne napetosti

Primer lahko obravnavamo tudi glede na glavni vztrajnostningsin (,. Kot o, je zaradi simetrije
precnega prereza okoli ogienak45° (slika 1.56).

T
Aty | MX

\
\
\
Ve
M vz gi\
Slika 1.56:Glavni vztrajnostni osiy, in ¢

Vzdolzna normalna napetost izianamo po enzbi (1.89
Ne | My . M

Uxx:Ax InC_TCn.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 87

Glavna vztrajnostna momenta sta

I, +1 I,—1

I, = y‘; =+ Lo cos2ay + I sin2ag = 240.121 e,
I, +1 I,—1

I = y; £ _ y2 Zcos2ay — I, sin2a, = 894.667 cm?,

upogibna momentas,, in M, pa

_M\/§ M2
2

M, = = —7071.07 kNm, M, = — = 7071.07 kNm.

n

Tako dobimo
Opr = 2.27273 — 7.90358 n — 29.4479 .

Ratun koordinat vozBg:

A:y=—1.72127, == 827273, n=—7.07107, (=—4.62834 — 0, = 194.454,
B:y=827273, =2=172727, n=7107107, (=4.62834 — 0, =—189.909,
C:y=—3.72727, ==372727, 1=0.0, (=527116 — 04 = —152.952.

Primer 1.16 Kamniti steber péevnega mostu je vABCu zgornjega prénega prereza obken z navino
silo F; = 1100 kN in z vodoravno silds = 200 kN, ki je vzporedna stranicadB in C'D (slika 1.57).
Visina stebra jeH = 12 m, specifina t&a materiala stebra je;, = 22 kN/n?. Dolo¢imo normalne
napetosti v prerezu ob vpetju ikah A, B, C' in D!

a) Az b) c) Az
K B CT I
o] I,
15m )
N T b
‘ £/ 1.5m
12m 2 | i
| A 7 D H
} <1.8>=1.5>=1 5>=1.8~
\
|
| 2y P
L+
e =l
— ~ T
— z - z
“y “y I

Slika 1.57:Geometrija konstrukcije in obtba
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88 1 Upogib z osno silo

Notranje sile v prerezu = 0 izratunamo iz ravnotaih pogojev za sile na sliki.57. UpaStevamo, da
je tga = 3/1.8 oziromaa = 59.04° in izraCunamo komponenty,, in Fy,

F5y =200 cos59.04° = 102.90 kN,  F5, = 200 sin 59.04° = 171.50 kN.
Notranje sileN,, M, in M, so

N, =—-1100 —14.4-12 - 22 = —4901.6 kN,
My =—Fy, H=—171.5-12 = —2058.0 kNm,
M, = Foy H=102.9-12 = 1234.8 kNm.

Upostevali smo, da je pitina A, preénega prereza enakf, = 4.8 - 3 = 14.4 m?. Za r&un normalne
napetostb,, (en&ba (L.88)
Jo— & _ M. 1, — My I, _ M; Iy, — My I,
A, L L-1z, VT L LI

potrebujemase vztrajnostne momentg, I, in I,.,:

34 1.8 -3 32 1.8-3
I, ==— T L (15—-1)2—=).2=10. 4
v =13 ( 5 18+(5 ) 5 ) 0.800 m?,
34 1.8-31.82 1.8.,1.8-3
I,="— ot b (154 —)2—— ) .2=31. 4
: 12+<2 (L5 2) 31.536 m?,

1 /1.8-3\2 1.8-3
I, =|-— ~921-05-""2).2=—-6.48 m*.
yz<18<2> 052> 6.48 m

IzraCunajmose
I,y 1, — I}, = 298.60 m®.
Normalna napetost,.,. je
Ozz = —340.39 — 190.55 2.

Napetosti v vogalnih ftkah pré&nega prereza = 0 so:

OpwA = —340.39 — 190.55 - 1.5 = —626.22 kN /m”?,
Opep = —340.39 — 190.55 - (—1.5) = —54.56 kN/m?,
Ope.c = —340.39 — 190.55 - (—1.5) = —54.56 kN/m?,
Ozep = —340.39 — 190.55 - 1.5 = —626.22 kN/m”.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 89

R

Primer 1.17 DoloCimo ekstremne vrednosti normalne napetegti, Ce stay in z glavni tezistni vztra-
jnostni osi pr&nega prereza in st&/,, = 0in M, = 0!

Ce staNV, in M., enaka nt, iz (1.89 dobimo

Ekstremni vrednosti normalne napetast}, sta v ta&kah, ki sta najbolj oddaljenih od ogi(slika 1.58.

Ozz,z

T

UZI’ N

Slika 1.58:Diagram normalne napetostie staV,, in M, enaka nt

Zapisemo ju z enébama:

M, M,
Ozx,s €s, Ogz,z = — 5 €z
Iy Iy
Geometrijski karakteristiki
I I
W,s= -2 Wy.=-L
Y,s €s ’ Y,z €,

imenujemoodpornostna momenta pré&nega prerezain imata dimenzijo M. Ekstremni vrednosti
normalne napetosti,, izrazimo z odpornostnima momentoma takole:

M, M,
Oxx,s = Oxxsz = —7rr -
Wy,s’ ’ Wy..
Za prerez, ki jesimetriCenglede na 0y, jee; = e, = e in zatoW, s = W, . = W,. Ekstremni

napetosti sta v tem primeru po absolutni vrednosti enaki

N}
Wy

Ozx,ekst —

Graficni prikaz napetostr,,. za pré&ni prerez, ki je simetéien glede na og in obremenjen z upogibnim
momentom)/, prikazujemo na slikil.59
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90 1 Upogib z osno silo

Uxx,min
.
|
M, g
§ RS «éﬂ; 1 —X
\
e \
\
N Oz, max

Slika 1.59:0sy je simetrijska os pi&nega prereza

V primeru dvojno simetricnega pr&nega prereza ki je obremenjen zV,,, M, in M., dobimo na
podoben néin nasledniji izraz za ekstremni vrednosti normalne napeigsti

N, M, M
rx,ekst — == + Y =+ -
ookt = 40T W, WL
etom N | 1M [0 Ne M| [0
mmmax:i =z = zmmin:i_iy_iz 1.141
Tremax = 0T g ST gy Gwemin = 0T qp T (1.141)
Kjer je
I,
W, =—.
!
Pritem jef najvetja koordinata v smeri 03 (slika 1.60), e pa najv€ja koordinata v smed.
PR
- S

Slika 1.60:Pretni prerez ima dve simetrijski osi
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 91

Primer 1.18 Dvigalo je pritrjeno na betonski blok. Os dvigaléB poteka skozi t&5e T' osnovne
ploskve bloka. Lastnata dvigalaG = 180 kN winkuje v t@&ki C' na razdalji0.6 m od 0siAB (slika

1.61). DoloCimo dimenzija: temelja tako, da pri podani obitei F' = 80 kN in tezi protiutezi Q = 50 kKN

na celotnem stiku med zemljino in betonskim blokom nastopijodedlaapetosti, razen na robD’,

kjer je napetost enaka &li Speciftna teza betona jey, = 24 kN/m?. Dolotimo tudi najvéjo tlatno
napetost v stiku med zemljino in betonskim blokom.

14
~—4m i 8m |
Q ; r
0.6m
G
|
\
‘ 2.4m
\‘\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\‘F\;\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\;\\/
B
—a—
tloris D T
bloka B
© a Sm
p '

Slika 1.61:Dimenzije konstrukcije in lege prijem&i sil G, F in Q

Izbira koordinatnega sistema

Ker nas zanimajo napetosti v zemljini, postavimo v ploskev, kjer blok pritiska na zemljino, désinosu
koordinatni sistenx, y, z. V pozitivhi smeri osiz ozn&imo notranjo silaV,., v pozitivni smeri osiy pa
notranji momentV/, (sliki 1.62).

stik med blokom
in zemljino

Slika 1.62:Koordinatni sistem, y, z na katerega unamo silaV, in momentiZ,
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92 1 Upogib z osno silo

Iz ravnotenih pogojev za konstrukcijo sledi:
Ny +F+G+Q+%a3.0-24=0, M,+4Q—-8F—0.6G =0.
V zadnja izraza vstavimo vrednosti in dobimo
N, = -310-172.8a, M, = 548 kNm.
Ekstremni napetosti v zemljini iz€anamo po ernzbi (1.147)

N, M
Ogx,ekst = A7x + |I/Vy|
€z Yy

Plo&ina osnovne ploskve temelja jg, = 3 a, odpornosti moment p#/, = 2 I,,/a = a?/2. Sledi

3104+ 172.8a n 548 - 2

o - (1.142)

Ozx,.ekst — —

Za ra&un napetosti,., na robuD D', ki je enaka ni, moramo izbrati pozitivni predznak

310 +172.8a 4 048-2

= =0.

Trw = 3a a
Enabo mn@imo z—3 a2
172.8a% +310a — 3288 = 0

in reSimo. Tako dobima; = 3.56 minas = —5.35 m. Fizikalni pomen ima le pozitivha vrednost. Zato
je potrebnasirinaa temelja enaka = a; = 3.56 m. Najvejo tlatno napetost v zemljini izaunamo iz
(1.142, €e vstavimo izraunano vrednost zater up&tevamo predznak minus:

310+ 172.8-3.56 548 -2 )
comin = — - — —173.31 kN/m?.
ez, 3.3.56 3.562 /m

Primer 1.19 DoloCimo dimenzijiz in b grede med dvem&karnikoma ob pogoju, da najg@ normalna
napetost ne bo presegla vrednosti 1 kN7erolotimo tudi lego nevtralne osi in velikost ter smer na-
jvetjega pomika! Greda je podprta tako, da je njen statimodel prostoleeti nosilec dotine 4 m (slika
1.63. Velikost obtzbe jeq = 2.5 kN/m, modul elastnosti grede jeE = 1000 kN/cn?, dopustna
napetost lesa j&,; 4op = 1.0 kN/cn?, dolzina grede jeL. = 4 m, razmerje prénih dimenzij grede je
a/b = 5/7, naklonski kot stréine pa jeo = 30°.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 93

Skarnika

Skarnik

Slika 1.63:Gredo pravokotnega ptaega prereza podpirataarnika

Dimenzijo nosilca doloimo iz Pogojar s max < Ozz,dop- ODtEDO Nosilca razstavimo v smereh glavnih
vztrajnostnih osi (slikd..64a)
qy = gsina, q. = qCcos .

Slika 1.64:0btezbo razstavimo v smereh glavnih vztrajnostnih ostpega prereza

Ekstremna vrednost momentov nastopigpe: L/2 = 2 m (glej sliko1.64):

L? L?
My(x=1/2) = Qz8 = %cosa = 4.33 kNm,
L? L?
M.(z = L/2) = —qyg = —% sina = —2.50 kNm.
Ker je osna silav, nic, dola&camo najvéjo normalno napetost,, ma.x Z en@&bo (1.147)
_ My M

Oxx,max — Wy + W,
Odpornostna momenta pravokotnega prereza
I b2 I b a?
W, = —L = av = 20
b/2 6 a/2 6

pri danem razmerja/b lahko odpornostna momentd, in 1, izrazimo z vsino nosilcab
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94 1 Upogib z osno silo

Y776 427 FT 6490 294
Najvetja vrednost napetosii,, mora biti manga 0do ., dop

5,0 50 _ 025, 25 g

433 -42  250-294
Ozx,max — + 1.0

5 b3 2563~

in zato
b > 18.74 cm.

Sirina nosilca je
a= g 18.74 = 13.39 cm.
Na osnovi teh vrednosti izberemo dimenziji grede
a =14 cm, b=20cm.
Za tako izbrani dimenziji sta odpornostna momelifa,e; in W, q4¢; enaka

14 - 202 20 - 142

Wy,dej - = 933.33 cm3, Wz,dej = = 653.33 Cm?”

ekstremni vrednosti normalne napetaest}. pa sta

| 433 250
4 2

Ooamax = g3z 33 T Gozag  OodT KN/em” < Ouedop,
o 433 250

2
Ozzmin = ~ 93333 653.33 —0.847 kN/cm” < 044 dop-

Lego nevtralne osi pti = L/2 dolocimo z en&bo

__AL,Z M, q L? z qL?

y=-——cosa— + sina 2 = 0. (1.143)

8 I, 8 I

Slika 1.65:Lega nevtralne osi
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 95

z I ab® 12 /3 20%/3
t :7:——yt = - = — :—11 :—4 . O.
8= T LT T s 3142 B = f=-4961
Zaradi simetrije konstrukcije in ohitbe nastopi naj\@i pomik na sredini nosilca. Pomika v smereh osi
y in z 0Zn&imo zu, in u,. Priz = L/2 sta pomika enaka (glej preglednitd)

oo 5wl 5 el
Y384 EIL’ T34 EIL’

Vztrajnostna momentg, in I, sta

14208 20143

4 4
I, Tl 9333.33 cm?, I, The 4573.33 cm?,
pomikau, in u, pa
5-0.025 - sin 30° - 256 - 108
= i = 0.91108 cm,
Uy 384 -10° - 4573.33 o
5-0.025 - cos 30° - 256 - 108
= = 0.77324 cm.
b 384103 - 9333.33 o

Velikost pomika izr&@unamo po Pitagorovem izreku

u=/0.911082 + 0.773242 = 1.195 cm.

Smer pomika je (slikd.66)

u.  0.77324 .
tgy = = = — 0.84870 = 40.321°.
817 4, ~ 0.91108 -7

nevtralna os

B=49.679°
¢ y=40.321°

Slika 1.66:Smer pomikau

Nosilec se premakne v smeri, ki je pravokotna na nevtralno os
|8 + v = 49.679 + 40.321 = 90°.

Primer 1.20 Precni prerez prostoleetega nosilca dd@ine L = 6 m se spreminja v odvisnosti adslika
1.67). Dolo€imo velikost silé ter dozini A1 in A\, tako, da normalna napetost,,. nikjer v nosilcu ne bo

vetja od10 kN/cn?! Plogtina pretnega prereza enega kotnikafe . = 15.1 cn?, tezi&na vztrajnostna
momenta std, , = I, = 88.4 cntt, razdalja do t&ista payri = 27k = 2.35 cm.
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96 1 Upogib z osno silo

8cm—~
F lcm ~=2.35cm
I I T i
%E, WK T Yi ﬁ‘ 8cm
‘ —Ap— ' ‘ l
| = Ay 1 ‘
in 6m g o Tem
prerez 1 prerez I prerez Il
20 cm — =20 cm —~
J— C J ::1Cm E jwf E%%g%
> llom >4<1 cm > lcm
- — — 60 cm - — — 60 cm - — — 60 cm
Yy Y Yy

L I

\ e : 1 Tlcm
zy 20 cm —

Slika 1.67:Podatki o geometriji in obiebi

éeprav smo er&e za upogib z osno silo izpeljali za primer nosilca s konstantniftnpreprerezom,
uporabimo pri réunu napetosti enake itz tudi v primeru¢e se préni prerez spreminja. Pri¢ananju
normalne napetosti,,. v preCnem prerezu ugevamo geometrijske karakteristike prereza, ki ga obrav
navamo (glej razdelek 1.2.5).

V nosilcu je od nE razlien le upogibni moment/,, N, in M, pa sta enaka bi Za r&un normalne
napetostb .

Ogpxr — z

M,
1y

potrebjemo vztrajnostni moment [Greega prerezd,. Ker je nosilec sestavljen iz treh raaih delov,
izraCunamo tri vztrajnostne momentg, 1,2 in I3 za tri pré€ne prereze |, Il in lll. Vztrajnostni moment
precnega prereza l je:

1-603
L=
I 12

Al [H] [«
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

Vztrajnostni moment p&ega prereza ll je:

20-13
12

Iyr=1I+2 < +30.52 - 20) = 101744.09 cm*.

Vztrajnostni moment pkaega prereza lll je:

20-13
12

Iyrir =Ty +2 < +31.5%. 20> = 141437.43 cm?.

Najvetjo normalno napetost v obrdju Il izraunamo po eribi (slikal.68

My,IH max
I3

Oz, IlImax = ZI1I max-

MyIH,max

= 6m 1

Slika 1.68:Najvetji momenti), v posameznih obniih nosilca z razEnimi prerezi

Ker je M, JImax = F L/4 iN 2111 max = 32 €M, sledi

F600 10-4-141437.43

OgxIlIlmax = 5 7 44 109 19 32=10 — F= = 294.66 kN.

4 -141437.43 600 - 32
Najvecja normalna napetost v obigja Il

My,Hmax
Iy

Ozz IImax — IImax-

Ker JeM JImax = Fx2/2 in Z[Imax = 31 cm, sledi

Fey . 1, 10 -2 - 101744.09
max = —m-—-——-—-—-—-—-—-— = — Tro =
Trallmax = 5796174409 2 31F

Razdalja); je
A9 = 600 — 229 = 154.46 cm.

Najvetja normalna napetost v obigja |

o My,Imax
Ozz,Imax — Imax-
11

Al [H] [« (<] [«] ] [D>
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o8 1 Upogib z osno silo

Ker je My 1max = F 21/2 N 21 max = 30 cm, sledi

r 10- 2 - 64530.76
T 30210 — g4 =

= - — 146.00 cm.
Tazlmax = 5761530 76 30 F o

Razdalja\; je A\; = 600 — 221 = 308.00 cm.

Primer 1.21 DoloCimo normalne napetosti,.,, v precnem prerezuz,, na katerega delujejo téna sila
Np, ter momental/p, in Mp. (slikal.69.

Slika 1.69:Notranje sileNg,, Mp, in Mp. dolocajo obtébo pré&nega prereza,

Predpostavimo, da potekata @sin z skozi teisCe T' preCnega prerezaz,. Obravnavajmo primer, ko
lahko material prevzame le ine napetosti. Predpostavirie, da sta vzdaha deformacije ., in vz-
dolzna napetost,, linearni funkciji koordinaty in z. Z <7, ozn&imo del prerezaz,, na katerega deluje
tlatna napetost,;.

Za ravni linijski nosilec izhomogenega, izotropnega in linearno elastnega materialaizrazimo no-
tranjo silo IV, ter upogibna momenta/, in M, (slika 1.70 z vzdoEno normalno napetostjo,, po
end&bah (.9)in (1.10

N, = /O’xdix, M, = /zamdAx, MZ:—/yamdAx. (1.144)
Ay A Ay

Zaradi Navierove hipoteze in linearne eléstisti materiala predpostavimo, da se vZdal normalna
napetost .. linearno spreminja po péaem prerezu

Oz =a+by+cz, (1.145)

kjer soa, b in ¢ neznani parametri, ki do@jo linearno funkcijar,, (y, z). V primeru, da préni prerez
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 99

Slika 1.70:V pretnem prerezu?, nastopijo osna sil&,, ter upogibna moment&/, in M,

prevzame tudi natezne napetosti, Zagpno enabe (L.144) takole:

Nx—a/dAx—i-b/ydAx—i-c/szm,

Ay Ay A
My:a/szw—i—b/yszx—i—c/szAx, (1.146)
Ay Ay Ay
Mz:—a/ydAz—b/y2dAz—c/yszz.
Ay Ay A

Upostevamo oznake za geometrijske karakteristik€mega prerezaz, (glej en&be (1.94)

Ax:/dAx, Szz/ydAx, S :/szx,

“ Iy o (1.147)
I = /deAx, I, = /szAw, Iyz_—/yszz
Ay o,y o,

in end&be (L.146 zapBemo v obliki sistema treh linearnih ditaza parametre, b in ¢ linearne enébe
(1.145
Ny =aA;+bS.+cSy,
My=aSy—bl,,+cl,, (1.148)
M, =—aS,—-bl,+cly..
Iz end&b (1.148 izrazimo konstante, b in c ter jih vstavimo v (.145. S tem dobimo er&o za vzdatno
normalno napetost, ki smo j izpeljali v (L.88
N, M.I,—MyI,, M,I—M/I,
Ogx = & — 2 ) 2
A, L L-TI2 I, 1. —I2,

Al [H] [«
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100 1 Upogib z osno silo

Ce prereme prevzame nateznih napetostintegriramo izraze1(.146 le po tl&tno obt&enem delu,
preCnega prereza/, (slikal.71). Predpostavimo, da so napetosti po delulinearne

Oz =a+by+cz. (1.150)

Slika 1.71:Na obmdju <7, predpostavimo linearen potek napetestj., na preostalem delu pre-
reza</, pa je napetost,, enaka nt

Notranje sileN,, M, in M, zapsemo v tem primeru takole (gle] (149):

Ny =aA,+bS.+cS,,
M, = aS; — bI;Z + c[;/, (1.151)
M,=—aS, —bI_+cl,.

En&be (.15 reSimo, e poEtemo take parametie b in ¢, ki dolo€ajo linearno funkcijar,. (y, ), da
so pripadajoe notranje siléV,, M, in M, enake obtébi Np,, Mp,, Mp. pre&tnega prereza:

NBJ; N$ fl(a, b, C) NBJ: Nx 0
Mp, =% M, oziroma <{ fa(a,b,c) p =4 Mpy p—< M, p =<0 5. (1152)
MBz Mz fg(a, b, C) MBz MZ 0

Ce (L.157) vstavimo v (.152, dobimo

fila,b,¢) = Npy —a A (a,b,¢) = bS.(a,b,c) — ¢S, (a,b,c) =0,
fa(a,b,c) = Mpy — aS’;(a, b,c)+ bIZ'/Z(a, b,c) — cI;(a, b,c) =0, (1.153)
f3(a,b,¢) = Mg, +aS.(a,b,c) +bI.(a,b,c) — cI;Z(a, b,c) = 0.

TlaCeni del prerezaZ, je dolaCen s koeficientiz, b in ¢. Zato so geometrijske karakteristil@, S,
I, I in I, tlatenega dela prereza, glede na tgiste T’ celotnega prénega prereza/, odvisne od
koeficientova, b in c¢. Ena&be (.153 doloajo sistem nelinearnih eéla za neznane, b in ¢. R&Simo
ga z iteracijsko metodo. Funkcijf, f» in f3 razvijemo v Taylorjevo vrsto okrog Zatnega priblika
a®, 5 in ¢ ki ga dol&imo tako, da predpostavimo linearen potek napetosti irstggamo, da

prerez prevzame tudi natezne napetosti §pral.148). Pri razvoju funkcijfi, f2 in f3 v Taylorjevo
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 101

vrsto moramo upstevati, da je meja obné@ <7/, odvisna od neznank, b in c. Ce v Taylorjevi vrsti
updstevamo le prve odvode, dobimo

filao + Aa, by + Ab,co + Ac) = N, — (a A, + b8, +¢S)) 0 —
/ / oS’ (0) / / oS’
_(A;Man dS y> Aa_( dA! A ;

(0)
4 ! A o
9 +b 94 +c 9 BT £+ S5, +b 9 +c (%) b (1.154)

' ' 35’ (0)
—( 04, —I—baS —I—S/ y> Ac =0,

de e “ e
fa(ap + Aa, by + Ab, co + Ac) = Mp, — (aS/ —bI/ —l—cI;)(O)—
5 08, 0L, oI © oS, oh. oL <>Ab
ta gy " T a— (e~ L —bg  teg ~ (1.155)

a8, oI, oI, ©)
!
—<a - —b Iy—i—cc) Ac =0,

fs(ao + Aa, by + Ab, o+ Ac) = Mp, — (—a S, —bI, +cI,)O -
os. or o\ a5, or, = o1\
(-9 _ z _ z yz Aa — yz Ab—
< S: gy "o, T aa> ¢ ( “ b o " ° 86) b= (1.156)

oS, al, or,.\"
_ _ I/ yz A = 0.
< “Pe e Tt ) c=0

Ce v ené&bah (.159 do (1.156 zanemarimo odvode geometrijskih karakteristik, dobimo sistem lin.

earnih enéb zaAa, Abin Ac
O (A (Npo—(ad, +bS+cSy) Y
Ab =4 Mpy, —(a S?’J - bI;Z + CIgl/t) ) (1.157)
)

Ac Mp, — (=aS, bl +cl,

A8

!/ / /
Sy, _Iy,z Ily
_Sz _Iz Iyz

Iz en&be (1.157 izratunamo popravkeda(®), Ab(®) in Ac(®) koeficientova, b in c. Nove vrednosti
koeficientova, 5™ in ¢() izratunamo z naslednjimi edhami:

aV =a® + A, p® =pO £ AP ) = O 4 AL (1.158)

Sedaj enébo (L.157 ponovno uporabimo s popravljenimi vrednosiafi), b1 in ¢, V i-ti iteraciji

end&ba (.157 izgleda takole:
D (A (N —(aA,+bS+es) Y
Ab =< Mp, —(aS, = bl +cly) . (1.159)
)

Ac Mp, — (=aS, = bl +cl,

A S8
! / 1
_Sz _Iz Iyz

vrednosti koeficientow®, b in ¢() pa dol@&imo z en&bo, podobno erébi (1.159

atD) = @ 4 A pEFD — @ ¢ AP D — 6 AD),
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Priblizkea, b in ¢ popravljamo tako dolgo, da je

|AS|
< 4.
| Fll

Z||AS|| in ||Fg| sta ozn&eni normi vektorjev

Npz — (a Ay, +b0S. +¢S)) Np,
{AS}Z MBy—(aSZ/J—bI;Z-‘rCI;J) y {FB}: MBy y
MBZ—(—aS;—bI;+CI;Z) Mg,

z § pa zahtevana natanost. Na desni strani edlae (L.157) nastopajo toni izrazi zaN,, M, in M.. Ce
imamo t@&ne vrednosti za, b in ¢, je desna stran sistema &banaka réi in so zato tudi popraviha, Ab

in Ac enaki nt. Z iteracijami lahko zakljtimo. Zato sledi, da so v primer&e postopek konvergira, torej
da gredAa, Abin Ac proti nit, reSitvea, b in c tone ré&itve problema, ne glede nato, kako smo ddio
matriko v en&bi (1.157. Ta matrika vpliva le na hitrost konvergencée je matrika v enzbi (1.157
sestavjena iz odvodo®f;/dj (i = 1,2,3, j = a,b,c), iteracijski postopek predstavlja Newtonovo
metodo iskanja r&tve sistema nelinearnih etta konvergenca pa je v Bini reSitve kvadrattna. Ker
smo pri dol@&anju odvodov nekatef@ene zanemarili, lahko grakujemo nekoliko slao konvergenco.
To pomeni, da je za zahtevano nataast potrebnih w&iteracij, kot v primeru Newtonove metode.

Ko koeficientea, b in ¢ doloCimo, izr&&unamo normalno napetast, po en&bi (1.150.

Primer 1.22 DoloCimo lego nevtralne osi in najég tlatno napetost v prerezu pravokotne obfene
B = 50cminvBineH = 200 cm, ki je obremenjen z osno siM. = —100 kN in upogibnim momentom
M,p = 8000 kNcm. V tem primeru lahko lego nevtralne osi doo analittno. Zz, ozna&imo lego
nevtralne osi (slikal.72.

~ B~

Ozg max

- — 1 —

\
\
\
\
|
zY
Slika 1.72:Preeni prerez in diagram napetostj.,
Napetostr,,. je vtem primeru le funkcija koordinate
Ope =a+cC2, z < 2p. (1.160)
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Diagram vzdatnih normalnih napetost,, prikazujemo na slikil.72 lzrazimo osno silaV, in up-
ogibni moment\, z vzdoknimi normalnimi napetostmi

1 H
5 O zx,max B <ZO + 2) )

¢ ] I o1 I (1.161)
My - /Zaxszm = §wa,maxB <ZO + 2) <_2 + g <ZO + 2)) .

x

Ny = /U:(:di:c =

Dobili smo sistem dveh e za dve neznani kdini ;. max iN 2o. Ce drugo izmed erid (1.16])
delimo s prvo, dobimo erho, iz katere izrdunamo lego nevtralne o0sj

H

8000
H =3 +200 = —40 cm.
3 g +200 =40 em

My 20 My
Y <0 —3¥
N, 573 =9t

Sedaj lahko iz prve izmed eéla (1.161) dolo€imo najvejo tlatno napetost

2100 )
_ — —0.06667 kN/cm?.
50 (—40 + 100) [em

2 N,
B (2 + H/2)

Ozxz,max =

Isto nalogo lahko r&mo tudi z iteracijskim postopkom, ki smo ga opisali v primeru 1.18. V preglednic
1.8 prikazujemo rezultate iteracij.

Tabela 1.8: Iteracije za&, = —100 kN, M, = 8000 KNcm in M, = 0 kNcm

Iter. A, a b c O za,max

0 | 10000.000{ —0.01000000 | 0.0 | 0.00024000f —0.03400000
1 7083.333| —0.00160228 | 0.0 | 0.00042910 —0.04451211
2 5186.703] 0.01369846| 0.0 | 0.00068515 —0.05481701
3 4000.338| 0.03124419 0.0 | 0.00093742 —0.06249789
4 3333.502] 0.04199787| 0.0 | 0.00107997| —0.06599939
5 3055.605| 0.04435748 0.0 | 0.00111002 —0.06664459
6 3001.953| 0.04444433 0.0 | 0.00111111] —0.06666664
7 3000.003] 0.04444444 0.0 | 0.00111111] —0.06666667
8 3000.000| 0.04444444 0.0 | 0.00111111] —0.06666667

V primeru dvojne ekscenfinosti, ko sta od (i razlicna oba upogibna momenid, in M, do resitve
ne moremo priti anali&ino, ampak le z opisanim iteracijskim postopkom. V preglednici 1.9 prikazujem
rezultate iteracij za primer, ko j&, = 100 kN, M, = 6000 KNcm in M, = 1500 kNcm.
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Tabela 1.9: Iteracije z&, = —100 kN, M, = 6000 KNcm in M, = 1500 KNcm

Iter. A, a b c Oz, max

0 | 10000.000f —0.01000000 | —0.00072000 | 0.00018000/ —0.04600000
1 7391.975| —0.00165304 | —0.00129824 | 0.00032456| —0.06656480
2 5251.417| 0.01023426| —0.00184847 | 0.00046212 —0.08218913
3 3953.984| 0.01990931 —0.00222030 | 0.00055507| —0.09110556
4 3367.422] 0.02318193 —0.00233513 | 0.00058378 —0.09357473
5 3211.618] 0.02343612| —0.00234370 | 0.00058593 —0.09374908
6 3200.063] 0.02343750 —0.00234375 | 0.00058594| —0.09375000
7 3200.000] 0.02343750 —0.00234375 | 0.00058594| —0.09375000

Jedro preCnega prereza

Vzemimo, da v prénem prerezuz, delujejo notranja silav, in upogibna momenta/, in M., (slika

1.73.

\
\
\
zy

Slika 1.73:Notranje sile v prénem prerezu,,

Ce stay in z glavni vztrajnostni osi v tBSCu pr&nega prereza, daono normalne napetosti,, z

end&bo (1.89

Ogx =

_ N
A

M,

z —

M,
I, I.

Y.

(1.162)

Notranje sile nadomestimo s statd ekvivalentno sildV s prijemalsCem(yy, zx ), dobimo (slikal.74)

Enabe (1.163 vstavimo v (L.162

in upcstevamo definicijo vztrajnostnih polmeroyin i

[i]

(]

N,=N, M,=Nzy, M,=-Nyp.
N N zn Nyn
Opg = —
TT Ax Iy Iz Y
I I
-2 Y -2 z
1, = ——, 1, = ——
VoA, °A

(1.163)



1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 105

Slika 1.74:StatEno enakovredna sil& ima prijemaléte v(yy, zn)

Enabo (1.162 lahko sedaj zagemo takole

N YN ZN
=—\(14+ZFy+ —= .

Nevtralna os v prénem prerezuz, je premica, vzdd katere so normalne napetosti enak& ri{er je
N/A, # 0, je en&ba nevtralne osi

z
yi—];qu.—gzﬁLl:O. (1.164)
z Y

PreséiSte nevtralne osi z osemgain z doloCata endbi (slikal.75

i2 iy
Yo = —y—;, Zo = —i. (1.165)

nevtralna os

Y Yo
Yz

Slika 1.75:Presé&isti nevtralne osi z osemain z dolotata koordinatiy, in z,
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Definicija jedra prereza

Vsakemu prijema¥Cu (yn, zx) osne sileN v splasnem ustreza ragina lega nevtralne osi. 1z etia
za odsekay, in z,, ki doloCata lego nevtralne osi, sledi, da se s pedlianjem prijemadta sile N k
teziSu T pretnega prereza nevtralna os oddaljuje ad¥&. |1z tega lahko sklepamo, da obstoji okrog
teziSCa prereza podigje prijemalsC sile N, za katere ustrezne nevtralne odgije izven prereza ali se ga
kveCjemu dotikajo. To podrge imenujemdedro prereza. Napetostio,., zaradi silN s prijemal&tem

v jedru prereza, imajo po celotnem prem prerezu enak predznak.

DoloCanje jedra prereza

Vzemimo, da ginkuje silaN na robu prénega prereza (slikh.76).

neviralna os n
za silo N v tocki yy 2y

tYn—~
Yz

Slika 1.76:Nevtralna os: za siloN v toeki (yn, zx)

Enaba pripadaj6e nevtralne osi je

W+ ari=0
i2 iy

@Ag
]
|
|

-

nevtralna os n

Ys
e Yn—=t=<
Yz

Slika 1.77:Totka B lezi na nevtralni osh
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Vzemimo sedaj na tej nevtralni osido B s koordinatamaz in zp. Koordinatiyp in zp ustrezata
end&bi nevtralne osh (slikal.77)

y§y3+ 25 +1=0.

y
Zapisimo sedaj erzbo nevtralne osi, ki ustreza siN s prijemalstem v taki B

YB

22y+f z+1=0.

Yy
S primerjavo zadnjih dveh el ugotovimo, da poteka nevtralna os zaradi Aile prijemalstem v ta&ki
B skozi t&ko (yn, z). Vse nevtralne osi, ki ustrezajo prijent&iem sileN na nevtralni osh, potekajo
skozi t&ko (yn, zn). Le ena izmed teh nevtralnih osi je tangenta na rolinega prereza. Vzemimo,
da je to nevtralna os, ki ustreza prijen$ali sile v t&ki B (slika1.78. 1z definicije jedra prereza sledi,
da lezi toCka B na robu jedra prereza.

neviralna os ¢
za silo N v tocki ye,z¢

nevtralna os b
za silo N v tocki yp,zp

Slika 1.78:Ce jeb tangenta na rob prereza, jetotka na robu jedra prereza

Tako lahko ugotovimo, da dobajo mejo jedra prereza nevtralne osi, katerih prijefgalisil I€ijo v
tistin toCkah na robu prnega prereza, skozi katere lahko Bamo takno tangento na rob prereza, ki
prereza ne seka (slika79.

Slika 1.79:Prijemal&ta sil postavljamo le vzdiltakih tangent na rob prereza, ki prereza ne sekajo

Skozi tako A; ne moremo narisati tangente, ki prereza ne sekékdmeje jedra prereza zato dokjo
nevtralne osi, katerih prijematia IeZijo na ozn&eni daljici med tékamaA in B.
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Prerezi poligonalne oblike

Za prerez poligonalne oblike ddlajo mejo jedra prereza nevtralne osi, ki ustrezajo prijesten sile
N v takih vozli&cih prereza, skozi katera lahko risgimo premico, ki prereza ne seka (slik80).

J

Slika 1.80:Jedro prereza dob@jo nevtralne osi, ki ustrezajo prijenmi@em sileN v tockah 1 do 5

ToCk na ravnih odsekili2, 23, 34, ... ni treba up@8tevati, ker pripadaje nevtralne osi dofajo isto
tocko jedra prereza (glej pravokotni Gré prerez v primeru 1.20).

Ce ima silaN prijemalite v taki J (slika 1.80), dobimo nevtralno og. Ko postavimo prijemaiice sile
N v poljubno t@ko na osij, ha primer v téko R, poteka nevtralna asskozi tacko J. Ker vse premice,
ki potekajo skozi toko .J sekajo préni prerez, nobena &la na premicjj ne dolataroba jedra prénega
prereza. Prijemadtu 2 ustreza nevtralna as Izberimo si dve toki na premicia in jih ozn&imo z B
in C. Tema dvema ttkama ustrezata dve nevtralni @sin ¢, ki obe potekata skozi @ko 2. Vidimo,
da nevtralna o$ seka prerez, nevtralna egpa ne. Tako ugotovimo, datka B ne dolata meje jedra
prereza, medtem ko ¢ka C' lezi na meji jedra prereza. Sklepamo lahko, da del nevtralne dsioca
del roba jedra prereza.

Pri poligonalni obliki pr&énega prereza ima tudi jedro prereza poligonalno obliko. Jedro prereza ir

toliko vozIisE, kot jeStevilo vozIEC pre&nega prereza, skozi katera lahko Bamo premico, ki prereza
ne seka.
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Primer 1.23 DoloCimo jedro prereza za prikazane oblike pngh prerezov!

A) Pravokotnik (slika 1.817).

~b]

¥z

Slika 1.81:Pretni prerez pravokotne oblike

Preséista nevtralne osi s koordinatnima osema dotmo z engbama

-9 -2
(3 2
Yo = _735 Zo = _7y
YN ZN
Vztrajnostna polmera sta
o bh31 h? o hb*1 ¥

T T b 120 *T 12 bk 12

V preglednicil.10prikazujemo izréun preseisc nevtralnih osi, ki doldajo jedro prereza, s koordinat-
nima osemy in z. Na sliki 1.82pa prikazujemo jedro prereza, ki ima za pravokotnik obliko romba.

v

Tabela 1.10: PregéCa nevtralnih osi z osemain z

Prijemal&Ce sile | Koordinate prijemagca sile Odsekay, in z,
A yn = b/2, zn= h/2 |y,=—-b/6, z,=—h/6
B yn = b/2, zn=-h/2 |y,=-b/6, zo= h/6
C yn = —b/2, zn=-h/2 |yo= b/6, z,= h/6
D yn =—-b/2, zy= h/2|y,= b/6, z,=—h/6
E yn = b/2, zx= 0 Yo =—b/6, 2= 0
F yn = b/2, zy=-h/4|y,=-b/6, z,= h/3

Vidimo, da nevtralne osi, ki ustrezajo silam v prijemal&Cih na daljiciAB, doloCajo isto t@ko (tocka
M) jedra prereza.

Al [H] [« (<] [«] ] [Dp]



110 1 Upogib z osno silo

~ b

bf

&

Slika 1.82:Jedro pravokotnega pieega prereza

B) Krog (slika1.83.

A4

Preséista nevtralne osi s koordinatnima osema @otw z engbama

. .9
°T TN’ 0T Tyt YT A, 4n R4 '

S

Za tatko A narobu prénega prereza je

. R R
yn = Rcosp, 2y =Rsing — y,=— , 2= ————.
4 cos ¢ 4sin @

A

V preglednicil.1llprikazujemo izréun preseéist nevtralnih osi, ki dolajo jedro prereza, s koordinat-
nima osemy in z za tri razltne velikosti kotap.

Tabela 1.11: Odsekg, in z,

Prijemal&Ce sile | Velikost kotayp Odsekay, in z,
A 0 Yo = —%, 2o = o0
T RV2 RV2
B ul y= — VS = V2
4 4 4
T R
C 5 Yo = 00, Zo = 7

Neskortno nevtralnih osi, ki ustrezajo prijem&iem na robu prereza, ddajo jedro prereza okrogle
oblike (slikal.83.
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Slika 1.83:Pretni prerez krdne oblike in jedro tega prereza

C) T prerez (slika1.84).

J AR

Slika 1.84:Pretni prerez oblikerke T

Geometrijske karakteristike:

2
A; =40 cm”,
29 _
2z =4 cm,

I, = 533.33 cm*,

I, =173.33 cm?,

i2 = I,/A, = 13.33 cm?,
i2=1,/A, = 4.33 cm?.

(1.166)

PreséisCa nevtralnih osi z glavnima vztrajnostnima osema skazste pr&nega prereza prikamo v
preglednici 1.12, obliko jedra prerezsestkotnik) pa na slikl.85
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Tabela 1.12: Pregé&Ca premic, ki dol@ajo jedro prereza, z oseman z

Totka robu prereza yn | 2y | Yo = —i2/yn | 20 = —i2/2N
1 -5 —4 0.867 3.333
2 5 | —4 —0.867 3.333
3 5 | —2 —0.867 6.667
5 1| 8 —4.333 ~1.667
6 ~1 | 8 4.333 —1.667
8 -5 -2 0.867 6.667

yz

Slika 1.85:Jedro prereza za T prerez

RACUN KOORDINAT TOCK ROBA JEDRA PREREZA

v v

Koordinate t@k na robu jedra pfmega prereza dadimo z en&bami za koordinati pregsé&cta dveh
premic. En&bi premic nevtralnih osi in b zapsemo takole:

premicaa :

premicab :

YNa ZNa

(> Y

YNy
2
ZZ

Y

5 Y+ 2 z+1=

0,

z
y+é¥z+1:Q

Z ynq IN 2y, 0zn&imo koordinati prijemakCa sile N za premicaz. Koordinati preséisCa premica in
b 0zn&imo zyp in zp ter izr&unamo z engbama:

yp = )
YNa ZNb — ZNa YNb

(2Na — 2Nb) 12

(YNt — YNa) iy

YNa ZNb — ZNa YNb
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V preglednicil.13prikazujemo rédun koordinat t6k na robu jedra prereza za pre prerez oblikerke
T.

Tabela 1.13: Réun koordinat tok, ki doloCajo jedro prereza

Prijemalste | yna | 2Na | 2Na — 2Nb | YNa ZNb — ZNa YN | Yp | TOCKka
sile N YNb | ZNb | YNb — YNa zp | jedra
1 -5 | -4 0 40 0.00 A

2 5 | —4 10 3.33
2 5 | —4 —2 10 —0.87 B
3 5 | =2 0 0.00
3 5 | =2 —10 42 —1.03 C
5 1 8 —4 —1.27
5 1 8 0 16 0.00 D
6 —1 8 —2 —1.67
6 —1 8 10 42 1.03 E
8 -5 | =2 —4 —1.27
8 -5 | =2 2 10 0.87 F
1 -5 | -4 0 0.00

Primer 1.24 DoloCimo koordinate tok na robu jedra prereza, prikazanem na slikB6

> 8 1

Slika 1.86:Geometrijski podatki prerez

Koordinati t&i&ta in vztrajnostne momente iZnianamo glede na koordinatna sistema in y, z (slika
1.87).

Koordinati tezisCa sta
yr = 2.21 cm, Zzr = 8.79 cm.
Geometrijske karakteristike so

Ay =2lcm, I =362.04cm®, II =144.04cm?, I =-133.71cm".

Al [H] [«
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Slika 1.87:a) Ra&un tezista b) R&un vztrajnostnih momentov

Smer glavnih vztrajnostnih osi je

2. (—133.71
tg2a = ( ) _ ~1.23, 2a=-50.81°, a=—25.41°.

362.04 — 144.04
Velikosti glavnih vztrajnostnih momentov sta

I} = 425.55 cm?, I, = 80.52 cm*.

Smer osin doloca kota = —25.41°
I(a = —25.41°) = 425.55 cm*.

T

7
|
1
Y

208t z
3 4

Slika 1.88:Koordinatni osiy, z in glavni osin, ¢

Racun koordinat konveksnih &k v koordinatnem sistemw, ¢ (slika 1.89.

Koordinatin in ¢ izraCunamo po erzbah

n =ycosa+ zsinq, ( = zcosa — ysina.

Al L] [a|]
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