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Slika 1.15:Koordinatni osiyT in zT potekata skozi těziščeTp prěcnega prereza

Zasuk koordinatnega sistema

Sedaj si oglejmo vztrajnostne momente glede na dva med seboj zavrtena koordinatna sistemay, z in η, ζ,
ki imata skupno koordinatno izhodišče v poljubni tǒcki O. Kot med osjoy in osjoη oznǎcimo zα (slika
1.16). Zvezo med koordinatami poljubne točkeT v obeh koordinatnih sistemih podajata enačbi (slika
1.16)

η = y cosα+ z sinα, ζ = −y sinα+ z cosα.

Slika 1.16:Koordinatna osη je glede na osy zasukana za kotα

Osna vztrajnostna momenta in deviacijski vztrajnostni moment glede na osiη in ζ izračunamo z enǎcbami:

Iη =
∫
Ax

ζ2 dAx = Iz sin2 α+ 2Iyz sinα cosα+ Iy cos2 α,

Iζ =
∫
Ax

η2dAx = Iz cos2 α− 2Iyz sinα cosα+ Iy sin2 α,
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Iηζ = −
∫
Ax

η ζ dAx = (Iz − Iy) sinα cosα+ Iyz(cos2 α− sin2 α).

Zadnje tri enǎcbe lahko z upǒstevanjem zvez

sin2 α =
1
2
(1− cos 2α), cos2 α =

1
2
(1 + cos 2α), sinα cosα =

1
2

sin 2α

zapǐsemo z dvojno vrednostjo kotaα

Iη =
Iy + Iz

2
+
Iy − Iz

2
cos 2α+ Iyz sin 2α,

Iζ =
Iy + Iz

2
− Iy − Iz

2
cos 2α− Iyz sin 2α,

Iηζ = −Iy − Iz
2

sin 2α+ Iyz cos 2α.

(1.99)

Težiščni vztrajnostni momenti enostavnih likov

V preglednici1.1 podajamo těziščne vztrajnostne momente za ravninske like enostavnih oblik. Vztra-
jnostne momente takih likov izračunamo,̌ce upǒstevamo enǎcbe (1.94), (1.98) in (1.99).

Tabela 1.1: Těziščni vztrajnostni momenti

Pravokotnik
IT
y =

bh3

12
=
Axh

2

12

IT
z =

hb3

12
=
Axb

2

12
IT
yz = 0

Ax = bh

Trikotnik
IT
y =

Axh
2

18
, IT

yz =
A2

x

9
ψ

IT
z =

Axb
2

72
(3 + 4ψ2)

ψ =
h

b
ctgα, Ax =

bh

2

vT =
h

3
, uT =

b

6
(3− 2ψ)
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PREGLEDNICA 1.1 (nadaljevanje): Těziščni vztrajnostni momenti

Enakokraki trikotnik
IT
y =

bh3

36
=
Axh

2

18

IT
z =

hb3

48
=
Axb

2

24
Iyz = 0

Ax =
bh

2
, vT =

h

3

Pravokotni trikotnik
IT
y =

Axh
2

18
, IT

z =
Axb

2

18

IT
yz =

A2
x

18

Ax =
bh

2

Krog
IT
y =

πd4

64
=
πr4

4
=
Axd

2

16

IT
z =

πd4

64
, IT

y = IT
z

IT
yz = 0

Ax =
πd2

4
= πr2

Šesterokotnik
IT
y =

5
√

3a4

16

IT
z =

5
√

3a4

16
, IT

y = IT
z

IT
yz = 0

Ax =
3
√

3 a2

2
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PREGLEDNICA 1.1 (nadaljevanje): Těziščni vztrajnostni momenti

Osmerokotnik
IT
y =

1 + 2
√

2
6

r4

IT
z =

1 + 2
√

2
6

r4, IT
y = IT

z

IT
yz = 0

Ax = 2
√

2 r2

Polkrog
IT
y = r4

(
π

8
− 8

9π

)
IT
z =

πr4

8
, IT

yz = 0

Ax =
πr2

2

e1 =
4r
3π
, e2 =

r

3π
(3π − 4)

Četrtina kroga
IT
y = r4

(
π

16
− 4

9π

)
IT
z = r4

(
π

16
− 4

9π

)
,

IT
yz = r4

(
4
9π

− 1
8

)
,

e2 =
r

3π
(3π − 4),

IT
y = IT

z

Ax =
πr2

4

e1 =
4r
3π

Krožni izsek
IT
y =

r4

72ϕ
(18ϕ2 + 9ϕ sin 2ϕ− 32 sin2 ϕ)

IT
z =

r4

8
(2ϕ− sin 2ϕ),

Ax = r2ϕ,

IT
yz = 0

e =
2r sinϕ

3ϕ
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PREGLEDNICA 1.1 (nadaljevanje): Těziščni vztrajnostni momenti

Kvadratna parabola
IT
y =

16ba3

175

IT
z =

4ab3

15
,

Ax =
4ab
3
,

IT
yz = 0

e =
3a
5

Polovica kvadratne parabole
IT
y =

8ba3

175
,

IT
yz = −a

2b2

60
,

e =
3a
5
,

c =
3b
4
,

IT
z =

19ab3

480

Ax =
2ab
3

e1 =
3b
8

d =
4a
10

Ekstremne vrednosti osnih vztrajnostnih momentov

Velikost vztrajnostnih momentovIη in Iζ v (1.99) se spreminja v odvisnosti od kotaα. Iη in Iζ imata
ekstremni vrednosti pri kotih, ki ju določimo iz pogojev za ekstrem

dIη
dα

= −(Iy − Iz) sin 2α+ 2 Iyz cos 2α = 0.

Iz te enǎcbe sledi

tg2αη =
2 Iyz

Iy − Iz
.

Z αη smo oznǎcili kot med osemay in η, pri katerem imaIη ekstremno vrednost. Podobno dobimo za
vztrajnostni momentIζ

dIζ
dα

= (Iy − Iz) sin 2α− 2 Iyz cos 2α = 0

oziroma

tg2αζ =
2 Iyz

Iy − Iz
.

αζ je kot med osemay in η, pri katerem imaIζ ekstremno vrednost. Ugotovimo lahko, da smo dobili
enaka izraza zaαη in αζ . Zato lahko uvedemo oznakoαg

αη = αζ ≡ αg.

Kot αg izračunamo iz enǎcbe

tg2αg =
2 Iyz

Iy − Iz
(1.100)
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in dobimo

2αg = arctg
(

2 Iyz

Iy − Iz

)
+ kπ → αg =

1
2
arctg

(
2 Iyz

Iy − Iz

)
+ k

π

2
= ᾱg + k

π

2
,

k = . . .− 2,−1, 0, 1, 2, . . .
(1.101)

Iz enǎcbe (1.101) sledi, da imata vztrajnostna momentaIη in Iζ ekstremni vrednosti glede na dve med
seboj pravokotni osi. Imenujemo juglavni vztrajnostni osi in oznǎcimo zηg, ζg, pripadajǒca vztrajnos-
tna momenta paglavna vztrajnostna momentaIηg, Iζg. Glavni vztrajnostni osiηg in ζg izberemo tako,
da podobno kot enotski vektorji~ex, ~ey in ~ez tudi enotski vektorji~eξ, ~eη in ~eζ tvorijo desnosǔcno bazo.
Na sliki 1.17prikazujemo primera, ko smo v enačbi (1.101) izbrali zak vrednost nǐc oziroma ena.

Slika 1.17:a) Kotαg = ᾱg, če jek = 0 b) Kot αg = ᾱg + π/2, če jek = 1

Velikosti I11 in I22 ekstremnih osnih vztrajnostnih momentov dobimo,čeαg iz (1.101) vstavimo v prvo
izmed enǎcb (1.99), pripadajǒci deviacijski vztrajnostni moment pa iz tretje izmed enačb (1.99). Za kot
α = αg dobimo

I11 =
Iy + Iz

2
+
Iy − Iz

2
cos 2αg + Iyz sin 2αg, (1.102)

I12 = −Iy − Iz
2

sin 2αg + Iyz cos 2αg = 0. (1.103)

V enǎcbi (1.102) prenesemo prvǐclen na levo stran in enačbo kvadriramo(
I11 −

Iy + Iz
2

)2

=
(Iy − Iz)2

4
cos2 2αg + I2

yz sin2 2αg + (Iy − Iz) Iyz sin 2αg cos 2αg.

Če prǐstejem kvadrat enačbe (1.103)

I2
12 =

(Iy − Iz)2

4
sin2 2αg + I2

yz cos2 2αg − (Iy − Iz) Iyz sin 2αg cos 2αg = 0

in dobimo(
I11 −

Iy + Iz
2

)2

=
(Iy − Iz)2

4
(sin2 2αg + cos2 2αg) + I2

yz(sin
2 2αg + cos2 2αg).
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Upǒstevamo, da jesin2 2αg + cos2 2αg = 1. Pri korenjenju enǎcbe moramo upǒstevati pozitivni in
negativni predznak. Zato dobimo dve rešitvi, I11 in I22:

I11,22 =
Iy + Iz

2
±

√(
Iy − Iz

2

)2

+ I2
yz. (1.104)

Z enǎcbama (1.100) in (1.104) dobimo le glavni smeri in velikosti glavnih vztrajnostnih momentov, ne
vemo pa, kateri glavni smeri pripada večji oziroma manǰsi glavni vztrajnostni moment iz enačbe (1.104).
Zato smo uporabili novo oznakoI11 oziromaI22 za glavna vztrajnostna momenta. Enačba (1.103) kaže,
da jedeviacijski vztrajnostni moment glede na glavni vztrajnostni osi enak nǐc.

Primer 1.2 Določimo deviacijski vztrajnostni moment za prečni prerezAx, ki je simetrǐcen glede na eno
izmed koordinatnih osi.

Vzemimo, da je prerez simetričen glede na osz (slika1.18).

Slika 1.18:Prěcni prerezAx je simetrǐcen glede na osz

Rob simetrǐcnega prereza je podan z enačbama

y1 = f(z), y2 = −f(z).

Deviacijski vztrajnostni momentIyz računamo po enǎcbi

Iyz = −
∫
Ax

y z dAx.

Integral po ploskvi prevedemo na dvojni integral

Iyz = −
∫
Ax

y z dAx =

z2∫
z1

f(z)∫
−f(z)

y z dy dz =

z2∫
z1

z

 f(z)∫
−f(z)

y dy

 dz =

z2∫
z1

z

(
y2

2

∣∣∣∣f(z)

−f(z)

)
dz =

=

z2∫
z1

z

2
(
f2(z)− f2(z)

)
dz = 0.
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Dokazali smo, da je deviacijski vztrajnostni momentIyz enak nǐc, če je ena od osiy ali z simetrijska os
prereza. Iz enǎcbe (1.103) sledi, da sta osiy in z v tem primeru glavni vztrajnostni osi prečnega prereza.

Primer 1.3 Določimo izraze za vztrajnostne momente glede na poljubni med seboj pravokotni osiη in
ζ, če poznamo vztrajnostne momente glede na glavni vztrajnostni osiy in z! Ugotovimo tudi, kaj dobimo
v primeru, ko sta glavna osna vztrajnostna momenta enaka!

Če sta osiy in z glavni vztrajnostni osi, jeIyz enak nǐc. Enǎcbe (1.99) se poenostavijo

Iη =
Iy + Iz

2
+
Iy − Iz

2
cos 2α,

Iζ =
Iy + Iz

2
− Iy − Iz

2
cos 2α,

Iηζ = −Iy − Iz
2

sin 2α.

Če sta glavna vztrajnostna momenta enaka(Iy = Iz), iz gornjih enǎcb sledi

Iη = Iζ =
Iy + Iz

2
, Iηζ = 0.

To pomeni, da je v tem primeru deviacijski vztrajnostni moment glede na poljubni pravokotni osiη, ζ
enak nǐc in sta zato tudi osiη in ζ glavni vztrajnostni osi. Taki liki so poljubni enakostranični mnogokot-
niki (enakostranǐcni trikotnik, kvadrat, pravilni petkotnik), krog, enakokrake zvezde in podobno.

Primer 1.4 Določimo vztrajnostne momente glede na poljubni osiy in z za prěcni prerez, ki ga lahko
razdelimo na enostavne geometrijske like (preglednica 1.1). Pri reševanju naloge uporabi enačbe za
vzporedno premaknitev koordinatnega sistema (slika1.15, enǎcba(1.98)).

Vzemimo, da imamo prěcni prerez, ki ga lahko razdelimo na polkrožno, trikotno in pravokotno površino
in da sta osiy in z vzporedni stranicam pravokotnika (slika1.19).

Iz podanih enǎcb sledi, da so vztrajnostni momenti glede na osiy in z za primer, ko smo prerez razdelili
nan enostavnih povřsin, enaki:

Iy =
n∑

i=1

Iyi =
n∑

i=1

(IT
yi + z2

Tpi
Axi),

Iz =
n∑

i=1

Izi =
n∑

i=1

(IT
zi + y2

Tpi
Axi),

Iyz =
n∑

i=1

Iyzi =
n∑

i=1

(IT
yzi − yTpi zTpi Axi).

(1.105)

Pri tem smo upǒstevali, da lahko integral po celotnem prerezuAx razdelimo na integrale po posameznih
delnih povřsinah in tako dobljene vrednosti seštejemo. Těziščne vztrajnostne momente za posamezne
enostavne like dobimo v preglednici 1.1.
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Slika 1.19:Prěcni prerez razdelimo na enostavne like

V primeru, da ima prerez odprtino, lahko določimo vztrajnostne momente tako, da od vztrajnostnega
momentaIb.o. za lik brez odprtine oďstejemo vztrajnostni momentIod. odprtine. Za osni vztrajnostni
momentIy bi na ta nǎcin dobili:

Iy = Ib.o. − Iod.
y .

Primer 1.5 Določimo glavne vztrajnostne momente ter smeri glavnih vztrajnostnih osi glede na težišče
za lik, prikazan na sliki1.20!

Slika 1.20:Dimenzije in oblika lika

Nalogo rěsimo tako, da najprej določimo vztrajnostne momente glede na poljubno izbrani osiy in z, nato
pa z uporabo Steinerjevega pravila izračunamo vztrajnostne momente glede na težiščni osi.
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1. Razdelitev prereza in izbira koordinatnega sistema(slika1.21)

Slika 1.21:Prěcni prerez razdelimo na polkrog, pravokotnik in trikotnik

2. Dolǒcitev lege tězišča

yTp =

3∑
i=1

yTpi Axi

3∑
i=1

Axi

, zTp =

3∑
i=1

zTpi Axi

3∑
i=1

Axi

,

Ax =
π

2
· 62 + 12 · 4 +

5 · 6
2

= 119.549 cm2,

yTp =
(
π

2
· 62 · 6 + 12 · 4 · 6 +

5 · 6
2

· 6
3

)
1

119.549
= 5.50 cm,

zTp =
(
π · 62

2

(
− 4 · 6

3 · π

)
+ 12 · 4 · 2 +

6 · 5
2

(
4 +

5
3

))
1

119.549
= 0.31 cm.

Rǎcunanje lege tězišča prikǎzimo še v preglednici1.2:

Tabela 1.2: Dolǒcitev koordinatyT in zT

i Axi yTpi zTpi zTpi Axi yTpi Axi

1 56.55 6.000 −2.546 −144.00 339.29
2 48.00 6.000 2.000 96.00 288.00
3 15.00 2.000 5.667 85.00 30.00∑

119.55 37.00 657.29

Koordinati tězišča sta

yTp = Sz/Ax = 657.29/119.55 = 5.50 cm,
zTp = Sy/Ax = 37/119.55 = 0.31 cm.
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Vztrajnostna momentaIy, Iz in deviacijski momentIyz izračunamo na dva načina. V prvem primeru
izračunamo te kolǐcine najprej na osiy in z, nato pa ju po enǎcbah (1.98) izračunamo glede na težiščni
osiyT in zT . V drugem primeru rǎcunamo vztrajnostne momente takoj na težiščni osiyT in zT .

3. Vztrajnostni momenti glede na osiy in z

Iy = 64

(
π

8
− 8

9 π

)
+
(

4 · 6
3 · π

)2 π · 62

2
+

12 · 43

12
+ 22 · 12 · 4 +

6 · 5
2

52

18
+
(

4 +
5
3

)2 6 · 5
2

=

= 1267.47 cm4,

Iz =
π · 64

8
+ 62π · 62

2
+

4 · 123

12
+ 62 · 12 · 4 +

6 · 5
2

62

18
+
(

6
3

)2 6 · 5
2

= 4938.69 cm4,

Iyz =
(

6 · 5
2

)2

· 1
18
−
(
− 4 · 6

3 · π
6
π · 62

2
+ 6 · 2 · 12 · 4 +

6
3

(
4 +

5
3

)
5 · 6
2

)
= 130.47 cm4.

Rǎcun vztrajnostnih momentov prikažimo še v preglednici1.3:

Tabela 1.3: Rǎcun vztrajnostnih momentov za osiy in z

i Axi IT
yi IT

zi IT
yzi yTpi zTpi y2

Tpi
Axi z2

Tpi
Axi yTpi zTpi Axi

1 56.55 142.25 508.94 0.00 6.000 −2.546 2035.75 366.69 −884.0
2 48.00 64.00 576.00 0.00 6.000 2.000 1728.00 192.00 576.0
3 15.00 20.83 30.00 12.50 2.000 5.667 60.00 481.67 170.0∑

119.55 227.08 1114.94 12.50 3823.75 1040.36 −118.0

Vztrajnostna in deviacijski moment so (enačbe (1.105))

Iy = 227.08 + 1040.36 = 1267.44 cm4,

Iz = 1114.94 + 3823.75 = 4938.69 cm4,

Iyz = 12.5− (−118) = 130.5 cm4.

4. Transformacija na težiščni osiyT in zT (enǎcbe (1.98))

IT
y = Iy − z2

Tp
Ax = 1267.44− 0.312 · 119.55 = 1255.99 cm4,

IT
z = Iz − y2

Tp
Ax = 4938.69− 5.502 · 119.55 = 1324.83 cm4,

IT
yz = Iyz + yTp zTp Ax = 130.50 + 0.31 · 5.50 · 119.55 = 333.93 cm4.



36 1 Upogib z osno silo

5. Rǎcun vztrajnostnih momentov glede na těziščni osiyT in zT (enǎcbe (1.105))

Rǎcun vztrajnostnih momentov na težiščni osi, ne da bi prej izrǎcunali vztrajnostne momente glede na
osiy in z, prikazujemo v preglednici1.4(glej sliko1.22):

Tabela 1.4: Vztrajnostni momenti za težiščni osiyT in zT

i Axi IT
yi IT

zi IT
yzi yT,Tpi zT,Tpi y2

T,Tpi
Axi z

2
T,Tpi

Axi yT,Tpi zT,Tpi Axi

1 56.55 142.25 508.94 0.00 0.5019 −2.8560 14.24 461.24 −81.06
2 48.00 64.00 576.00 0.00 0.5019 1.6905 12.09 137.17 40.73
3 15.00 20.83 30.00 12.50 −3.4981 5.3572 183.55 430.49 −281.10∑

119.55 227.08 1114.94 12.50 209.89 1028.91 −321.43

Vztrajnostna in deviacijski moment so (enačbe (1.105))

Iy = 227.08 + 1028.91 = 1255.99 cm4,

Iz = 1114.94 + 209.89 = 1324.83 cm4,

Iyz = 15.5− (−321.43) = 333.93 cm4.

Slika 1.22:RazdaljeyT,Tpi
in zT,Tpi

glede na těziščni osiyT in zT

6. Velikosti glavnih osna vztrajnostnih momentov glede na tězišče prěcnega prereza(enǎcba (1.104))

I11,22 =
1256 + 1324.8

2
+

√(
1256− 1324.8

2

)2

+ 333.92,

I11 = 1626.1 cm4, I22 = 954.7 cm4.

Kot glavnih vztrajnostnih osi izrǎcunamo po enǎcbi (1.100)

tg2αg =
2 · 333.9

1256− 1324.8
= −9.70 → 2αg = −84.1◦± 180◦k → αg = −42.06◦± k · 180◦

2
.
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Zak = 0, dobimo

Iηg =
1256 + 1324.8

2
+

1256− 1324.8
2

· cos(−84.1◦) + 333.9 · sin(−84.1◦) = 954.7 cm4.

Na sliki 1.23prikazujemo glavni vztrajnostni osiηg in ζg.

Slika 1.23:Lega tězišča in smeri glavnih vztrajnostnih osia

Podobno izrǎcunamo tudi drugi glavni vztrajnostni moment

Iζg =
1256 + 1324.8

2
− 1256− 1324.8

2
· cos(−84.1◦)− 333.9 · sin(−84.1◦) = 1625.47 cm4.

Prečni prerezi poligonalne oblike

Geometrijske karakteristike prečnih prerezov so definirane s ploskovnimi integrali. Z uporabo Green-
ovega integralnega izreka oziroma Greenovo formulo† lahko povřsinske integrale izrazimo s krivuljnimi
integrali: ∫

Ax

(
∂Pz

∂y
− ∂Py

∂z

)
dAx =

∫
Cx

(Py dy + Pz dz). (1.106)

Funkciji Py(y, z) in Pz(y, z) sta zvezni in imata zvezna odvoda∂Py/∂z in ∂Pz/∂y znotraj in na robu
obmǒcjaAx. Cx je zvezna mejna krivulja, ki dolǒca prěcni prerezAx. Oglejmo si dva primera:

1. Pz = 0, Py =
yk zm+1

m+ 1
; k,m = 0, 1, 2, . . .

V tem primeru dobimo z Greenovim izrekom∫
Ax

yk zm dAx = −
∫
Cx

yk zm+1

m+ 1
dy. (1.107)

† J. Vrabec, Stokesov in Gaussov izrek I, Obzornik za matematiko in fiziko, 36, 1, 1-12, 1989,
J. Vrabec, Stokesov in Gaussov izrek II, Obzornik za matematiko in fiziko, 36, 2, 33-44, 1989.
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2. Py = 0, Pz =
yk+1 zm

k + 1
; k,m = 0, 1, 2, . . .

V tem primeru pa je ∫
Ax

yk zm dAx =
∫
Cx

yk+1 zm

k + 1
dz. (1.108)

Sedaj si oglejmo prěcni prerez poligonalne oblike (slika1.24).

Slika 1.24:Rob prěcnega prereza določa poligonalnǎcrta

Ugotovimo lahko, da veljajo naslednje zveze:

y = yi + ȳ, z = zi + z̄, ∆yi = yi+1 − yi, ∆zi = zi+1 − zi.

Iz podobnosti trikotnikov sledi

ȳ =
∆yi

∆zi
z̄.

S tem sta dolǒceni zveziy = y(z̄) in z = z(ȳ)

y = yi +
∆yi

∆zi
z̄, z = zi +

∆zi
∆yi

ȳ.

Sedaj si oglejmo primer, da jem = 0, k = 0 in uporabimo enǎcbo (1.108):

∫
Ax

dAx = Ax =
∫
Cx

y dz =
n∑

i=1

zi+1∫
zi

y dz,

kjer jen število robov poligonalnega prečnega prereza. Integral izrazimo z novo spremenljivkoz̄

z = zi → z̄ = 0, z = zi+1 → z̄ = zi+1 − zi = ∆zi.
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Če upǒstevamo, da jedz = dz̄ in izrazimoy z z̄, dobimo

Ax =
n∑

i=1

∆zi∫
0

(
yi +

∆yi

∆zi
z̄

)
dz̄ =

n∑
i=1

(
yi ∆zi +

∆yi

∆zi
∆z2

i

2

)
=

=
n∑

i=1

∆zi

(
yi +

yi+1 − yi

2

)
=

1
2

n∑
i=1

(yi+1 + yi)(zi+1 − zi).

Pri rǎcunu moramo upǒstevati, da jeyn+1 = y1, zn+1 = z1.

V nadaljevanju prikǎzemo primere za različne vrednostim in k. Pri tem predstavlja prvi integral izraz
po enǎcbi (1.107), drugi integral pa po enačbi (1.108).

m = 0, k = 0 → Ax = −
∫
Cx

z dy =
∫
Cx

y dz,

m = 1, k = 0 → Sy = −1
2

∫
Cx

z2 dy =
∫
Cx

y z dz,

m = 0, k = 1 → Sz = −
∫
Cx

y z dy =
1
2

∫
Cx

y2 dz,

m = 2, k = 0 → Iy = −
∫
Cx

z3

3
dy =

∫
Cx

y z2 dz,

m = 0, k = 2 → Iz = −
∫
Cx

y2 z dy =
∫
Cx

y3

3
dz,

m = 1, k = 1 → Iyz =
∫
Cx

y z2

2
dy = −

∫
Cx

y2 z

2
dz.

(1.109)

Poďcrtani so tisti integrali, s katerimi izračunamo geometrijske karakteristike, podane v nadaljevanju:

Ax =
1
2

n∑
i=1

(yi+1 + yi)(zi+1 − zi),

Sy = −1
6

n∑
i=1

(yi+1 − yi)(z2
i+1 + zi zi+1 + z2

i ),

Sz =
1
6

n∑
i=1

(zi+1 − zi)(y2
i+1 + yi yi+1 + y2

i ),

Iy = − 1
12

n∑
i=1

(yi+1 − yi)(z3
i+1 + z2

i+1 zi + zi+1 z
2
i + z3

i ),
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Iz =
1
12

n∑
i=1

(zi+1 − zi)(y3
i+1 + y2

i+1 yi + yi+1 y
2
i + y3

i ),

Iyz = − 1
24

n∑
i=1

(zi+1 − zi)
(
zi+1(3 y2

i+1 + 2 yi+1 yi + y2
i ) + zi(3 y2

i + 2 yi+1 yi + y2
i+1)

)
Pri vseh izrazih velja

yn+1 = y1, zn+1 = z1.

Kordinati těziščayTp in zTp določimo iz enǎcb (1.95)

yTp =
Sz

Ax
, zTp =

Sy

Ax
.

Vztrajnostni momenti glede na vzporedno premaknjeni osiyT , zT skozi tězišče Tp prěcnega prereza
izračunamo iz enǎcb (1.98):

IT
y = Iy − z2

Tp
Ax, IT

z = Iz − y2
Tp
Ax, IT

yz = Iyz + yTp zTp Ax.

V primeru, ko ima prěcni prerez notranje odprtine, moramo vozlišča sklenjene krivuljeCx podati tako,
kot kǎze slika1.25. Po robu prereza vedno potujemo tako, da je material na levi strani, praznina pa na
desni.

Slika 1.25:Rob prěcnega prereza obkrožimo v pozitivni smeri

1.2.8 Rǎcunanje pomikov in zasukov

Primer 1.6 Izračunajmo upogibnico za konzolo, obteženo s konstantno linijsko obtežboPz (slika1.26)!
Osiy in z sta glavni vztrajnostni osi. Nalogo rešimo po enǎcbah(1.80) in (1.87).

Za rěsitev diferencialne enačbe upogibnice za navpični pomikw (enǎcba (1.80))

d2w

dx2
= −My

EIy
.

potrebujemo upogibni momentMy. V obravnavanem primeru je

My = −Pz x
2

2
.
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Slika 1.26:Konzola je obtězena s konstantno linijsko obtežboPz

Diferencialno enǎcbo upogibnice
d

dx

(
dw

dx

)
=

Pz x
2

2E Iy
mnǒzimo zdx in integriramo (nedolǒceno integriranje)∫

d

(
dw

dx

)
=
∫

Pz x
2

2E Iy
dx → dw

dx
=

Pz x
3

6E Iy
+ C1. (1.110)

Zadnjo enǎcboše enkrat mnǒzimo zdx in integriramo∫
dw =

∫ (
Pz x

3

6E Iy
+ C1

)
dx → w =

Pz x
4

24E Iy
+ C1 x+ C2. (1.111)

KonstantiC1 in C2 izračunamo izrobnih pogojev

x = L : w = 0 in
dw

dx
= 0. (1.112)

Robna pogoja (1.112) izrazimo s pomikomw (enǎcbi (1.110) in (1.111))

Pz L
4

24E Iy
+ C1 L+ C2 = 0,

Pz L
3

6E Iy
+ C1 = 0

in dobljeni enǎcbi rěsimo

C1 = −Pz L
3

6E Iy
, C2 =

Pz L
4

8E Iy
. (1.113)

Konstanti (1.113) vstavimo v (1.110) in (1.111) in dobimo izraz za navpični pomikw in za zasukωy

(enǎcba (1.59)) za poljubno tǒcko na osi nosilca

w =
Pz

24E Iy
(x4 − 4L3 x+ 3L4), ωy = −dw

dx
=

Pz

6E Iy
(L3 − x3).

PomikwA in zasukωAy točkeA pri x = 0 sta:

wA =
Pz L

4

8E Iy
, ωAy =

Pz L
3

6E Iy
.

Nalogo rěsimoše po enǎcbah (1.87)
d4w

dx4
=

Pz

E Iy
. (1.114)
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Enǎcbo (1.114) štirikrat integriramo (nedolǒceno integriranje)

d3w

dx3
=

Pz x

E Iy
+ C1,

d2w

dx2
=

Pz x
2

2E Iy
+ C1 x+ C2,

dw

dx
=

Pz x
3

6E Iy
+ C1

x2

2
+ C2 x+ C3,

w =
Pz x

4

24E Iy
+ C1

x3

6
+ C2

x2

2
+ C3 x+ C4.

(1.115)

Ker rěsujemo diferencialno enačbočetrtega reda, nastopajo v rešitvi štiri konstante. Upǒstevati moramo
štiri robne pogoje

x = 0 : My = 0, Nz = 0,
x = L : w = 0, ωy = 0.

(1.116)

Ker sta pogoja prix = 0 izražena s silami, sta tostatična robna pogoja. Pogoja prix = L sta izrǎzena s
pomikom in zasukom in sta zatokinematična robna pogoja. Statǐcna robna pogoja izrazimo s pomikom
w, če upǒstevamo enǎcbi (1.81) in (1.83)

My = −E Iy
d2w

dx2
, Nz = −E Iy

d3w

dx3
+ My. (1.117)

V obravnavanem primeru lahko zapišemo statǐcna robna pogoja takole:

d2w

dx2
= 0,

d3w

dx3
= 0.

Vseštiri robne pogoje (1.116) zapǐsemo z upǒstevanjem enǎcbe (1.115)

C2 = 0,
C1 = 0,

Pz L
4

24E Iy
+ C1

L3

6
+ C2

L2

2
+ C3 L+ C4 = 0,

Pz L
3

6E Iy
+ C1

L2

2
+ C2 L+ C3 = 0.

Enǎcbe rěsimo in dobimoC1 = 0, C2 = 0, C3 = −Pz L
3/(6E Iy), C4 = Pz L

4/(8E Iy). Konstanti
C1, C2, C3 in C4 vstavimo v (1.115) in dobimo izraz za navpični pomikw in za zasukωy za poljubno
točko na osi nosilca

w =
Pz

24E Iy
(x4 − 4L3 x+ 3L4), ωy = −dw

dx
=

Pz

6E Iy
(L3 − x3).
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Dobili smo enak rezultat, kot v primeru, ko smo reševali diferencialno enačbo drugega reda. Prečno silo
Nz in upogibni momentMy lahko izrǎcunamo iz pomikaw po enǎcbah (1.117)

Nz = −E Iy
d3w

dx3
= −Pz x, My = −E Iy

d2w

dx2
= −Pz x

2

2
.

Primer 1.7 Izračunaj pomike in notranje sile za enkrat statično nedolǒcen nosilec (n = 3+1−3·1 = 1)
na sliki 1.27! Glavni osi prěcnega prereza sovpadata s koordinatnima osemay in z

Slika 1.27:Nosilec je obtězen s konstantno linijsko obtežboPz

Diferencialna enǎcba drugega reda

Konstrukcija je statǐcno nedolǒcena.Če jo rěsujemo z diferencialno enačbo drugega reda

d2w

dx2
= −My

EIy
,

jo moramo spremeniti v statično dolǒceno konstrukcijo. To lahko naprimer naredimo tako, da odstranimo
desno podporo in njen vpliv nadomestimo z reakcijoBZ , katere velikostǐse ne poznamo (slika1.28).

Slika 1.28:Statǐcno dolǒcena konstrukcija je obtežena s podano obtežboPz in neznano siloBZ

Upogibni momentMy je

My = −Pz (L− x)2

2
−BZ (L− x).

Diferencialno enǎcbo upogibnice

E Iy
d2w

dx2
=

Pz (L2 − 2Lx+ x2)
2

+BZ (L− x)

dvakrat integriramo:

E Iy
dw

dx
=

Pz

2

(
L2 x− Lx2 +

x3

3

)
+BZ

(
Lx− x2

2

)
+ C1,

E Iy w =
Pz

2

(
L2 x

2

2
− L

x3

3
+
x4

12

)
+BZ

(
L
x2

2
− x3

6

)
+ C1 x+ C2.



44 1 Upogib z osno silo

Tri neznankeC1, C2 in BZ izračunamo iz robnih pogojev:

x = 0 : w(0) = 0, ωy(0) = −dw
dx

∣∣∣∣
0

= 0,

x = L : w(L) = 0.

Iz prvega pogoja sledi, da jeC2 = 0, iz drugega, da jeC1 = 0, iz tretjega pa, da jeBZ = −3 Pz L/8.
Tako dobimo:

w =
Pz x

2

48E Iy
(3L2 − 5Lx+ 2x2),

ωy = −dw
dx

= − Pz x

48E Iy
(6L2 − 15Lx+ 8x2),

My = −E Iy
d2w

dx2
= −Pz

8
(−L2 + 5Lx− 4x2),

Nz = −E Iy
d3w

dx3
+ My = Pz

(
5L
8
− x

)
.

Prěcno silo dolǒca linearna funkcija. Robni vrednosti sta

Nz(+0) =
5 Pz L

8
, Nz(L− 0) =

−3 Pz L

8
.

Upogibni moment dolǒca kvadratna funkcija. Vrednost prix = 0 jeMy(+0) = −Pz L
2/8, pri x = L

paMy(L− 0) = 0. Mesto ekstremne vrednosti dobimo iz

dMy

dx
= Nz + My = Pz

(
5L
8
− x

)
= 0 → xekst =

5L
8

= 0.625L.

My,ekst = 0.0703125 Pz L
2.

Diagrama za prěcno silo in upogibni moment prikazujemo na sliki1.29.

Slika 1.29:Diagram prěcne sileNz in upogibnega momentaMy
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Navpǐcni pomikw:

Mesto ekstremne vrednosti pomikaw izračunamo iz pogoja:

dw

dx
=

Pz

48E Iy
(6L2 x− 15Lx2 + 8x3) = 0 → x (6L2 − 15Lx+ 8x2) = 0.

Rěsitev je:x1 = 0 ter

x2,3 =
15L±

√
152L2 − 4 · 8 · 6L2

16
→ x2 = 1.296L, x3 = 0.578L = xekst.

Ekstremna velikost pomika:

wekst = 0.005416
Pz L

4

48E Iy
Velja še:x = 0 : w = 0 in x = L : w = 0. Potek pomikaw prikazujemo na sliki1.30.

Slika 1.30:Potek navpǐcnega pomikaw

KerBZ poznamo, lahko reakcije izračunamo iz ravnotěznih enǎcb za sile, prikazane na sliki1.28ali pa
iz ravnotěznih pogojev za podpori:AX = −Nx(0),AZ = −Nz(0),MAy = −My(0),BZ = Nz(L).

Nalogo rěsimoše po enǎcbi četrtega reda (1.87)

d4w

dx4
=

Pz

E Iy
. (1.118)

Enǎcbo (1.118) štirikrat integriramo

E Iy
d3w

dx3
= Pz x+ C1,

E Iy
d2w

dx2
= Pz

x2

2
+ C1 x+ C2,

E Iy
dw

dx
= Pz

x3

6
+ C1

x2

2
+ C2 x+ C3,

E Iy w = Pz
x4

24
+ C1

x3

6
+ C2

x2

2
+ C3 x+ C4.

(1.119)

Ker rěsujemo diferencialno enačbočetrtega reda, nastopajo v rešitvi štiri konstante. Upǒstevati moramo
štiri robne pogoje (tri kinematične in en statǐcni robni pogoj)

x = 0 : w(0) = 0, ωy(0) = −dw
dx

∣∣∣∣
0

= 0,

x = L : w(L) = 0, My(L− 0) = 0.



46 1 Upogib z osno silo

Statǐcni robni pogoj izrazimo s pomiki
d2w

dx2

∣∣∣∣
(L−0)

= 0.

Izraze (1.119) vstavimo v robne pogoje in izračunamo konstanteC1 doC4:

C1 = −5 Pz L

8
, C2 =

Pz L
2

8
, C3 = 0, C4 = 0.

Dobimo enak rezultat kot prej:

w =
Pz x

2

48E Iy
(3L2 − 5Lx+ 2x2).

Notranje sile lahko izrǎcunamo iz pomikaw po enǎcbah (1.81) in (1.83), reakcije pa iz ravnotěznih enǎcb
za podpori.

Primer 1.8 Raven konzolni nosilec konstantnega prečnega prereza je vpet v točkiA, v tǒckahC inB pa
deluje obtězbaFCx, FCz,MCy in FBx, FBz,MBy (slika 1.31)! Določimo pomikau in w ter zasukωy v
krajiščuB! Glavni osi prěcnega prereza sovpadata s koordinatnima osemay in z.

Slika 1.31:Konzola je obtězena s tǒckovnimi silami in s tǒckovnima momentoma

Pomikau in w ter zasukωy določamo z integriranjem diferencialnih enačb (1.80) in (1.59)

du

dx
=

Nx

E Ax
,

d2w

dx2
= − My

E Iy
, ωy = −dw

dx
.

Ploščina prěcnega prerezaAx in vztrajnostni moment prěcnega prerezaIy glede na osy se vzdoľz osix
ne spreminjata.

Osno siloNx in upogibni momentMy izračunamo za vsako polje posebej.

Polje 1 (0 ≤ x ≤ c):

Nx = FCx + FBx, My = MBy +MCy − FBz(L− x)− FCz(c− x).

Polje 2 (c ≤ x ≤ L):
Nx = FBx, My = MBy − FBz(L− x).
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Integracijsko obmǒcje moramo razdeliti na odseke (polja), znotraj katerih sta notranji količini Nx in My

zvezni funkciji. Rǎcun pomikau v smeri osix opravimo za vsako polje posebej

E Ax
du(1)

dx
= FCx + FBx, E Ax

du(2)

dx
= FBx.

Enǎcbi pomnǒzimo zdx in integriramo

E Axu
(1) = FCx x+ FBx x+ C1, E Axu

(2) = FBx x+ C2. (1.120)

Za primere, ko integracijsko območje razdelimo na polja, integracijske konstante določimo iz robnih
pogojev in izpogojev geometrijske skladnosti. S pogojem geometrijske skladnosti opišemo zveznost
pomikov in zasukov na meji med poljema. Pri določitvi konstantC1 in C2 v enǎcbah (1.120) je robni
pogoj

x = 0 : u(1) = 0 → C1 = 0,

pogoj geometrijske skladnosti pa je

x = c : u(1) = u(2) → FCx c+ FBx c = FBx c+ C2 → C2 = FCx c.

Pomiku v polju 1 je

u(1) =
1

E Ax
(FCx + FBx)x,

pomiku v polju 2 pa

u(2) =
1

E Ax
(FBx x+ FCx c).

Pomik tǒckeB je

uB = u(2)(x = L) =
1

E Ax
(FBx L+ FCx c).

Tudi rǎcun pomikaw v smeri osiz opravimo za vsako polje posebej

E Iy
d2w(1)

dx2
= −MBy−MCy +FBz (L−x)+FCz (c−x), E Iy

d2w(2)

dx2
= −MBy +FBz (L−x).

Enǎcbi dvakrat integriramo

E Iy
dw(1)

dx
= −MBy x−MCy x+ FBz

(
Lx− x2

2

)
+ FCz

(
c x− x2

2

)
+D1,

E Iy w
(1) = −MBy

x2

2
−MCy

x2

2
+ FBz

(
L
x2

2
− x3

6

)
+ FCz

(
c
x2

2
− x3

6

)
+D1 x+D2,

E Iy
dw(2)

dx
= −MBy x+ FBz

(
Lx− x2

2

)
+D3,

E Iy w
(2) = −MBy

x2

2
+ FBz

(
L
x2

2
− x3

6

)
+D3 x+D4.

(1.121)
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KonstanteD1 doD4 določimo iz robnih pogojev in pogojev geometrijske skladnosti. Robna pogoja v
točki A zapǐsemo z enǎcbama:

x = 0 : w(1) = 0, ω(1)
y = −dw

(1)

dx
= 0.

Pogoja geometrijske skladnosti sta

x = c : w(1) = w(2), ω(1)
y = ω(2)

y → dw(1)

dx
=
dw(2)

dx
.

Če enǎcbe (1.121) vstavimo v robna pogoja in pogoja geometrijske skladnosti, lahko izračunamo neznane
konstanteD1 doD4:

D1 = 0, D2 = 0, D3 = FCz
c2

2
−MCy c, D4 = MCy

c2

2
− FCz

c3

6
.

Pomikw v polju 1 je

w(1) =
1

E Iy

(
−MBy

x2

2
−MCy

x2

2
+ FBz

(
L
x2

2
− x3

6

)
+ FCz

(
c
x2

2
− x3

6

))
.

pomikw v polju 2 pa

w(2) =
1

E Iy

(
−MBy

x2

2
+ FBz

(
L
x2

2
− x3

6

)
+
FCz c

2

6
(3x− c) +

MCy c

2
(c− 2x)

)
.

Pomik tǒckeB je

wB = w(2)(x = L) =
1

E Iy

(
−MBy

L2

2
+ FBz

L3

3
−MCy

2Lc− c2

2
+ FCz

3Lc2 − c3

6

)
.

Zasukωy v polju 1 je

ω(1)
y = −dw

(1)

dx
=

1
E Iy

(
MBy x+MCy x− FBz

(
Lx− x2

2

)
− FCz

(
c x− x2

2

))
,

zasukωy v polju 2 pa

ω(2)
y = −dw

(2)

dx
=

1
E Iy

(
MBy x− FBz

(
Lx− x2

2

)
− FCz

c2

2
+MCy c

)
.

ZasukωBy točkeB je

ωBy = −dw
(2)(x = L)
dx

=
1

E Iy

(
MBy L− FBz

L2

2
+MCy c− FCz

c2

2

)
.
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Pomike in zasuke v tǒcki B zapǐsimoše v matrǐcni obliki

uB

wB

ωBy


=


L

E Ax
0 0

0
L3

3E Iy
− L2

2E Iy

0 − L2

2E Iy
L

E Iy





FBx

FBz

MBy


+

+


c

E Ax
0 0

0
3Lc2 − c3

6E Iy
−2Lc− c2

E Iy

0 − c2

2E Iy
c

E Iy





FCx

FCz

MCy


ali krajše

{uB} = [DBB]{FB}+ [DBC ]{FC}. (1.122)

Če na konzolo deluje le obtežba{FB}, je pomik{uB} enak

{uB({FB}) } = [DBB]{FB}.

Če pa deluje le obtězba{FC}, je pomik{uB} enak

{uB({FC}) } = [DBC ]{FC}.

Če delujeta obe obtežbi istǒcasno, velja enǎcba (1.122). Vidimo torej, da veljazakon superpozicije, ki
ga zapǐsemo z enǎcbo

{uB({FB}+ {FC}) } = {uB({FB}) }+ {uB({FC}) }.

To pomeni, da lahko pomik neke točke konstrukcije zaradi vpliva skupine sil izračunamo kot vsoto
pomikov zaradi vpliva vsake posamezne sile.Zakon superpozicije velja le,če je zveza med pomiki
in obtežbo linearna. Pri teoriji, ki jo obravnavamo, to je majhne pomike in linearno elastični
material, je zveza med pomiki in obtežbo linearna, zato velja zakon superpozicije.

Primer 1.9 Obojestransko vpeti nosilec je obremenjen s točkovnimi silami in momentom prix = c (slika
1.32). Osiy in z sta glavni vztrajnostni osi prěcnega prereza. Izrǎcunajmo reakciji in vpetostni moment
v podporiB!

Če je nosilec vpet na obeh krajiščih, so predpisani naslednji kinematični pogoji

uAx = ωAy = uAz = uBx = ωBy = uBz = 0.

Nosilec je trikrat statǐcno nedolǒcenn = 3 + 3 − 3 · 1 = 3. Šestih reakcijAx,MAy, Az, Bx,MBy in
Bz ne moremo dolǒciti iz treh ravnotěznih pogojev. Zato odstranimo podporo v točki B in njen vpliv
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nadomestimo z ustreznimi reakcijamiBx,MBy in Bz. Te dolǒcimo tako, da je izpolnjeno kinematičnim
robnim pogojem na mestu odstranjene podpore:uBx = ωBy = uBz = 0.

Slika 1.32:Statǐcno nedolǒceni nosilec in enakovredni statično dolǒceni nosileca

Na osnovi rezultatov prejšnjega primera in z upoštevanjem ustreznih robnih pogojev lahko zapišemo

uB =
L

E Ax
Bx +

c

E Ax
FCx = 0,

ωBy = − L2

2E Iy
Bz +

L

E Iy
MBy −

c2

2E Iy
FCz +

c

E Iy
MCy = 0,

wB =
L3

3E Iy
Bz −

L2

2E Iy
MBy +

3 c2 L− c3

6E Iy
FCz −

2 cL− c2

2E Iy
MCy = 0.

To je sistem treh linearnih enačb za tri neznankeBx,MBy in Bz. Njegova rěsitev je

Bx = − c

L
FCx,

MBy =
(( c

L

)3
−
( c
L

)2
)
LFCz −

(
3
( c
L

)2
− 2

( c
L

))
MCy,

Bz =
(

2
( c
L

)3
− 3

( c
L

)2
)
FCz − 6

(( c
L

)2
−
( c
L

))MCy

L
.

(1.123)

Notranje sile izrǎcunamo iz ravnotěznih pogojev za sile, prikazane na sliki1.32. Za polje 1 dobimo:

Nx = FCx +Bx, Nz = FCz +Bz, My = −Bz (L− x)− FCz (c− x) +MBy +MCy,

za polje 2 pa:

Nx = Bx, Nz = Bz, My = −Bz (L− x) +MBy.
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Reakcije v podporiA izračunamo iz ravnotěznih pogojev:

Ax = −FCx −Bx =
( c
L
− 1
)
FCx,

Az = −FCz −Bz =
(
−2
( c
L

)3
+ 3

( c
L

)2
− 1
)
FCz +

(( c
L

)2
−
( c
L

)) 6MCy

L
,

MAy = −MCy −MBy + FCz c+Bz L =

=
(( c

L

)2
− 2

( c
L

)
+ 1
)
c FCz −

(
3
( c
L

)2
− 4

( c
L

)
+ 1
)
MCy.

(1.124)

Za posebni primer, ko jec = 0.5L, dobimo

Bz = −1
2
FCz +

3
2
MCy

L
, MBy = −1

8
LFCz +

1
4
MCy.

Slika 1.33:Deformirana lega nosilca zaradi obtežbFCz in MCy in njunega skupnega vpliva

Na sliki 1.33prikazujemo deformiranje nosilca posebej zaradi sileFCz in posebej zaradi momentaMCy.
Vidimo, da sta obe upogibnici taki, da sta pomika in zasuka v obeh podporah enaka nič. Upogibnica
zaradi sileFCz je simetrǐcna na simetrijsko os nosilca, upogibnica zaradi momentaMCy pa je anti-
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simetrǐcna. Upogibni momentMy izračunamo iz ravnotěznih enǎcb za vsako obtězbo posebej

x = 0 :
∑

MA
y = 0 → My(FCz) = −FCz L

8
, My(MCy) = −

MCy

4
.

x = L/2 :
∑

MC
y = 0 → My(FCz) =

FCz L

8
, M levo

y (MCy) =
MCy

2
,

Mdesno
y (MCy) = −

MCy

2
.

Ker vzdoľz nosilca ni prěcne obtězbe, je diagram upogibnih momentov odsekoma linearen. V podporah
je upogibni moment različen od nǐc. Upogibni moment na sredini nosilca je nezvezen, saj na tem mestu
deluje tǒckovni momentMCy. Poteka upogibnega momenta zaradi sileFCz in zaradi momentaMCy sta
prikazujemo na sliki1.34.

Slika 1.34:Upogibni momentMy zaradi obtězbFCz in MCy in njunega skupnega učinkovanja

V preglednici1.5 podajamo izraze za pomike in zasuke ter reakcije za različno podprte in obtězene
nosilce z ravno osjo. V preglednici so narisani tudi diagrami prečne sile ter upogibnega momenta.Če so
pomiki znani, izrǎcunamo prěcno siloNz po drugi izmed enǎcb (1.83), upogibni momentMy pa po prvi
izmed enǎcb (1.81). V preglednici so zAz,MAy,Bz in MBz oznǎcene vpetostne reakcije v podporahA
in B.
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Tabela 1.5: Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

a) Upogibnica konzole obtežene s siloF

Pomik in zasuk v polju 1:

w1 =
F x2

6E Iy
(3 a− x), ωy1 = − F x

2E Iy
(2 a− x).

Pomik in zasuk v polju 2:

w2 =
F a2

6E Iy
(3x− a), ωy2 = − F a2

2E Iy
.

Pomik in zasuk prix = a:

w(a) =
F a3

3E Iy
, ωy(a) = − F a2

2E Iy
.

Pomik in zasuk prix = L:

w(L) =
F a2

6E Iy
(3L− a), ωy(L) = − F a2

2E Iy
.
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PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

b) Upogibnica konzole obtežene z momentomM

Pomik in zasuk v polju 1:

w1 = −M x2

2E Iy
, ωy1 =

M x

E Iy
.

Pomik in zasuk v polju 2:

w2 =
M a

2E Iy
(a− 2x), ωy2 =

M a

E Iy
.

Pomik in zasuk prix = a:

w(a) = −M a2

2E Iy
, ωy(a) =

M a

E Iy
.

Pomik in zasuk prix = L:

w(L) =
M a

2E Iy
(a− 2L), ωy(L) =

M a

E Iy
.
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