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na njegovi mejis,, napetostno funkcijg(y, z) tako, da je ravnotena enéba @.8) identicno izpolnjena.

d¢(y, z) 9¢p(y, 2)
x bl - ] xTrz ) - — . 266
Oay(y,2) = a G = Oue(y2) = —a G = (2.66)
Tudi robni pogoj za vsako mejnato ¢, ¢,; (i = 1,..., N) (en&ba @.12) izrazimo sy(y, z)
o 0y .
%Z, %nz . geny—aiyenzzo, (’L: ].,,N) (267)

Ugodno je,Ce en@be Q.65 in (2.67) izrazimo v naravnih koordinatahy,(() mejnih krivulj pre&&nega
prereza

y=ym,¢),  z=2z1n0).
Vsaki tocki mejnih krivulj ¢, €,; (¢ = 1,..., N) pripadata pravokotna enotska vektogjain e, ki
predstavljata normalo in tangento na mejno krivuljo (skk&al). Normalag;, je usmerjena navzven.

Slika 2.11:Enotska vektorja, in €; sta usmerjena v smeri normale oziroma tangente na mejno
krivuljo

Bazna vektorja;, in & izrazimo glede na nepokmno bazcg), in €, z en&bama

—

€y = €ny €y + €2 €2, € = ecy €y + ecz €, (2.68)
Ker sta enotska vektorjd, in e; med seboj pravokotna in2éa v ravnini z normala, sledi
€y = €c X €y = €c, €y — €¢y s (2.69)
Iz en&b (2.69 in (2.69 sledi (glej tudi sliko2.11)
eny = €¢z, enz = —€cy- (2.70)
Ker so koordinatey, z) in (n, ) med seboj odvisng = y(n, () in z = z(n, (), velja

o 0, O 0z, 0
oy 11+ 5 A6 dz=godnt 5

on
Prirastek poljubnega krajevnega vektofjav ravnini (y, z) lahko izrazimo glede na oba koordinatna
sistema

dy = dc. (2.71)

dj = dyé, + dz&. = dn &, + dC &. (2.72)
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206 2 Enakomerna torzija

Enabo .72 skalarno mnaimo zée, oziroma ze’, in dobimo
dy = dneyy + dC ecy, dz = dne;,. +dCec.. (2.73)
Iz primerjave enéb (2.71) in (2.73 sledi

dy _ oy 0z 9z

a—n = eyy, ac ey an €nz, ac €z (2.74)
Na enak néin izpeljemo izraze za odvod#)/dy, dn/dz, I¢/dy in I /dz, ki jih uporabimo v razdelku
2.4.1 Ker jen =n(y, z) in ¢ = ((y, z) sledi:

_In I 9¢ 9% 4

d dy+ —d d¢ = —=dy+ —dz. 2.75
En&bo 2.72 mnazimo zé, oziroma zé:
dn = epydy + ey dz, dC = ecydy + ec.dz. (2.76)
Iz primerjave enéb (2.75 in (2.76) sledi
an an a¢ a¢
87:[/ = eny, % = enz, aiy = €<y, % = ecz. (277)
Enabi (2.70 lahko sedaj zagemo takole (upstevamo 2.74)):
oy 0z 0z oy
g _2c === 2.78
robni pogoj (enéba @.67) pa zaradi enéb (2.74) takole:
Odp Oy Oy 0z .
Coy bni: o — — — — =0, =1,...,N). 2.79
0z On Oy On 0 (@ ) ( )
Ko updstevamdase endbe .78, dobimo
G G QP2 000 00 ). (2.80)

9z0¢ ayac ac

Iz zadnje enébe sledi, da je napetostna funkcijéy, z) konstantna vzddlvsake mejnérte prerezes,,
bni(i=1,...,N)(slika2.12

€. p =, =Ky, Gni: p=eni=K;, (i=1,...,N). (2.81)

S Kj in K; ozn&imo konstante.
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2.3 Ré&evanje enéb enakomerne torzije po metodi napetosti 207

2 :KO

Pnz =K;

Slika 2.12:Napetostna funkcija ima vzdblisake mejnérte €., ¢,,; konstantno vrednost

Ker sta napetosti,, in 0., odvoda napetostne funkcijgy, z), je dovolj,ce dol@&imo vrednosti funkcije
©(y, z) le do konstante nat&no. To pomeni, da lahko eno izmed konstantnih vrednosti vzehejnih

Crts., 6 (i =1,..., N) poljubno izberemo. OBajno vzamemo, da je vrednost funkcjena zunanji
mejni rti €, enaka nt

% . =0.] (2.82)
Konstantne vrednosti napetostne funkcije vzdubtranjinh mejnilcrt pa dol@imo iz kompatibilnostnih
pogojev @.65), ki jih zaradi enéb (2.66), (2.71) in (2.78 zapBemo takole:

L 990z  0pOy\ .o _ oy L
G 7{(02877+8y877>dg_214m’ (i=1,...,N). (2.83)

ni

V (2.71) smo up@tevali, da je vzdd %,,; diferencialdn enak n€. Ob up&tevanju pravila za posredno
odvajanje(dy/dn = (0 /0z) (0z/0n) + (9¢/0y)(dy/On)) dobimo

G - %g‘Sdc+2Am =0, (i=1,...,N). (2.84)
%ni

Ce zapsemo enébe @.64) in (2.65 z napetostno funkcije(y, z), dobimo

82@ 8290
oy ik Tk SR, () 2.85
G - 94— —aa,, (i=1,...,N). (2.86)
on
%ni

Se enkrat poudarimo, da namesto notranje mejie¢,; lahko vzamemo poljubno krivulj&,;, ki
odprtino.,; obkrazal V tem primeru je na desni strani etize @.86) plo&tina A,; obmdja 7, ki ga
doloCa krivuljaé),;. Ena&ba @.89 je Poissonova diferencialna dis enakomerne torzije. Napetostno

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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208 2 Enakomerna torzija

funkcijo ¢(y, z) izratunamo iz enéb (2.85, (2.86), (2.81) in (2.82. ReSevanje teh erid predstavlja
ravninsko nalogo v ravnini pt@ega prerezaz,. Poissonovo diferencialno etize enakomerne torz-
ije (2.85 reSujemoanaliticno ali numericno. AnalitiCne ré&itve lahko dol@imo le za preproste ob-
like pretnega prereza (krog, elipsa, pravokotnik,). Najpogosteje uporabljeni numéni metodi sta
diferertna metoda in metoda konih elementov. Pri poljubni obliki ptmega prereza je primerSej
metoda kognih elementov.

Speciftni torzijski zasuky izrazimo s torzijskim momentom/,, in napetostno funkcije (enabi (2.34
in (2.66)
Mx:aG/ —%y—a—wz dA, = aG1,. (2.87)
Jy 0z

x

V en&bi (2.87) definiramo torzijski vztrajnostni moment fimeega prerezé,

dp Oy
I, =— — — A, 2.
/<8yy+8zz>d (2.88)

T

Obitajno ga izrazimo v naslednji obliki

0 0 0z oy
I,=-— — — A, — —= | dA,. 2.
/(ay(wy)JraZ(W))d +/<waz+w8y)d (2.89)
Uporabimo Greenov integralni izreR.47) in dobimo
Iz:—?{(cpydz—(pzdy)+2/g0dAr (2.90)
G Ay

Pri veCkrat sovisnem obrmiju je sklenjena krivuljas, sestavljena iz zunanje mejige ¢, in notranjih

mejnihCrt€,; (: = 1, ..., N) ter iz pomanih povezovalnifert (slika2.13
b=, UEn U ... UByN. (291)

Z updstevanjem smeri sklenjene krivukg. dobimo

N
Im——jégoz(ydz—zdy)—z ?é cpm(ydz—zdy)—l—Q/cpdAm.
%z i:1_<gni JZ%I‘

Smer integriranja okrog notranjih odprtin je nasprotna od smeri krigulj Integrali vzdot povezoval-
nih Crtah se o8tejejo. Ko up8tevamdase, da jep. = 0 (en&ba €.82) in zamenjamo smer integriranja
vzdolz notranjih mejnittrt, dobimo

N
I =) Pni %(ydz—zdy)+2/cpdz4$. (2.92)
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2.3 Ré&evanje enéb enakomerne torzije po metodi napetosti 209

povezovalne
érte

Slika 2.13:Mejnatrta®,, trikrat povezanega obnifa (prereza z dvema odprtinama)
Po ponovni uporabi Greenovega integralnega izrékés|

N N ay 82 N N
ni dz — zdy) = ni - a_ dAa: = ni 2 dAm =2 ni Am‘a
;so 7{(9 z — zdy) Z;p /<3y+az> ;so / ;w

nit ni ni

dobimo kortno obliko izraza za torzijski vztrajnostni moment @mega prereza

N
I, =2 / @Ay +2 i Api. (2.93)
o, =1

Speciftni torzijski zasukx izratunamo iz enébe @.87)

M,
o= aL (2.94)
En&bi za streni napetostiZ.66) lahko zaradi2.94) zap8emo tudi takole:
M, 9 M, Oy

Potek reSevanja en&b enakomerne torzije po metodi napetosti

- 12 (2.81), (2.82, (2.85 in (2.86) izracunamo napetostno funkcijo

Iz en&be Q.93 izraCunamo torzijski vztrajnostni momeni

Iz en&be R.94) izraCunamo specitini torzijski zasukx

Strizni napetosti,, in o, izraCunamo iz enéb (2.66) ali iz (2.99

Strizni deformacijie,, in €, izraCunamo iz enéb (2.5
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210 2 Enakomerna torzija

- Torzijski zasukw, izraCunamo iz 2.25. KonstantoX dobimo,Ce up&tevamo, da je zasuk pre-
reza, v katerem je postavljena ¢iista podpora, enaki

- Zasukaw, in w, dobimo iz enébe’

Ce updtevamo, da sta le;, in ¢, razlicni od nt

T T
Oe Oe Oe Oe O
wy = wy( 0)+/< Oz vt 0z v 0z Z) wy( 0)+/< 0z y+ 0z Z)’
To To

T T
w, = w,(To) + /(86@ dx — 85;3’ dy — % dz) = w,(Th) — /(65;3; dy + Ocqs dz) .

Ox 0 dy 0 Jy
To To
(2.97)
Konstantiw, (Tp) in w. (1) $e ne poznamo.
- Pomikeug, u, in u, doloCimo iz zasukow,, wy, w, in deformacij po enébi
T
a(T) = u(Ty) + / (Er+dxéy)de+ (Ey+T x€)dy+ (&, +d x €)dz), (2.98)
To
Ce updtevamo, da sta pri enakomerni torzijieg, in ... razlicni od nc
T
g = ug(To) + / ((eye —wz)dy + (€22 +wy) dz),
To
T
uy = uy(To) + / ((eay +wz)dr —wydz), (2.99)
To
T
uy = uy(To) + / ((Exz —wy)da +wydy).
To

Konstantiu, (Tp) in u, (1) v en&bah @.99 doloCimo, Ce tatko Ty (yo, 20) izberemo v prénem
prerezur = x,., v katerem je prepien torzijski zasukv, (na primer v prereza: = 0). V tem
primeru sledi iz enéb (2.30), da sta konstanti, (1) in u.(7p) enaki nt

uy(TO) = Uy(l'pz, ZO) =-0 (Z - ZC) =0, UZ(TO) = Uz(%z,yo) =0 (y - yC) =0.

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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2.3 Ré&evanje enéb enakomerne torzije po metodi napetosti 211

IzraCunati moramde konstantiv, (7p) in w,(7p). Konstanti izr&unamo iz enakega pogoja, kot
smo izr&unali koordinatiyc in z¢ torzijskega sredtaC pri metodi pomikov. To je, da sta piei
sili NV, in IV, enaki nt (2.49

N, = /O'xy dA; =0, N, = /sz dA, = 0. (2.100)
Ay Ay

Napetostio,, in o, v (2.100 izraCunamo tako, da najprej dalmno deformacijic,, in e, iz
en&b (2.99, nato pa iz Hookovega zakona &ti napetostio,, in o,.. V izraziho,, in o,
nastopata konstantk, (7p) in w,(7p), konstantau,(7p) pa pri odvajanju odpade. Ti napetosti
vstavimo v @.100 in dobimo dve enébi za konstantiv,(7p) in w,(7p). S tem dobimo enako
resitev, kot pri metodi pomikov in sicer pomike, — u,(1p), u, in u., zasukew,, wy iN w,,
napetosto,,, 0, ter deformacijic;, in €.

Vidimo, da pri ré&evanju enéb enakomerne torzije po metodi napetosti koordipatn z¢ torzijskega
sredita C ne potrebujemo. Pri metodi napetosti je robni pogoj bolj preprost, kot pri metodi pomiko
zato je metoda napetosti ustreZage zelimo izr&unati le strzni napetosti ter zasuk,. Obstaja pa
tudi maznost, da izbéitveno funkcijo® izratunamo iz napetostne funkcije po en&bi (2.158. Nato

pa dol&imo yc in z¢ po (2.46), pomiku, — uyo PO (2.41), pomikau, in u, po (2.30 ter zasukav, in

w, po (2.36).

2.3.1 Analititna reSitev za elipticno obliko preCnega prereza

V primeru elipténega prereza (slika 14 je zunanja mej&’, dolocena z enébo (vzemimo, da je > b)

(s () 210

fe— oo

zY

Slika 2.14:Elipticni prerez doldata dokini a in b obeh polosi

DoloCiti moramo napetostno funkcijp(y, z), ki zad@&a kompatibilnostni pogoj.85

P 0%
oty a—y2+ﬁ+2—0 (2.102)
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212 2 Enakomerna torzija

in ima vrednost 1 vzdok zunanje mejnérte ¢, (ena&ba @.82)
€. : w, =0. (2103)

Kompatibilnostno engbo 2.1029 zaddCa poljubni polinom 2. reda, vendar moramo zaradi robnegze
pogoja @.103 izbrati polinom naslednje oblike

PR (6, 100

Ce vstavimo zay in z robne vrednosty, in z,, sledi iz enab (2.10J) in (2.104, da ima napetostna
funkcija vzdok zunanjega robu vrednosttnfend&ba @.103). KonstantoK v endbi (2.104 dolotimo
tako, da zadostimo kompatibilnostni pogj102

%o 0%p 1 1
LT 42=2K( 5+ ]+2=0.
8y2<+ 822<+ <a2 jL-b2>+
Tako dobimo
e 2.105
](<___a2—kb2’ (2.105)
oziroma ) s ) )
a‘b Y z
V primeru elipttnega prereza z elifitho odprtino (slike.15), ki jo dolota en&ba
Yn \2 Zn \ 2
In SadLE) R < :
(L) 4 () =1, 0<h<, (2.107)

dobimo naslednjo vrednost napetostne funkcije vzdoltranjega robu

27,2 2 2 21,2 2 2
a“b Y z a“b Y z 1
Y=Yny, 2=2n: ©¥n =" B} 34‘3—1 =73 2 k2 2n2+ 2n2_ 2
a*+ b \ a b a®+b ka k2 b k

oziroma

a? b?

= —-(1—k?). 2.108
v a2+b2( ) ( )

Vidimo, da je vrednost napetostne funkcije vziploljubne podobne elips€.(l07, konstantna. To
pomeni, da v tem posebnem primeru ostane funkgijg, z) (ena&ba @.109) nespremenjena tudi pri
prerezu z odprtino.

Torzijski vztrajnostni moment dot@ en&ba .93

I, =2 / wdAy + 2 pn Ay (2.109)
o,
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i a

‘ a

—ka—~—ka—=

o

T T
oo

Slika 2.15:Elipti¢ni prerez z odprtino

Z updstevanjem erizb (2.109, (2.109 in (2.109 ga izrazimo takole:

a?b? [ 1 5 1 5 5
oA, A, Ay
Ce upétevamo, da velja (glej etho 2.107) in sliko 2.16) integrale v endbi (2.110 reSimo z uporabo

polarnih koordinat:
Y = T COoS P, z =rsingp, dA; = rdrde.

Slika 2.16:Meje integriranja v radialni smeri, () in 7, ()

Zunanjo mejo integriranja. (¢) dolo€imo iz en&be @.107)

<%>2 + (ﬁ)2 = 1 — (TZ CO; 90)2 + (TZ 81390)2 = ]_ — ’I“g = 2 ) )
b a b cos®p  sin“ g

a
a? b2

notranjo mejo pa s preprosto zvezo

ra(p) = kra(p) = cos? ® sin? 2 '

a? b2
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214 2 Enakomerna torzija

Integrali v ené&bi (2.110 so:

2T Tz QD
Iy:/ / / r? sin? o rdrde,
Ay 0 ra(ep)
2m 7z(¢)
I, = /y dA, —/ / r? cos? prdrde,
% 0 Tn(‘P)
27 '/‘Z(SO)
Ax:/dAa;:/ / rdrdep.
f% 0 rn(p)
Re&Sitve teh integralov so:
3 3
I, = ”‘Zb 1-kY, L= 7”; DAk, A =rmab(1—k2), A, = rabk?
Torzijski vztrajnostni momeni, je torej
a’b?® [(mab 4 Tab 4 9 9 9
=2 1— 1—kY — 1-— —
I a2+62<4( E*) + 4( E*) —mab(1 — k%) — (1 k‘)ﬂ'abk‘)
oziroma
Tad b’ 1—k* 1—k* mad b’
.= — - 1— k) +2(k* — kY ) = —5(1 — k). 2.111
L a2+b2< 2 2 +2( )+ 2 )> a2+b2( ) ( )

Ce pré&ni prerez nima odprtine, je enak nc. Strizni napetosto,,, in 0., doloCata enabi (2.66)

My0p  2M, =2 M,0p 2M, y

TS o: wabi-k " Loy rabi-k GHP

Rezultiraj&o strzno napetost 0zii@mo s, in izraCunamo po eréi

2 M, y2 22 2 M, 1
o2 p o2 = 2Me Ly gy = e . 2.113
Te Ty + Oz mab(l—k*)V a* Ty T Teest = s (1—k% ( )

Pri tem smo upstevali enébo 2.10]) 22/b> = 1 — y?2/a?

11
2 M, \/2<1 1 ) 1 on, 2 M, ur <a4_a2b2>
= Yr 79 =0.

Tx_ﬂ'ab(lfk‘l) at a?b? -

T Oy,  mab(l— k) 1 1 1
# (ar )
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2.3 Ré&evanje enéb enakomerne torzije po metodi napetosti 215

Ker jea > b sledi, da jey, ot = 0 in je s tem enéba @.113 dokazana. Na slikiZ.17) je prikazan
potek strznih napetosti,, in 0.

Slika 2.17:Strizni napetosti,,, in o, se spreminjata linearno z razdaljo od sgédiS

Speciftni torzijski zasukx dolocimo z en&bo 2.87)

M, M, a*+b?

== — 2.114
GI, G ma’3b?(1—-k*Y)’ ( )
kotni deformaciji pa sta po Hookovem zakonu in épah @.112
_ ey g Me 2 _ ez oMoy
2ay = G 2 G mab3(1—k*)’ 2wz = G =2 G madb(1l —k*)’ (2.115)

Pomiku, dolocimo iz en&be @.33, Ce updtevamo, da stg- in z¢ zaradi simetrije prereza enak&ni
duy = 2ezy+a(z—20))dy+ (2ep. —a(y—yc))dz = (2ezy+a2)dy+ (265, —ay) dz. (2.116)
Ce updtevamo enibe @.114, (2.115 in (2.116), dobimo
M, -2z a? +v? 2y a® + b?
du, = —- — d - - ——r dz | .
e <<7rab3(1 ) r (1= k:4)z> v+ <7ra3b(1 kY ma3b3(1— k4)y> Z)

Po ureditvi sledi

My B-a®
G madb3(1 — k%)
En&bo (2.117 integriramo po pravilih za integriranje totalnega diferenciala 6&ed’(0, 0), do poljubne
totke T'(y, z). Integracijska pot je poljubna. Vzemimo, da najprej integriramo v smerj ¢si= 0),

nato pa v smeri vzporedno z osjdslika2.18:

du, = zdy +ydz). (2.117)

M, M, b? — a?
ug(y, 2) = uz(0,0) + Grra3b31—k4 </0dy+/ydz>: (0,0) + G- Y?
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216 2 Enakomerna torzija

Slika 2.18:Pot integriranja od torzijskega sré&da do poljubne téke prereza

Zau,(0,0) = 0 dobimo
M, -

G a1 —kh '™
Pomiku,(y, z) dolota deplanacijo (izb@tev in vbaitev) pré&nega prereza. Na sliki.19je zaa > b in
M, > 0 prikazana z izohipsami. To so hiperbole€ K/z), katerih asimptoti sta 0giin z.

(2.118)

Uy =

uy> 0 RRAN U <0 <SAT
AN
NN ~_
\\ \\\\\1 y o~
- — - \M\\
Y TN
\i\\ \
U <O N \ Uz > 0
zY /
Zy

Slika 2.19:Deplanacija prénega prerezau(> b, M, > 0)

Ker sta koordinatyc in z¢ enaki nt, izre&Eunamo pomikaz, in u, iz (2.30) takole:
Uy = —Wg 2, Uy =Wgy. (2.119)

Zasukaw, in w, dobimo iz .36), Ce updtevamo2.114 in (2.118

_l(owlys) N1 (Mo BP-a* N Msaly
C‘J?’_2< 0z ay>_2(G7ra3b3(1—k4)y O‘y>_ Gradt3(1— k)’
Lo L (WMMZ);(_W_%MZ):_ M, b

? 2 oy 2 G madb3(1 — k*) Gradb3(1—k4)’

Izpeljane enébe veljajo tudi za piEni prerez v oblikikro znega kolobarja, e vzamemo, da je =
b = r,. Iz endbe Q.118 sledi, da se pri krbnem prerezu pimi prerez ne deformirau{. = 0), ni
deplanacije.
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Iz ena&be @.1009 sledi izraz za napetostno funkcijo

1
p=—5+2" 1)
Iz ena&be @.111) dobimo izraz za torzijski vztrajnostni momeht
4
I ="z (1 — k%),
2
iz end&be @.113 strizni napetost,, in 0,
2 M, 2 M,
Opy = ———F 1 % Ogz = ——F— 1%
Y mri(l—k*) 7 et — kY Y
iz en&be @.113 rezultirajcto strzno napetost
2 M, — 2 M,
— max = ———— 2.120
" mri(l— k%) e o Toma mr3(1 — k%) ( )
in iz en&be Q.1149) izraz za specifini torzijski zasukx

My, 2

G mri(l—kY)

V enabah za préni prerez v obliki kolobarja j& = r, /r., Kjer jer, polmer zunanje krinice,r,, pa
polmer notranje krbnice kolobarja. Na slik2.20prikazujemo potek rezultirafe strzne napetosti.

o=

Slika 2.20:Rezultiraj&a strzna napetost se linearno spreminja z oddaljenostjo od&eedi

Rezultiraja&o strzno napetost, za pré&ni prerez v obliki kolobarja (slik&.21) doloa en&ba @.120.
Taka napetost povzéotorzijski momenti/,

Tz Tz

2 M.
M, = /TmTQﬂ'T‘dT:27T/7'm7“2d7’:271'7rr§(1_mk4>/7“3(17“.

A Tn Tn
Cim velji je r, tem ve&ja star,, in r ter tem vé&ji torzijski moment),, preCni prerez prevzame. Najog
del torzijskega momenta prevzame delgrega prereza, ki jéim bolj oddaljen od torzijskega sré&da
C. lz stal&Ca prihranka materiala so za prevzem enakomerne torzije primerni nosilci s tankostensk
precnimi prerezi (razdeleR.4). Izkaze se, da so za prevzem torzijskega momenta nosilci z zaprtir
tankostenskim pi@im prerezom primernsgj od nosilcev z odprtim pimim prerezom (prime2.2).
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218 2 Enakomerna torzija

Slika 2.21:Rezultanta stéine napetosti, za pré&ni prerez v obliki kolobarja

2.3.2 Analititna reSitev za pravokotno obliko preCnega prereza

ReSitev en&b enakomerne torzije pteega prerezpravokotne oblike (slika 2.22) velikostia in b (b >
a) lahko zapsemo v obliki neskotne vrste.

~—a——

zY

Slika 2.22:Pretni prerez pravokotne oblike

Napetostno funkcije zapgemo z neskadino vrstoy

(y,2) = aj_ 2 8a? = (=1  cosh(\,2)
AR =y T 3 (2n + 1)3 cosh (A, b/2

n=0

] cos(Any), (2.121)

kjer oznaka\,, pomeni

An = (2n + 1)%.

T V.. Novozhilov, Theory of Elasticity, str. 316—-320, Pergamon Press, Oxford, 1961.
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Strizni napetostir,,, in o, izratunamo iz enébe Q.95

M, 8a =~ (—1)" sinh(\,2)
Opy = ———
v I, w2 vt (2n 4 1)2 cosh (A, b/2

) COS()\ny)v
(2.122)

Oxz =

M, <2 _ 8a = (=1)"  cosh (M\,2)

I, 72 = (2n+ 1)2 cosh (A, b/2) sm()\ny)> '

Graf napetostne funkcijg in striznih napetostir,, in o, v ravniniy, z prikazujemo na slik2.23

Slika 2.23:Napetostna funkcije(y, z) in strizni napetostir,,, in o

Torzijski vztrajnostni moment, izratunamo po erizbi (2.109

a’b 64 ;= tanh (A, b/2)
= kOt ln? Ay 2.123
o=~ — 250 LT @20+ 1) (2.123)
Pomiku, zaradi izb@itve prereza izfeunamo po erizbi (2.33 oziroma .11 |
M, 8a2 X (=1 sinh(M\,2) .
= - An . 2.124
Y =Gl ( w5 £ (2n + 1)% cosh (An b/2) sin(Any) ( )

Ker vsota v izrazu za torzijski vztrajnostni momdpthitro konvergira, vékrat upgtevamo le prvElen
vsote X .
a’b 64a b
I,=—— tanh | — | .
‘ 3 a5 (2 a>

Na sliki 2.24 prikazujemo potek sttne napetosir,, vzdolz osiy = 0 ter potek stizne napetost,.
vzdolz osiz = 0.

T V.V. Novozhilov, Theory of Elasticity, str. 316-320, Pergamon Press, Oxford, 1961.
I.S. Sokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity, McGraw—Hill Book Company, New York, 1956.
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Ozy,maz

2

Slika 2.24:Strizne napetosti vzdalkoordinatnih osi

Crte enakih pomikov za péai prerez pravokotne oblike tdd, > 0 prikazujemo na slikP.25

-
Yy
U, <0 u; >0
zY

Slika 2.25:1zbotitev prénega prereza pravokotne oblike

Crte enakih pomikov za péai prerez kvadratne oblike tér,, > 0 prikazujemo na slikR.26

Zaradi ol$irnosti analittnih izrazov zap, 0y, 042, I, in u, zapravokotni prerez v praksi velikokrat
ratunamo te koliine z vrednostmi, ki so za ragha razmerja \ine inSirine pravokotnika podane v
preglednicah. V pregledni@.1 sta podana koeficientl, in ky za r&un torzijskega vztrajnostnega
momental,, in najvesje strzne napetosti,,, '

M,

. — 3 —
bza. Ix—k]_a b7 Tmax—m.

t 8. Timoshenko, J.N. Goodier, Theory of Elasticity, Third Edition, str. 312, McGraw—Hill, New York, 1970.
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Uy <0 Uz >0
T

N

Uz >0 ( (

Ur <0

Slika 2.26:1zbctitev prénega prereza kvadratne oblike

Tabela 2.1: Koeficienti za €&anr,,,.. in I, za pravokotni préni prerez nosilca

b/a 1 1.2 15 2 2.5 3 4 5 10 00
k1 0.141 | 0.166 | 0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.291 | 0.312 | 0.333
ko 0.208 | 0.219 | 0.231 | 0.246 | 0.258 | 0.267 | 0.282 | 0.292 | 0.312 | 0.333

Iz preglednice vidimo, da j&, kvadrata enak
I, = 0.141 ™.
Najvetja strzna napetost pa je

Tmazr = 5908 g3

Ce jeb dosti ve&&ji od a (b/a — <) velja

@b 301,

I, = Tmaz =
3’ ab’

kar v nadaljevanju izpeljemo za tankostenske prereze&fen@.169).

Torzijski vztrajnostni moment za ptri prerez, ki je sestavljen iz pravokotnikov (slika2.27), vCasih
ratunamo po naslednjem pribliem postopku (vrednosti koeficieritapodajamo v preglednid.1):

L= kiialb. (2.125)
i=1
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fe—— 00—~
d 1
1
T 7
bz 2

T
W57 |
btz >

1 b3 <

Slika 2.27:Pretni prerez je sestavljen &irih pravokotnih delov

Poudariti moramo, da je etba @.125 zelo priblzna. Za primer na slik2.2& je taha vrednost torz-
ijskega vztrajnostnega momentaenaka 0.162, po ehi (2.125 pa dobimo vrednost 0.127, kar je za
21.6% prenizka vrednost. Za primer na skkP& pa je t&na vrednost enaka 1.587, po ébg(2.125
pa dobimo 1.057, kar je za 33.4% prenizka vrednost. Razlika jesadd so prerezi taBj oziroma je
razmerjeb/a vecje. Tano reitev smo izréunali po diferedni metodi (glejrazdelek 2.5

a) T b)
0.5

!
01.L5

X
R QU ey 1 mbe 1o

T
i
i
il

Slika 2.28:Geometrijski podatki dveh péaih prerezov

2.3.3 Membranska analogija

Tanko membrano napnemo na okvir, ki ima oblikogrega prereza nosilca in jo v smeri pravokotno na
membrano obtEmo z enakomernim tlakom. Ce se omejimo na majhne pomiketer predpostavimo,
da je membrana napeta z enako $ile vseh smereh, ti pomiki za8éajo diferencialni enébi in robnim
pogojem, ki imajo enako obliko kot diferencialna €éha in robni pogoji za @un napetostne funkcije
@ pri enakomerni torziji. To pokaemo, Ce zapemo ravnoteno en&bo za elementarni del mem-
brane velikostily dz, na katerega deluje enakomerni tlakslika 2.29 in updstevamo, da je membrana
enakomerno napeta v vseh smereh.
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Slika 2.29:Enakomerni tlak povzraii pomike membranes

Ravnot&na enéba za elementarni del membrane za smer
Sdzsina; — Sdz sino; + Sdy sin 8 — Sdy sin B, +pdydz =~

zSdngj—Sdz?;i—&-degqjl_de?;:k+pdydzz
dengi—i—aay<SdzaaZ i>dy—5dzgwi+
+deaajk+8az<5dy?;; k> dz—degf k—i—pdydz:

— Sdz ng’;’derdegz;’dedydz:o.

Po krapanju zdy dz sledi

Pw  Pw P

— == —=. 2.126

87 92 S (2.126)
Ce izrazimo pomik membrane s tlakomp, natezno silo v membrarfi in z napetostno funkcijg
takole:

woP¥
25’
dobi en&ba @.129 enako obliko, kot v primeru enakomerne torzije
PP, P p Po 0% _
250y 28022 S - Oy? + 022 2 (2.127)
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Tudi strizni napetosto,,, in 0, izrazimo z odvodoma pomika membrane

B dp 25 ow B dp 25 ow
axy—ong—osz 55 Opy = aGay— aGp 9y (2.128)

Torzijski vztrajnostni momenik, je premosorazmeren prostornini, ki jo dé&go pomiki membrane

2 4

Ix:2/4pdAI:2S/wdAz:S/wdAx. (2.129)

p p
Ay e @

Ce bi membrano iz gume napeli na okvir, ki ima obliko@rega prereza nosilca in jo okiez enakomernim

pritiskomp, ter izmerili velikost natezne membranske silepomike membrane in odvoda pomikav

poy in w po z, bilahko izr&unalil, po en&bi (2.129. Nato za izbrani torzijski mome, izraCunamo

speciftni torzijski zasuka iz en&be o = M, /(G I,). Strizni napetostio,, in o, izratunamo iz
(2.128.

2.3.4 Zveza med izbbitveno in napetostno funkcijo

Iz primerjave med izrazid.45) in (2.66) sledi

0P Oy 02 9y
Izberemo poljubno t&ko P(yp, zp) in (2.130 zapBemo takole:
od 0 0P
7:£ (Z—Zp)+(Zp—Zc):7P+(ZP—ZC),
dy 0z dy (2.131)
=2 ty—yp)— (v~ y0) = 5 (yp —uc) |
kjer je
0Pp Oy 0Pp Oy
—_— = - =——" —(y—yp). 2.132
Totalni diferencial izboéitvene funkcije®(y, z) zapSemo z upsétevanjem2.131) takole:
dd = (ZT(I) dy + g—q) dz =
S P (2.133)
= S dy— 2L dz+ (2 — zp) dy + (2p — 20) dy — (y — yp) d2 — (yp — yo) d=
0z oy
in integriramo od toke Ty (yo, 20) do tackeT'(y, )
T T T T
_ 0P 1 92
= P+ 9, dy — By dz |+ [ ((z=zp)dy — (y —yp)dz)+ | (zp—2z¢)dy— | (yp—yc) dz.
To To To To

(2.134)
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Uporabimo oznak@.,

T
Oy Jp
P, = - .
o= /(azd ayd) (2.135)
To
in upastevamo, da je
T
[ = zmydy (v = yp)d) = 2.0, (2.136)
To

kjer z Ap ozna&imo plostino ploskvesp, ki jo dolotajo krivulja odTy do T, ter premiciT P in PT,
(slika2.30.

Slika 2.30:Plo&tina A p

Tako dobimo

=00+ P, —-2Ap+ (2p — 20) (¥ —v0) — (yp — yc) (2 — 20)- (2.137)

Ce uporabimo oznake

T
@P:/<&de_890dz> —2Ap=0,—-2Ap, (2.138)
0z oy
To
A=zp—20, B=yp—yc, c=—(zp—2c)% + (yp — yc) 2o, (2.139)

zapsemo izraz2.137 v obliki

&=y +Pp+Ay—Bz+ec. (2.140)

Funkcija® p je poma@na izb&itvena funkcija. Dokaimo en&bo (2.136! Ker je vrednost integralov

P To
/ z—zp)dy — (y —yp)dz), / ((z—zp)dy — (y — yp) dz) (2.141)
T P
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enaka nt, lahko drugi integral \2.134zapgemo takole:

T T
/((zzp>dy<yyp>dz>=/<<zzP>dy(yyp>dz>+
Ty

To
b, - (2.142)
[ty = -yryd)+ [ (G- 2p)dy = - ue)do).
T P
Da je prvi izmed integralova.141) enak n€ pok&emo,Cey in z ozn&imo zy in Z
P
[ zr)dg— (g ye) a2 (2.143)
T
ter up&tevamo, da je (glej slika.31)
(2.144)
Slika 2.31:Integral vzdok premicel P
Izraz (2.144 vstavimo v @.143 ter integriramo{ in z sta konstanti)
P
J1z=zr)dg = 5 -y} az) =
T
P
z—Z z—Z
=/<< P(y_yP)+ZP)_ZP>dy_/(y_yP) g =
y—vy Yy—ypr
T
_ _ yp _ 2 _ yp
:<z Zpyi_ z y—l—Zpy—Zp?j) <_Z Zpyi z g) —0.
y—yp 2 ( y y—yp 2 y—y y
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Na enak néin pok&emo, da je drugi izmed integralog.041) enak né. Ce v Greenovem integralnem

izreku @.47)
[ (0P, 0P,

x T

upastevamo, da j&, = (z — zp) in P, = —(y — yp), zapsemo R.142) takole:

T
/[(z —zp)dy — (y —yp)dz] = /(—1 —1)dA=-2Ap. (2.145)
To Ap

Pomiku, zapBemo takole (erida @.41)):
Uy — Ugo = a (P — Dy). (2.146)

Z uy je opisan premik nosilca v smeri askot togega telesa. 1zraz, — u,o predstavlja pomik v smeri
osiz zaradi deformiranja nosilca (relativno glede néko7;). Ta pomik oznaimo zu,. Ce up&tevamo
(2.140Q v (2.149, zapBemo pomikz, takole:

Uy =Uy —Ugp = (Pp+Ay—Bz+c)=aPp+aldy—aBz+ac. (2.147)

Izraze @.23]) zatorzijsko sredte v razdelk2.6.2zapsemo s pomikona,, zaradi deformiranja nosilca

/ur dA, =0, /yux dA, =0, /zuw dA, = 0. (2.148)
A Ay Ay
V en&be @.14§ vstavimo izraz 2.147)

/(a@p—i—aAy—aBz—i-ac)dAx:O,

x

o,
/y(aCI)p—i-osz—aBz—i-ac)dAx:O, (2.149)
o,
/z(atbp—i—aAy—aBz—i-ac)dAw =0

Ly

in upcdstevamo, da sta ogiin z v teziStu pr&nega prerezar,. Tako dobimo iz prve izmed ebh (2.149
konstanta:

1
c=—7 / dpdA,, (2.150)
rﬂm
iz druge in tretje izmed erth (2.149 pa en&bi
AL + BI,, + /yq)pdAz =0, —Al,—BI,+ / 2®pdA, = 0. (2.151)
Ay oy
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Ce vpeljemo oznake

Sop = /‘ﬁpdz‘lx, Iop. = /yq)PdAma Iopy = /Z(I)PdA:c (2.152)
Ay Ay Ay

zapsemo konstante iz enabe €.150
c=— (2.153)

in izboCitveno funkcijo® (ena&ba @.140)

q):q>o+<1>p+Ay—Bz—SjP. (2.154)

En&bi (2.15]) zapSemo z upstevanjem eritbe .152
Al +BI,, = —Isp,, BIl,+ Al = Ispy. (2.155)
ReSitev sistema erid (2.155 je

_Iy I<I>Pz + Iyz [<I>Py _ Iz I<I>Py + Iyz I@PZ

A= B 2.156
Iy 1, — Igz ’ 1,1, — Igz ( )
Ce (.15 vstavimo v @.139, sledi
I, Iopy + Iy, Isp: Iy Ipp. + Iy, Iopy
= yp — = ) 2.157
Yo =yp Lo T + 1,1 IZ. ( )
Izbotitveno funkcijo® (ena&ba @.159) zapsemo e up&tevamo 2.157 in (2.153, takole:
Iyjlop. + Iy Iop I Iopy + Iy, lop. Sep
d=dy+ Pp — 2 Y Yy — LA — : 2.158
0+ ep -1 Y L, L-12, A4, (2.158)

Pomiku, — u,g izraCunamo z engbo 2.146. SpecifEni torzijski zasuky izraCunamo iz enébe @.54),
torzijski vztrajnostni moment, pa z enébo .53 ali (2.93. En&be @.157 in (2.158 bomo uporabili
pri nosilcih s tankostenskim ptaim prerezom, uporabimo pa jih lahko za poljuben prerez nosilca.

2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom
Inzenirske konstrukcije so velikokrat sestavljene iz nosilcev €rpne prerezom, ki ima debelino

stene prénega prereza veliko mag odsSirine ali viSine pr&nega prereza (slika.32. To sonosilci
s tankostenskim pre&nim prerezom.

Al [H] [«



2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom 229

Slika 2.32:Nekaj primerov nosilcev s tankostenskim prerezom:
a)l prerez b)cev 3katlasti prerez

Ker se enébe enakomerne torzije za take nosilce precej poenostavijo, jih v nadaljevanju obravnave
posebej. Pritem [&eno obravnavamo nosilce z odprtim tankostenskirne prerezom in nosilce z za-
prtim tankostenskim pmim prerezom. | prerez na sliRi32je primer nosilca z odprtim tankostenskim
precnim prerezom, cev iBkatlasti prerez sta primera nosilca z zaprtim tankostenskiémjmmgorerezom.
2.4.1 Nosilci z odprtim tankostenskim pré&nim prerezom

Posebej obravnavamo ozek pravokotni prerez in odprti tankostenski prerez poljubne oblike.
Ozek pravokotni prerez

Na sliki 2.33prikazujemo ozek pravokotni ptei prerezsirinet in viSineh nosilca, za katerega velja, da
je

A

7 Ny
¢% 5 ¢(0,2)
Yy

% '

Mg (y,0)

Slika 2.33:0zek pravokotni prerez ter potek napetostne funkgije

Prikazujemo tudi potek napetostne funkggjeszdolz osiy in z. Obliko napetostne funkcije datomo
Z analittno resitvijo za pravokotni préni prerez. Enaki zakljki sledijo z up&tevanjem membranske
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analogije. Ce membrano napnemo na okvir v obliki ozkega pravokotnika in na membrano delujems
enakomernim pritiskom, ima deformirana membrana obliko, kot jo prikazuje 2l&& 1z slike sledi,
da je pogoj

d¢

S0 (2.159)

izpolnjen v vseh tokah pravokotnika razen v neposrednizbii robov z = +h/2. Ob up&tevanju
(2.159 diferencialna enéba za doléanje napetostne funkcije.g5 dobi obliko

d2
d—y";’ +2=0. (2.160)

Po dvakratni integraciji

d (do do / do

— (=) =-2 =) =-2 = =_9

dy (dy> - /d<dy> o= dy y+G
/dcp:—Q/ydy—i—C'l/dy

dobimo izraz za napetostno funkcijo

o=—y+Cry+ Cs. (2.161)
Z updstevanjem robnih pogojev

Yy = :I:%t : p, =0
izraCunamo konstant; in Cy 2

Cy =0, Cy = T

Napetostna funkcija je torej kvadratna funkcija koordinate v [grd@ smeri
="7- s (2.162)

Ce endbo (2.162 uporabimo v izrazih za tan napetostid.66) oziroma @.95, dobimo

T — - — 9 xTrz - — — = T = = — . . 63
Opy =G 0 o aG y y 2y (2.163)

Iz en&be @.163 sledi, da se sttna napetost,. v smeri osiy linearno spreminja (slika.34).
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Slika 2.34:Potek strzne napetosti,, v ozkem pravokotniku vzdalosiy

Napetostr,., ima ekstremni vrednosti vzdbrobovy = +t/2, vzdoE srednjeCrte (y = 0) pa je enaka
nic
M,
Oxz,ekst = :I:Tx t. (2.164)
€T
Pri raCunu torzijskega vztrajnostnega momenhtaipdstevamo, da se napetostna funkgijapreminja le
z y. Zato lahko prevedemo integral po prem prerezuz, na linijski integral vzdat koordinatne osj.

Upostevamo torej, da jéA, = hdy. Zato je

t/2 2 2 3
_ _ o2 _ vy
Ix—2/<pdAm—2h/<4 y)dy—2h<4y 3>

4 —t/2
2¢ 143 2¢ 143 4 t3

_op( (LB (L 1T _opp LT
42 38 42 38 24 3

Torzijski vztrajnostni moment, ter strzno napetost, . s« 0zkega pravokotnika sta torej

t/2

—t/2

e 30,

I, 3 Oxz,ekst — W (2165)

Odprti tankostenski prerez poljubne oblike

Pre&ni prerez odprtega tankostenskega nosilc&empb ssrednjo ¢rto %, stene in z debeline stene
nosilca. Lega tok srednjeCrte pr&nega prereza je daiena z I&no koordinatal. Koordinatan je
pravokotna na srednjorto pr&nega prereza. & je ozn&ena datina srednjeCrte tankostenskega
preCnega prereza. Debelina stengnkostenskega prereza je veliko n&npd datine srednjerte Cs
(slika2.395

t < Cs.
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Yy ~
1
} srednja cria

prec¢nega

2y prereza &

Slika 2.35:Naravni koordinatni sistem in nekaj ztilnih tipov odprtih tankostenskih prerezov

Ce je debelina stenetankostenskega prereza konstantna ali pa se le malo spreminja, se napeto
funkcija ¢ spreminja le v odvisnosti od koordinage

¢
ac

t ~ konst. —

0 — v=9). (2.166)

Ta pogoj ni izpolnjen le v neposredni biini robov{ = 0 in {( = C,. Najprej zapsimo Poissonovo
diferencialno enébo 2.85

v haravnem koordinatnem sistemu Pri tem up&tevamo, da je

y=yn,0,  z=2z0). (2.167)
Prva odvoda napetostne funkcijgpoy in po z sta:

8(,0_3(,087]4_8g08§ 8@_6@@4_89@8{

A e/ i = P9, 9P 2.1
dy Oonody 0Coy 0z Ondz 00z (2.168)

druga odvoda napetostne funkcjjeoy in po z pa:

Po 0 (0o 0n 0 (0p)0C O 0 (0p\dn 0 (0p)0C
oy2  on\oy/) oy oC\oy) oy 022 on\dz) 0z 0C\0z) 0z

Ce updtevamo zveze
9 (00\_ 0 (dp0n o0 _
on\oy/) on\onmoy oCoy)
D% on | O (8277 oy 0% 8z> 0%¢ OC N dp <82C oy 0% (92)

ndcay ' 9

S 9Py on \oy?on  0ydz0n dy?on 9y 9z on

0 (0 _ 0 (9p0n 200
oc\oy) oc\omoy ocoy)
P on 0p (@Pqdy | P 02\ | Pod Do (FC0y | 0% 02
C0noCoy o \0y2aC  Oy0dzoC 0C20y  OC \oy2a¢  Oyoz0¢)’
1] [«




2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom 233
9 (0p\ _ O 8gpan+aap8C
o \dz) on\onoz ooz
_ Dol  0p( O Oy oz 0 0C Op (9 by 0% 0=
T 20z On \9ydzan ' 0220 ondCdz = 8¢ \dydzdn = 0z20n
9 (00 _ 0 (pon 0000 _
ac\oz)  a¢\onoz " 9Coz)
0% On 6@ 0’n Oy @% 82780% Oy 0%C oy  0%*C oz
87] ¢ 0z Oyz0C ' 9220¢C 9C2 0z ¢ \oydzaC ' 9220¢
ter en&bo (2.1669, dobimo
e ¢ Po (o (on\
o= (a) (&) )+
—I—dj on 0%n 6y+ 0%n 0z 9¢ 0%n dy 0%n 0z
dn \ 9y \8y2 dn ' Oy dzdn oy \oy2oC ' dydzocC
on (P oy Onoz\ 0 (0P oy 0o\ L,
0z \Oydz0n 022 0n 0z \Oy0z90¢  0220¢ e
UpaStevamo engbe @.70 in (2.77)
on on a¢ ¢
dy = Enys 92 €nz; dy = €y = ~Cnz 92 €¢z = Eny-
ter .74
w_ oo o
op e oy
in sledi
@4_82790 _@(24_2)_,_‘1! @( €2.) + J(e +e )+
8y2 | 922 ~ P Eny T Enz dn \ 9y 9,2 oy T Ca
0?n
+ Oy 0= (€ny nz — €nz ny + €z €ny — eny €nz)
Kerjee%y —|—e =1in e +e = 1, sledi
d?p 0%n 0%
— 4+ — | == + = =0. 2.1
ot <8y +a?>+2 0 (2.169)

Tudi strizni napetosto,,, in o,, zapgimo glede na naravni koordinatni sisten:

o = Mz Op _ <3s0077+8903<>
Y I, 02 I, on oz 0C 0z
o = Mz Op _@wnawﬂ
I Oy I, \ondy 9Coy)"
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234 2 Enakomerna torzija

Upostevamase enabo 2.166 in dobimo

_ M, 9¢ On M, dp In

Toy = I, onoz’ Oz = 7 I, ondy
Iz prve izmed enéb (2.97)b in ob updtevanju 2.6) zapsemo strino deformacijarg,,
O¢n = Oy C¢x Eny + Oz C¢a Cnz T Oay Cey Ene + Oaz €¢z Ena-

Smerni kosinusi so
eer = 1, eey = 0, ee. =0 (2.170)

in zato izraz za stZino napetosty, zapgemo takole:

M, 0
O¢n = Oy €ny + Oz €nz = Txg (€ny €nz — eny enz) = 0.
xz O

Podobno velja zag, (tretja izmed enéb (2.97)b vf)

Og¢ = Ogy €¢x €Cy + Oz €ex €z + Oxy €¢y €Ca + Oz €y €(x-

Ob updstevanju vrednosti za smerne kosinu8d.7Q in ena&be €.70 dobimo

M, O¢ M, Op
0¢¢ = Oy €Cy T Oz €z = ~Oay €nz + Oz Eny = _T;(% (e%y - 6727z) = —T:(%
Dobili smo B
Gen =0,  og = —Txa—‘;. (2.171)
x

V primeru, da srednjérto préénega prereza nadomestimér poligonalne oblike, sta odvoddrn /oy
in 92n/0z? enaka nt in lahko diferencialno ero 2.169 za doldanje napetostne funkcijgzapsemo
takole: ,

d”p

—+2=0. 2.172
Po dvakratni integraciji in uggievanju robnih pogojey = +t/2 — ¢, = 0 dobimo izraz za napetostno
funkcijo ¢

2,
o=7 1 (2.173)

1z (2.171) in (2.173 izrazimo strini napetosti,,, in o, takole:

M,8p M,
Gen =0, o = _T('Ti === 2n. (2.174)

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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