Izrek o virtualnih pomikih
Marjan Stanek in Goran Turk f

Principle of virtual displacements

Povzetek

V prispevku je izpeljan izrek o virtualnih pomikih. Poseben poudarek je v natanc¢ni izbiri
osnovnih predpostavk o virtualnih pomikih. Za razliko od obic¢ajne predpostavke o majhnosti
virtualnih pomikov je tu definirano, da je virtualni pomik linearni del moznega pomika. Za

ilustracijo izrek o virtualnih pomikih uporabimo za konstrukcijo vplivnice.

Summary

A principle of virtual displacements was derived in this paper. The choice of the basic
assumption was specifically emphasised. In contrast to usual assumption of small virtual
displacement, the virtual displacement is defined as a linear part of a finite displacement.
The use of the principle is shown on the construction of an influence line.

1. Uvod

Ravnotezne enacbe za sistem sil F; (1t = 1,...,s) na togem telesu zapiSemo z enacbama
S, F, =0, ST X F, = 0. Staticno dolocen sistem togih teles je tako podprt, da pri
poljubni obtezbi miruje. Za staticno dolocen sistem je Stevilo reakcij in Stevilo sil v vezeh
enako Stevilu ravnoteznih enacb za vsa prosta telesa in za vse vezi. V ravnoteznih enacbah

nastopajo vse reakcije podpor in vse sile v vezeh.

Ravnotezne enacbe za sile, ki na sistem togih teles delujejo, lahko zapiSemo tudi z izrekom
o virtualnih pomikih. V nadaljevanju najprej izpeljemo izrek o virtualnih pomikih za sistem
delcev, nato pa Se za sistem delcev s togimi vezmi in za togo telo. Pri sistemu delcev s togimi

vezmi se razdalje med delci ne spreminjajo.
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2. Izrek o virtualnih pomikih sistema delcev

Da bi izpeljali izrek o virtualnih pomikih sistema delcev, definirajmo vezi v sistemu delcev,
Stevilo prostostnih stopenj sistema delcev, posplosene koordinate ter virtualne pomike.

2.1 Vezi in Stevilo prostostnih stopenj sistema delcev

Sistem delcev dolo¢a mnozica N gibajocih ali mirujo¢ih delcev &; z masamim; (i = 1,...,N).
Delci so nepovezani ali pa povezani z brezteznimi vezmi. Za dolocitev lege prostega sistema
N delcev v prostoru moramo poznati 3N koordinat. Ce je sistem delcev vezan, je medsebojna
lega delcev odvisna od vrste vezi in koordinate delcev niso ve¢ vse neodvisne. Vezi dolocajo
odvisnosti med koordinatami lege delcev. Ce je N delcev povezanih z r stacionarnimi vezmi

(neodvisnimi od ¢asa), zapiSemo enacbe vezi takole
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Enacbe vezi morajo biti med seboj neodvisne. Enacbe (1) so med seboj neodvisne, ce je
rang Jacobijanske matrike [J]| = [0f;/0x;] enak Stevilu vezi r. V tem primeru lahko iz
enacb (1) izrazimo r koordinat s preostalimi 3N — r med seboj neodvisnimi koordinatami.
Lego takega sistema lahko opisemo s 3N —r neodvisnimi spremenljivkami. Stevilo neodvisnih
spremenljivk, ki v celoti dolocajo lege delcev v sistemu, imenujemo Stevilo prostostnih stopenj

sistema delcev. Oznacimo ga z n:

Nps = 3N — 1. (2)

2.2 Posplosene koordinate

Za opis lege sistema delcev pogosto izberemo koordinate, ki so med seboj neodvisne. Izberemo

jih tako, da enoli¢no dolocajo lego sistema delcev. Oznacimo jih s ¢; (j = 1,...,n,s) in
imenujemo posploSene koordinate. Izpolnjevati morajo naslednja pogoja:
1. Lega vsakega delca sistema je enolicno dolocena s koordinatami ¢; (j =1,...,nps):
T = 75(q1, -+ oy Gnyy ) (t=1,...,N). (3)

2. Enacbe vezi (1) morajo biti identi¢no izpolnjene tudi, ¢e jih izrazimo s posplosenimi
koordinatami.
Posplosene koordinate so lahko razlicne geometrijske kolicine kot na primer razdalja, kot,
plos¢ina, prostornina itd. Izberemo jih tako, da je reSevanje naloge ¢im lazje.

2.3 Virtualni pomaiks

Zapisimo pomik delca Z;, katerega gibanje je omejeno z vezmi, tako, da ima n,s prostostnih
stopenj, s posplodenimi koordinatami ¢; (j = 1,...,nps). Lego takega delca lahko izrazimo s

kartezicnimi x;, y;, z; ali posplosenimi koordinatami qi, ..., gy,

7o = Ti(Ti, Yis 2i) = Ti(q1s - - -, qnype )- )



Poljuben pomik ; delca Z;, ki je skladen z vezmi, imenujemo mozen pomik. Dobimo ga,
ce zapiSemo razliko krajevnih vektorjev dveh moznih leg delca, to je lege, ki je dolocena
s posploSenimi koordinatami ¢; in nekoliko spremenjene lege, ki je doloCena s posplosenimi
koordinatami g; + dg; (7 =1,...,np):

U =73 (q1 +0q1, - - Gny. + 0Gn,,) — Tilq1, - - -, qn,. )- (5)
Krajevni vektor 7 (q1 + dq1, ..., qn,, + 0¢y,,) dobimo, ¢e (4) razvijemo v Taylorjevo vrsto
Nps 3’[‘1 Nps Nps 32 .

T—,»i/(q1+6q]_, .. .,qnps+6qnps) = ’]’_‘;:(q]_, .. .,qnps +Z

Izraz (6) vstavimo v (5) in dobimo
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Virtualni pomik du; delca %; je definiran kot poljubni linearni del moznega pomika ;. Do-
bimo ga iz (7), ¢e upostevamo le linearni del vsote

Nps oF )
du; = linearni del(u;) Z 81" j (8)
75

Ker je virtualni pomik definiran kot poljubni linearni del moznega pomika, je virtualni pomik
delca %, ki ima predpisani pomik ,, enak ni¢. Virtualni pomik zato definiramo z enacbama

n
s a7

8

j=1

il = 0qj,  dj=1tj,: O0dj=0. (9)

Vzemimo, da se delec Z; lahko premika vzdolz polovice kroznice (slika 1).

SLIKA 1 Delec 2; se lahko giblje le po polkroznici.

Doloc¢imo virtualni pomik du; delca &; za primer, da je ¢ = 0! Delec ¥; ima eno prostostno
stopnjo gibanja. Za q; = ¢ sledi

T3 =T COSQ €y + T sin &.



Iz (8) dobimo
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Za delec, ki se nahaja v legi ¢ = 0, je njegova virtualno premaknjena lega prikazana na sliki
2. Velikost in smer virtualnega zasuka d¢ v enacbi (10) sta poljubna, ne nujno majhnal

AY

| AN

\ wmozen pomik

\
| 0p1_ — " (0uqy

0 gii?} iz =T
6\505 — — Youyz virtualni
pomik

SLIKA 2 Virtualni pomik 6i; delca 2; za lego ¢ = 0

Linearni del moznega pomika torej pomeni pomik vzdolz tangente na krivuljo moznih pomi-
kov.

Ce se delec Z; lahko premika po ploskvi tridimenzionalnega prostora, ki je dolo¢ena z enacbo
f(z,y,z) =0, ima dve prostostni stopnji gibanja 7; = 7;(q1, ¢2). Njegov virtualni pomik je

or; or;
dq1 +

ot; = —
o dqo

(SQQ. (11)

Ce izberemo za posplogeni koordinati ¢; in ¢o koordinatni érti ploskve, po katerih se delec
lahko giblje, sledi iz enacbe (11), da lezi virtualni pomik d; v tangentni ravnini na ploskev
moznih pomikov. Tangentna ravnina virtualnih pomikov d; na ploskev moznih pomikov lezi
v tisti tocki, v kateri se delec nahaja, preden ga virtualno premaknemo. Velikost in smer
virtualnega pomika v tangentni ravnini sta poljubna (slika 3).

tangentna
ravnina v M

ploskev moZznih pomikov

f(zy,2)=0

SLIKA 3 Virtualni pomik di; lezi v tangentni ravnini na ploskev f = 0.
Ce je lega delcev dolocena z nps posploSenimi koordinatami, lezi virtualni pomik v tangentni
ravnini na n,s dimenzionalno ploskev moznih pomikov. Take ploskve ne moremo narisati.
2.4 Izrek o virtualnih pomikih

Sile, ki delujejo na sistem delcev %; z masami m;, (i = 1,..., N), delimo na zunanje sile F,,
in na notranje sile 5’;1 Zunanje sile F., delimo $e na aktivne sile F; in na reakcije podpor R;.



Notranje sile §ij so sile, s katerimi posamezni delci obravnavanega sistema delcev delujejo

—

med seboj. S;; je sila, s katero delec Z; deluje na delec %;. Po 3. Newtonovem zakonu
dva delca delujeta med seboj s silama, ki imata enako velikost, lezita na isti smernici in sta
nasprotno usmerjeni:

,S_';-j = —gji, S_;” = 6 (12)

Enacbo gibanja delca ¥; doloca drugi Newtonov zakon

i=1

Pri tem je @; = 0%7;/0t? vektor pospeska delca %;. Ce enacbo gibanja za delec 2 skalarno
pomnozimo z virtualnim pomikom du; delca %, enacbo gibanja za delec %5 z virtualnim

pomikom dus delca Zs in tako dalje ter enacbe sestejemo, dobimo:
N N N N
S° (B~ madi) - + 3 R + 303 8y 8k = 0. (14)
i=1 i=1 i=1 j=1

Izraz (14) predstavlja delo sil na virtualnih pomikih, ki ga velikokrat imenujemo virtualno
delo in oznacimo z dW:

N

N N N
oW =" (F = midi) - ot + > By + Y > Sy - 61 = 0. (15)
=1

i=1 i=1 j=1

Ce so podpore take, da je delo reakcij na virtualnih pomikih enako ni¢
N
> R, dii; =0, (16)
i=1

so podpore idealne. Ce so razen tega vezi med delci take, da je delo notranjih sil na virtualnih
pomikih enako nic

N N
ZZ Sy - 01y = 0, (17)

potem zapiSsemo (15) v obliki Lagrange-D’Alembert-ovega izreka za sistem delcev

SW = EN: (ﬁ - mﬁ,-) ;= 0. (18)

1=1

Ce delci mirujejo ali se gibljejo premoértno z enakomerno hitrostjo, dobimo iz (18) izrek o
virtualnih pomikih za sistem delcev, za katerega sta izpolnjena pogoja (16) in (17), v obliki

N
oW = F; - dii; = 0. (19)

Izrek o virtualnih pomikih (19) dolo¢a pogoj za mirovanje sistema delcev, za katerega sta
izpolnjena pogoja (16) in (17).



2.5 Izrek o virtualnih pomaikih za sistem delcev s togimi vezmi in idealnimi podporams

Pri sistemu delcev s togimi vezmi se razdalja med delcema %; in %; ne spreminja. Virtualni

pomik d4; delca ¥; izrazimo z virtualnim pomikom 04; delca Z; po enacbi

Z Ti; oznacimo vektor od lege delca Z; do lege delca %;. Pokazimo, da enacbi (20) ustrezata
pogojem (9) za virtualni pomik. Pokazati moramo, da predstavlja di; v enacbi (20) linearni

del moznih pomikov.

Druga izmed enacb (20) je ocitno linearna, zato obravnavajmo le prvo. Zveza med d1; in i,
je tudi linearna. Zato ta del enacbe ustreza definiciji za virtualne pomike. Sedaj pokazimo Se,
da definiciji za virtualne pomike ustreza tudi drugi del prve izmed enacb (20). Ce vzamemo,
da je 0u; = 0, sledi

0 = 0@; X T5j. (21)

Sedaj predpostavimo, da je mozen pomik u; delca &; enak ni¢, mozen zasuk @; sistema delcev
s togimi vezmi okrog delca Z; pa razlicen od ni¢: @; # 0. V tem primeru se sistem delcev
vrti okrog delca %;. Ploskev moznih pomikov delca Z; doloca krogla s polmerom |7;| in
srediséem v %;. Iz (21) sledi, da je virtualni pomik 0%; pravokoten na vektor 7j;. Zato lezi
v tangentni ravnini na ploskev moznih pomikov, to je na kroglo. S tem smo pokazali, da
enacbi (20) ustrezata pogojem za virtualne pomike sistema delcev s togimi vezmi. Enacbi
(20) predstavljata kinemati¢ne pogoje za virtualne pomike sistema delcev s togimi vezmi.

Pokazimo, da je za sistem delcev s togimi vezmi enacba (17) izpolnjena. V vsoti skalarnih
produktov v enacbi (17) nastopajo vsote dela parov sil

Sij - 6d; + Sji - 6.

Zaradi enacb (12) in (20) je §ij -0t + §j,- -d1; = 0 in je zato izpolnjena enacba (17). Ker so
podpore idealne, je izpolnjena tudi enacba (16). Zato je delo sil na virtualnih pomikih enako

N
oW = Z(F_‘; — m,c_iz) . (Sl_iz =0. (22)

=1

Enacba (22) opisuje gibanje sistema delcev s togimi vezmi in idealnimi podporami. Ce sistem
delcev miruje ali se giblje premocrno in z enakomerno hitrostjo, so pospeski vseh delcev enaki
nic. Takrat dobimo iz enacbe (22) izrek o virtualnih pomikih za sistem delcev s togimi vezmi
in idealnimi podporami, ki predstavlja pogoj za mirovanje sistema delcev

N
oW = > F; - dii; = 0. (23)

Enacba (23) doloc¢a pogoj za ravnotezje sil, ki na sistem delcev s togimi vezmi in idealnimi
podporami, delujejo. Izrek o virtualnih pomikih imenujemo tudi Lagrangeov izrek o virtualnih



pomikih ali izrek o virtualnem delu. OpiSemo ga takole: delo vseh aktivnih sil na virtualnih
pomikih je enako nic, ¢e so sile, ki na sistem delcev delujejo, v ravnotezju. Velja tudi obrnjeno:
ce je delo vseh aktivnih sil na virtualnih pomikih enako nic, so sile, ki na sistem delcev delujejo,

vV ravnotezju.

Izrek o virtualnih pomikih (23) lahko izrazimo s posploSenimi silami @);, ¢e virtualni pomik
du; delca ; izrazimo s posploSenimi koordinatami ¢; (¢ = 1,...,nps). Enacbo (8) vstavimo
v (23) in dobimo

=1

S Q; je oznacena posplosSena sila, definirana z enacbo

N
— aFk .
Q’L:;Fk aql, (Zzl,...,nps). (25)

Merska enota posploSene sile je odvisna od merske enote pripadajoce posploSene koordinate.
Na primer: ¢e je posploSena koordinata ¢ razdalja, je posplosena sila () sila; ¢e je ¢ kot, je Q)

moment itd.

3. Izrek o virtualnih pomikih za togo telo z idealnimi podporami

Ce na togo telo deluje s sil, zapiSemo izrek o virtualnih pomikih takole

N
OW = F, - 6ii; = 0. (26)

7 0i; oznacimo virtualni pomik prijemalisca sile F.. V izreku nastopajo le aktivne sile Fj,
ne pa tudi reakcije in notranje sile. Kinematicne pogoje za virtualne pomike togega telesa
zapisemo z enacbama (glej (20))

§i = 0ty + 0Fy X 7, 0@ = 0. (27)

4. Uporaba izreka o virtualnih pomikih za stati¢cno dolocene linijske konstrukcije
4.1 Racunanje reakcij in notranjih sil staticno dolocene linijske konstrukcije

Reakcije in notranje sile dolocamo po naslednjem postopku:

Staticno doloeno konstrukcijo spremenimo v konstrukcijo z eno prostostno stopnjo. Ce
racunamo vpetostno reakcijo oziroma vpetostni moment, potem v podporo vstavimo tako
vez, ki dovoli pomik v smeri vpetostne reakcije oziroma zasuk okrog osi vpetostnega mo-
menta. Vpliv odstranjene vezi nadomestimo z ustrezno vpetostno reakcijo oziroma vpetost-
nim momentom. Ce pa rac¢unamo notranjo silo oziroma notranji moment v izbranem pre¢nem
prerezu, potem v ta prerez vstavimo tako vez, ki dovoli medsebojni zamik sosednjih elemen-

tov v smeri notranje sile oziroma medsebojni zasuk sosednjih elementov okrog osi notranjega



momenta. Vpliv odstranjene vezi nadomestimo s parom ustreznih notranjih sil oziroma no-

tranjih momentov.

Konstrukciji z eno prostostno stopnjo gibanja vsilimo virtualne pomike in zapiSemo izrek
o virtualnih pomikih. V izreku upostevamo kinemati¢ne pogoje za virtualne pomike. Ko
upostevamo Se, da so virtualni pomiki poljubni, lahko reakcijo oziroma notranjo silo izracuna-

mo.
4.2 Dolocange vplivnic staticno dolocenih linigskih konstrukcij

Pri dolocanju vplivnic za reakcije in notranje sile v stati¢no doloceni linijski konstrukciji

upostevamo naslednja pravila:

Staticno doloeno konstrukcijo spremenimo v konstrukcijo z eno prostostno stopnjo. Ce
dolocamo vplivnico za vpetostno reakcijo oziroma vpetostni moment, potem v podporo vs-
tavimo tako vez, ki dovoli pomik v smeri vpetostne reakcije oziroma zasuk okrog osi vpetost-
nega momenta. Vpliv odstranjene vezi nadomestimo z ustrezno vpetostno reakcijo oziroma
vpetostnim momentom. Konstrukcijo z eno prostostno stopnjo virtualno tako premaknemo,
da ima virtualni pomik na mestu vpetostne reakcije oziroma virtualni zasuk na mestu vpetost-
nega momenta nasprotno smer od smeri vpetostne reakcije oziroma vpetostnega momenta.

Absolutna vrednost virtualnega pomika oziroma virtualnega zasuka mora biti enaka ena.

Ce pa dolo¢amo vplivnico za notranjo silo oziroma notranji moment v nekem preénem prerezu,
potem v ta prerez vstavimo tako vez, ki dovoli medsebojni zamik sosednjih elementov v smeri
notranje sile oziroma medsebojni zasuk okrog osi notranjega momenta. Vpliv odstranjene
vezi nadomestimo s parom notranjih sil oziroma notranjih momentov. Konstrukcijo z eno
prostostno stopnjo virtualno tako premaknemo, da ima virtualni pomik na mestu notranje
sile oziroma virtualni zasuk na mestu notranjega momenta nasprotno smer od smeri notranje
sile oziroma notranjega momenta. Vsota absolutnih vrednosti virtualnih pomikov na mestu

notranje sile oziroma virtualnih zasukov na mestu notranjega momenta mora biti enaka ena.

V tem primeru doloc¢a virtualno premaknjena lega konstrukcije vplivnico
ow = .

Primer: 7Z uporabo izreka o virtualnih pomikih dolo¢imo vplivnico za prec¢no silo N,p v
preénem prerezu x = a prostolezecega nosilca s previsoma (slika 4)!

A ‘ B .
b T X z

‘ : T7777777.

e——a ——=—b—

oe——— L —
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SLIKA 4 Prostolezeci nosilec s previsoma,

V precnem prerezu a vstavimo tako vez, ki dovoli medsebojni zamik v smeri precne sile
N7 (Clenek za precno silo ali strizni ¢lenek). Vpliv odstranjene vezi nadomestimo s silama
NiT = NST = N,r. S tem dobimo konstrukcijo, ki ima eno prostostno stopnjo gibanja
in jo lahko virtualno premaknemo. Upostevamo, da strizni ¢lenek dovoli medsebojni zamik



sosednjih elementov v smeri precne sile, medsebojnega zasuka pa ne. Ce vzamemo, da ima

(5w§1 nasprotno smer kot sila NiT, 5w% pa nasprotno smer kot sila NST, zapiSemo izrek o

virtualnih pomikih takole (slika 5)

W = —Nlp |owh| — N& |owd |+ Fow =0 — —N,r(|dwh| + |ws|) + F sw = 0.
Ner
r Y
%%
Sw > L VAN v
\
Yz NgT

SLIKA 5 V konstrukcijo vstavimo strizni ¢lenek in jo ustrezno premaknemo.

Ce je [dwh| + |0w| = 1.0, dobimo

NzT = Fw.

(28)

Iz primerjave enacbe (28) z enacbo N, = F'ng, s katero je vplivnica definirana, sledi, da je

virtualno premaknjena lega dw enaka vplivnici ng za precno silo N, 7.

Velikosti [dwh| in |dwd| izracunamo iz enacbe |dwk.| + |dwé| = 1.0 ter kinematicnega pogoja

|6wk.|/a = [6wd|/b. Tako dobimo izraza |dwk.| = a/L in |6w$| = b/L, s katerima vplivnico

nq lahko nariSemo!

5. Zakljucek

V prikazani izpeljavi izreka o virtualnih pomikih za togo telo nismo zahtevali, da so virtualni

pomiki majhni, kot to naredijo v nekaterih knjigah. Virtualni pomik smo definirali kot

poljubni linearni del moznega pomika in izpeljali izrek o virtualnih pomikih. Pri taki definiciji

virtualnega pomika lahko izrek uporabimo tudi pri nalogah, pri katerih virtualni pomiki in

zasuki niso majhni.
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