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Principle of virtual displacements

Povzetek

V prispevku je izpeljan izrek o virtualnih pomikih. Poseben poudarek je v natan�cni izbiri

osnovnih predpostavk o virtualnih pomikih. Za razliko od obi�cajne predpostavke o majhnosti

virtualnih pomikov je tu de�nirano, da je virtualni pomik linearni del mo�znega pomika. Za

ilustracijo izrek o virtualnih pomikih uporabimo za konstrukcijo vplivnice.

Summary

A principle of virtual displacements was derived in this paper. The choice of the basic

assumption was speci�cally emphasised. In contrast to usual assumption of small virtual

displacement, the virtual displacement is de�ned as a linear part of a �nite displacement.

The use of the principle is shown on the construction of an inuence line.

1. Uvod

Ravnote�zne ena�cbe za sistem sil ~Fi (i = 1; : : : ; s) na togem telesu zapi�semo z ena�cbamaPs

i=1
~Fi = ~0,

Ps

i=1 ~ri �
~Fi = ~0. Stati�cno dolo�cen sistem togih teles je tako podprt, da pri

poljubni obte�zbi miruje. Za stati�cno dolo�cen sistem je �stevilo reakcij in �stevilo sil v vezeh

enako �stevilu ravnote�znih ena�cb za vsa prosta telesa in za vse vezi. V ravnote�znih ena�cbah

nastopajo vse reakcije podpor in vse sile v vezeh.

Ravnote�zne ena�cbe za sile, ki na sistem togih teles delujejo, lahko zapi�semo tudi z izrekom

o virtualnih pomikih. V nadaljevanju najprej izpeljemo izrek o virtualnih pomikih za sistem

delcev, nato pa �se za sistem delcev s togimi vezmi in za togo telo. Pri sistemu delcev s togimi

vezmi se razdalje med delci ne spreminjajo.
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2. Izrek o virtualnih pomikih sistema delcev

Da bi izpeljali izrek o virtualnih pomikih sistema delcev, de�nirajmo vezi v sistemu delcev,

�stevilo prostostnih stopenj sistema delcev, posplo�sene koordinate ter virtualne pomike.

2.1 Vezi in �stevilo prostostnih stopenj sistema delcev

Sistem delcev dolo�ca mno�zica N gibajo�cih ali mirujo�cih delcev Di z masamimi (i = 1; : : : ; N).

Delci so nepovezani ali pa povezani z brezte�znimi vezmi. Za dolo�citev lege prostega sistema

N delcev v prostoru moramo poznati 3N koordinat. �Ce je sistem delcev vezan, je medsebojna

lega delcev odvisna od vrste vezi in koordinate delcev niso ve�c vse neodvisne. Vezi dolo�cajo

odvisnosti med koordinatami lege delcev. �Ce je N delcev povezanih z r stacionarnimi vezmi

(neodvisnimi od �casa), zapi�semo ena�cbe vezi takole

f1(x1; y1; z1; : : : ; xN ; yN ; zN ) = 0;

f2(x1; y1; z1; : : : ; xN ; yN ; zN ) = 0;

...

fr(x1; y1; z1; : : : ; xN ; yN ; zN ) = 0:

(1)

Ena�cbe vezi morajo biti med seboj neodvisne. Ena�cbe (1) so med seboj neodvisne, �ce je

rang Jacobijanske matrike [ J ] = [ @fi=@xj ] enak �stevilu vezi r. V tem primeru lahko iz

ena�cb (1) izrazimo r koordinat s preostalimi 3N � r med seboj neodvisnimi koordinatami.

Lego takega sistema lahko opi�semo s 3N�r neodvisnimi spremenljivkami. �Stevilo neodvisnih

spremenljivk, ki v celoti dolo�cajo lege delcev v sistemu, imenujemo �stevilo prostostnih stopenj

sistema delcev. Ozna�cimo ga z nps:

nps = 3N � r: (2)

2.2 Posplo�sene koordinate

Za opis lege sistema delcev pogosto izberemo koordinate, ki so med seboj neodvisne. Izberemo

jih tako, da enoli�cno dolo�cajo lego sistema delcev. Ozna�cimo jih s qj (j = 1; : : : ; nps) in

imenujemo posplo�sene koordinate. Izpolnjevati morajo naslednja pogoja:

1. Lega vsakega delca sistema je enoli�cno dolo�cena s koordinatami qj (j = 1; : : : ; nps):

~ri = ~ri(q1; : : : ; qnps); (i = 1; : : : ; N): (3)

2. Ena�cbe vezi (1) morajo biti identi�cno izpolnjene tudi, �ce jih izrazimo s posplo�senimi

koordinatami.

Posplo�sene koordinate so lahko razli�cne geometrijske koli�cine kot na primer razdalja, kot,

plo�s�cina, prostornina itd. Izberemo jih tako, da je re�sevanje naloge �cim la�zje.

2.3 Virtualni pomiki

Zapi�simo pomik delca Di, katerega gibanje je omejeno z vezmi, tako, da ima nps prostostnih

stopenj, s posplo�senimi koordinatami qj (j = 1; : : : ; nps). Lego takega delca lahko izrazimo s

kartezi�cnimi xi; yi; zi ali posplo�senimi koordinatami q1; : : : ; qnps

~ri = ~ri(xi; yi; zi) = ~ri(q1; : : : ; qnps): (4)



Poljuben pomik ~ui delca Di, ki je skladen z vezmi, imenujemo mo�zen pomik. Dobimo ga,

�ce zapi�semo razliko krajevnih vektorjev dveh mo�znih leg delca, to je lege, ki je dolo�cena

s posplo�senimi koordinatami qi in nekoliko spremenjene lege, ki je dolo�cena s posplo�senimi

koordinatami qj + Æqj (j = 1; : : : ; nps):

~ui = ~r 0

i (q1 + Æq1; : : : ; qnps + Æqnps)� ~ri(q1; : : : ; qnps): (5)

Krajevni vektor ~r 0

i (q1 + Æq1; : : : ; qnps + Æqnps) dobimo, �ce (4) razvijemo v Taylorjevo vrsto

~r 0

i (q1+Æq1; : : : ; qnps+Æqnps ) = ~ri(q1; : : : ; qnps)+

npsX
j=1

@~ri
@qj

Æqj+
1

2!

npsX
j=1

npsX
k=1

@2~ri
@qj @qk

Æqj Æqk+ : : : :

(6)

Izraz (6) vstavimo v (5) in dobimo

~ui =

npsX
j=1

@~ri
@qj

Æqj +
1

2!

npsX
j=1

npsX
k=1

@2~ri
@qj @qk

Æqj Æqk + : : : : (7)

Virtualni pomik Æ~ui delca Di je de�niran kot poljubni linearni del mo�znega pomika ~ui. Do-

bimo ga iz (7), �ce upo�stevamo le linearni del vsote

Æ~ui = linearni del(~ui) =

npsX
j=1

@~ri
@qj

Æqj : (8)

Ker je virtualni pomik de�niran kot poljubni linearni del mo�znega pomika, je virtualni pomik

delca Dj , ki ima predpisani pomik ~ujp, enak ni�c. Virtualni pomik zato de�niramo z ena�cbama

Æ~ui =

npsX
j=1

@~ri
@qj

Æqj ; ~uj = ~ujp : Æ~uj = ~0: (9)

Vzemimo, da se delec Di lahko premika vzdol�z polovice kro�znice (slika 1).

Slika 1 Delec Di se lahko giblje le po polkro�znici.

Dolo�cimo virtualni pomik Æ~ui delca Di za primer, da je ' = 0! Delec Di ima eno prostostno

stopnjo gibanja. Za q1 = ' sledi

~ri = r cos'~ex + r sin'~ey:



Iz (8) dobimo

Æ~ui =
@~ri
@'

Æ' = (�r sin'~ex + r cos'~ey) Æ':

�Ce je ' = 0, je

Æ~ui = r Æ'~ey

oziroma

Æuix = 0; Æuiy = r Æ': (10)

Za delec, ki se nahaja v legi ' = 0, je njegova virtualno premaknjena lega prikazana na sliki

2. Velikost in smer virtualnega zasuka Æ' v ena�cbi (10) sta poljubna, ne nujno majhna!

Slika 2 Virtualni pomik Æ~ui delca Di za lego ' = 0

Linearni del mo�znega pomika torej pomeni pomik vzdol�z tangente na krivuljo mo�znih pomi-

kov.

�Ce se delec Di lahko premika po ploskvi tridimenzionalnega prostora, ki je dolo�cena z ena�cbo

f(x; y; z) = 0, ima dve prostostni stopnji gibanja ~ri = ~ri(q1; q2). Njegov virtualni pomik je

Æ~ui =
@~ri
@q1

Æq1 +
@~ri
@q2

Æq2: (11)

�Ce izberemo za posplo�seni koordinati q1 in q2 koordinatni �crti ploskve, po katerih se delec

lahko giblje, sledi iz ena�cbe (11), da le�zi virtualni pomik Æ~ui v tangentni ravnini na ploskev

mo�znih pomikov. Tangentna ravnina virtualnih pomikov Æ~ui na ploskev mo�znih pomikov le�zi

v tisti to�cki, v kateri se delec nahaja, preden ga virtualno premaknemo. Velikost in smer

virtualnega pomika v tangentni ravnini sta poljubna (slika 3).

Slika 3 Virtualni pomik Æ~ui le�zi v tangentni ravnini na ploskev f = 0.

�Ce je lega delcev dolo�cena z nps posplo�senimi koordinatami, le�zi virtualni pomik v tangentni

ravnini na nps dimenzionalno ploskev mo�znih pomikov. Take ploskve ne moremo narisati.

2.4 Izrek o virtualnih pomikih

Sile, ki delujejo na sistem delcev Di z masami mi, (i = 1; : : : ; N), delimo na zunanje sile ~Fiz
in na notranje sile ~Sij . Zunanje sile ~Fiz delimo �se na aktivne sile ~Fi in na reakcije podpor ~Ri.



Notranje sile ~Sij so sile, s katerimi posamezni delci obravnavanega sistema delcev delujejo

med seboj. ~Sij je sila, s katero delec Dj deluje na delec Di. Po 3. Newtonovem zakonu

dva delca delujeta med seboj s silama, ki imata enako velikost, le�zita na isti smernici in sta

nasprotno usmerjeni:
~Sij = �~Sji; ~Sii = ~0: (12)

Ena�cbo gibanja delca Di dolo�ca drugi Newtonov zakon

mi~ai = ~Fi + ~Ri +
NX
j=1

~Sij ; (i = 1; : : : ; N): (13)

Pri tem je ~ai � @2~ri=@t
2 vektor pospe�ska delca Di. �Ce ena�cbo gibanja za delec D1 skalarno

pomno�zimo z virtualnim pomikom Æ~u1 delca D1, ena�cbo gibanja za delec D2 z virtualnim

pomikom Æ~u2 delca D2 in tako dalje ter ena�cbe se�stejemo, dobimo:

NX
i=1

�
~Fi �mi~ai

�
� Æ~ui +

NX
i=1

~Ri � Æ~ui +
NX
i=1

NX
j=1

~Sij � Æ~ui = 0: (14)

Izraz (14) predstavlja delo sil na virtualnih pomikih, ki ga velikokrat imenujemo virtualno

delo in ozna�cimo z ÆW :

ÆW =
NX
i=1

�
~Fi �mi~ai

�
� Æ~ui +

NX
i=1

~Ri � Æ~ui +
NX
i=1

NX
j=1

~Sij � Æ~ui = 0: (15)

�Ce so podpore take, da je delo reakcij na virtualnih pomikih enako ni�c

NX
i=1

~Ri � Æ~ui = 0; (16)

so podpore idealne. �Ce so razen tega vezi med delci take, da je delo notranjih sil na virtualnih

pomikih enako ni�c
NX
i=1

NX
j=1

~Sij � Æ~ui = 0; (17)

potem zapi�semo (15) v obliki Lagrange-D'Alembert-ovega izreka za sistem delcev

ÆW =
NX
i=1

�
~Fi �mi~ai

�
� Æ~ui = 0: (18)

�Ce delci mirujejo ali se gibljejo premo�crtno z enakomerno hitrostjo, dobimo iz (18) izrek o

virtualnih pomikih za sistem delcev, za katerega sta izpolnjena pogoja (16) in (17), v obliki

ÆW =
NX
i=1

~Fi � Æ~ui = 0: (19)

Izrek o virtualnih pomikih (19) dolo�ca pogoj za mirovanje sistema delcev, za katerega sta

izpolnjena pogoja (16) in (17).



2.5 Izrek o virtualnih pomikih za sistem delcev s togimi vezmi in idealnimi podporami

Pri sistemu delcev s togimi vezmi se razdalja med delcema Di in Dj ne spreminja. Virtualni

pomik Æ~uj delca Dj izrazimo z virtualnim pomikom Æ~ui delca Di po ena�cbi

Æ~uj = Æ~ui + Æ~'i � ~rij ; Æ~'j = Æ~'i: (20)

Z ~rij ozna�cimo vektor od lege delca Di do lege delca Dj . Poka�zimo, da ena�cbi (20) ustrezata

pogojem (9) za virtualni pomik. Pokazati moramo, da predstavlja Æ~uj v ena�cbi (20) linearni

del mo�znih pomikov.

Druga izmed ena�cb (20) je o�citno linearna, zato obravnavajmo le prvo. Zveza med Æ~uj in Æ~ui
je tudi linearna. Zato ta del ena�cbe ustreza de�niciji za virtualne pomike. Sedaj poka�zimo �se,

da de�niciji za virtualne pomike ustreza tudi drugi del prve izmed ena�cb (20). �Ce vzamemo,

da je Æ~ui = ~0, sledi

Æ~uj = Æ~'i � ~rij : (21)

Sedaj predpostavimo, da je mo�zen pomik ~ui delca Di enak ni�c, mo�zen zasuk ~'i sistema delcev

s togimi vezmi okrog delca Di pa razli�cen od ni�c: ~'i 6= ~0. V tem primeru se sistem delcev

vrti okrog delca Di. Ploskev mo�znih pomikov delca Dj dolo�ca krogla s polmerom j~rij j in

sredi�s�cem v Di. Iz (21) sledi, da je virtualni pomik Æ~uj pravokoten na vektor ~rij . Zato le�zi

v tangentni ravnini na ploskev mo�znih pomikov, to je na kroglo. S tem smo pokazali, da

ena�cbi (20) ustrezata pogojem za virtualne pomike sistema delcev s togimi vezmi. Ena�cbi

(20) predstavljata kinemati�cne pogoje za virtualne pomike sistema delcev s togimi vezmi.

Poka�zimo, da je za sistem delcev s togimi vezmi ena�cba (17) izpolnjena. V vsoti skalarnih

produktov v ena�cbi (17) nastopajo vsote dela parov sil

~Sij � Æ~ui + ~Sji � Æ~uj :

Zaradi ena�cb (12) in (20) je ~Sij � Æ~ui + ~Sji � Æ~uj = 0 in je zato izpolnjena ena�cba (17). Ker so

podpore idealne, je izpolnjena tudi ena�cba (16). Zato je delo sil na virtualnih pomikih enako

ÆW =
NX
i=1

( ~Fi �mi~ai) � Æ~ui = 0: (22)

Ena�cba (22) opisuje gibanje sistema delcev s togimi vezmi in idealnimi podporami. �Ce sistem

delcev miruje ali se giblje premo�crno in z enakomerno hitrostjo, so pospe�ski vseh delcev enaki

ni�c. Takrat dobimo iz ena�cbe (22) izrek o virtualnih pomikih za sistem delcev s togimi vezmi

in idealnimi podporami, ki predstavlja pogoj za mirovanje sistema delcev

ÆW =
NX
i=1

~Fi � Æ~ui = 0: (23)

Ena�cba (23) dolo�ca pogoj za ravnote�zje sil, ki na sistem delcev s togimi vezmi in idealnimi

podporami, delujejo. Izrek o virtualnih pomikih imenujemo tudi Lagrangeov izrek o virtualnih



pomikih ali izrek o virtualnem delu. Opi�semo ga takole: delo vseh aktivnih sil na virtualnih

pomikih je enako ni�c, �ce so sile, ki na sistem delcev delujejo, v ravnote�zju. Velja tudi obrnjeno:

�ce je delo vseh aktivnih sil na virtualnih pomikih enako ni�c, so sile, ki na sistem delcev delujejo,

v ravnote�zju.

Izrek o virtualnih pomikih (23) lahko izrazimo s posplo�senimi silami Qi, �ce virtualni pomik

Æ~ui delca Di izrazimo s posplo�senimi koordinatami qi (i = 1; : : : ; nps). Ena�cbo (8) vstavimo

v (23) in dobimo

ÆW =
nX
i=1

Qi Æqi = 0: (24)

S Qi je ozna�cena posplo�sena sila, de�nirana z ena�cbo

Qi =
NX
k=1

~Fk �
@~rk
@qi

; (i = 1; : : : ; nps): (25)

Merska enota posplo�sene sile je odvisna od merske enote pripadajo�ce posplo�sene koordinate.

Na primer: �ce je posplo�sena koordinata q razdalja, je posplo�sena sila Q sila; �ce je q kot, je Q

moment itd.

3. Izrek o virtualnih pomikih za togo telo z idealnimi podporami

�Ce na togo telo deluje s sil, zapi�semo izrek o virtualnih pomikih takole

ÆW =
NX
i=1

~Fi � Æ~ui = 0: (26)

Z Æ~ui ozna�cimo virtualni pomik prijemali�s�ca sile ~Fi. V izreku nastopajo le aktivne sile Fi,

ne pa tudi reakcije in notranje sile. Kinemati�cne pogoje za virtualne pomike togega telesa

zapi�semo z ena�cbama (glej (20))

Æ~u = Æ~u0 + Æ~'0 � ~r; Æ~' = Æ~'0: (27)

4. Uporaba izreka o virtualnih pomikih za stati�cno dolo�cene linijske konstrukcije

4.1 Ra�cunanje reakcij in notranjih sil stati�cno dolo�cene linijske konstrukcije

Reakcije in notranje sile dolo�camo po naslednjem postopku:

Stati�cno dolo�ceno konstrukcijo spremenimo v konstrukcijo z eno prostostno stopnjo. �Ce

ra�cunamo vpetostno reakcijo oziroma vpetostni moment, potem v podporo vstavimo tako

vez, ki dovoli pomik v smeri vpetostne reakcije oziroma zasuk okrog osi vpetostnega mo-

menta. Vpliv odstranjene vezi nadomestimo z ustrezno vpetostno reakcijo oziroma vpetost-

nim momentom. �Ce pa ra�cunamo notranjo silo oziroma notranji moment v izbranem pre�cnem

prerezu, potem v ta prerez vstavimo tako vez, ki dovoli medsebojni zamik sosednjih elemen-

tov v smeri notranje sile oziroma medsebojni zasuk sosednjih elementov okrog osi notranjega



momenta. Vpliv odstranjene vezi nadomestimo s parom ustreznih notranjih sil oziroma no-

tranjih momentov.

Konstrukciji z eno prostostno stopnjo gibanja vsilimo virtualne pomike in zapi�semo izrek

o virtualnih pomikih. V izreku upo�stevamo kinemati�cne pogoje za virtualne pomike. Ko

upo�stevamo �se, da so virtualni pomiki poljubni, lahko reakcijo oziroma notranjo silo izra�cuna-

mo.

4.2 Dolo�canje vplivnic stati�cno dolo�cenih linijskih konstrukcij

Pri dolo�canju vplivnic za reakcije in notranje sile v stati�cno dolo�ceni linijski konstrukciji

upo�stevamo naslednja pravila:

Stati�cno dolo�ceno konstrukcijo spremenimo v konstrukcijo z eno prostostno stopnjo. �Ce

dolo�camo vplivnico za vpetostno reakcijo oziroma vpetostni moment, potem v podporo vs-

tavimo tako vez, ki dovoli pomik v smeri vpetostne reakcije oziroma zasuk okrog osi vpetost-

nega momenta. Vpliv odstranjene vezi nadomestimo z ustrezno vpetostno reakcijo oziroma

vpetostnim momentom. Konstrukcijo z eno prostostno stopnjo virtualno tako premaknemo,

da ima virtualni pomik na mestu vpetostne reakcije oziroma virtualni zasuk na mestu vpetost-

nega momenta nasprotno smer od smeri vpetostne reakcije oziroma vpetostnega momenta.

Absolutna vrednost virtualnega pomika oziroma virtualnega zasuka mora biti enaka ena.

�Ce pa dolo�camo vplivnico za notranjo silo oziroma notranji moment v nekem pre�cnem prerezu,

potem v ta prerez vstavimo tako vez, ki dovoli medsebojni zamik sosednjih elementov v smeri

notranje sile oziroma medsebojni zasuk okrog osi notranjega momenta. Vpliv odstranjene

vezi nadomestimo s parom notranjih sil oziroma notranjih momentov. Konstrukcijo z eno

prostostno stopnjo virtualno tako premaknemo, da ima virtualni pomik na mestu notranje

sile oziroma virtualni zasuk na mestu notranjega momenta nasprotno smer od smeri notranje

sile oziroma notranjega momenta. Vsota absolutnih vrednosti virtualnih pomikov na mestu

notranje sile oziroma virtualnih zasukov na mestu notranjega momenta mora biti enaka ena.

V tem primeru dolo�ca virtualno premaknjena lega konstrukcije vplivnico

Æw � �:

Primer: Z uporabo izreka o virtualnih pomikih dolo�cimo vplivnico za pre�cno silo NzT v

pre�cnem prerezu x = a prostole�ze�cega nosilca s previsoma (slika 4)!

Slika 4 Prostole�ze�ci nosilec s previsoma

V pre�cnem prerezu a vstavimo tako vez, ki dovoli medsebojni zamik v smeri pre�cne sile

NzT (�clenek za pre�cno silo ali stri�zni �clenek). Vpliv odstranjene vezi nadomestimo s silama

N l
zT = Nd

zT � NzT . S tem dobimo konstrukcijo, ki ima eno prostostno stopnjo gibanja

in jo lahko virtualno premaknemo. Upo�stevamo, da stri�zni �clenek dovoli medsebojni zamik



sosednjih elementov v smeri pre�cne sile, medsebojnega zasuka pa ne. �Ce vzamemo, da ima

Æwl
T nasprotno smer kot sila N l

zT , Æw
d
T pa nasprotno smer kot sila Nd

zT , zapi�semo izrek o

virtualnih pomikih takole (slika 5)

ÆW = �N l
zT jÆw

l
T j �Nd

zT jÆw
d
T j+ F Æw = 0 ! �NzT (jÆw

l
T j+ jÆwd

T j) + F Æw = 0:

Slika 5 V konstrukcijo vstavimo stri�zni �clenek in jo ustrezno premaknemo.

�Ce je jÆwl
T j+ jÆwd

T j = 1:0, dobimo

NzT = F Æw: (28)

Iz primerjave ena�cbe (28) z ena�cbo NzT = F �Q, s katero je vplivnica de�nirana, sledi, da je

virtualno premaknjena lega Æw enaka vplivnici �Q za pre�cno silo NzT .

Velikosti jÆwl
T j in jÆw

d
T j izra�cunamo iz ena�cbe jÆwl

T j+ jÆwd
T j = 1:0 ter kinemati�cnega pogoja

jÆwl
T j=a = jÆwd

T j=b. Tako dobimo izraza jÆwl
T j = a=L in jÆwd

T j = b=L, s katerima vplivnico

�Q lahko nari�semo!

5. Zaklju�cek

V prikazani izpeljavi izreka o virtualnih pomikih za togo telo nismo zahtevali, da so virtualni

pomiki majhni, kot to naredijo v nekaterih knjigah. Virtualni pomik smo de�nirali kot

poljubni linearni del mo�znega pomika in izpeljali izrek o virtualnih pomikih. Pri taki de�niciji

virtualnega pomika lahko izrek uporabimo tudi pri nalogah, pri katerih virtualni pomiki in

zasuki niso majhni.
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