Statistika z elementi informatike
Osnove verjetnostnega racuna in statistike

9.4.1999

1. Naloga: Izpeljana porazdelitev

Obravnavamo ravninski primer sevanja radioaktivnega telesa, ki seva na vse strani enako.
To pomeni, da je sluéajna spremenljivka ©, ki predstavlja kot posameznega zarka, ena-
komerno porazdeljena. Zaradi svincene zascite seva le navzdol (glej sliko). Tako lahko
gostoto verjetnosti zapiSemo takole:

fo(®) =1/x —7w/2 <9 <7w/2

Doloéi gostoto verjetnosti sluéajne spremenljivke X, da posamezen zarek pade na raven
ekran neskoné¢nih razseznosti v oddaljenosti = od tocke A. Skiciraj gostoto verjetnosti te
porazdelitve, ki je poznana kot Cauchyjeva porazdelitev. Razdalja radioaktivnega telesa
do ekrana a = dan vaSega rojstva [cm].
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SLIKA 1: Radioaktivno sevanje v ravnini

Resitev: Iz slike 1a lahko dolo¢imo zvezo med kotom ¥ in vodoravno razdaljo z:
Z= tgo — z = g(¥) = atgd.
a

Iz slik 1la in 2a lahko sklepamo, da obmoéju —7/2 < ¥ < 7/2 ustreza neskonéno obmodje
—o00 < z < oo. Ker je na obmoéju od —7/2 < ¢ < /2 funkcija monotona (glej sliko 2a),
lahko zapiSemo obratno zvezo

9 = arctg~ = g~1(x)
a

in izpeljemo gostoto verjetnosti po enacbi:

fx@) = fo (@) - LB L e

Na sliki 2b prikazujemo graf gostote verjetnosti slucajne spremenljivke X za nekaj vred-
nosti parametra a.
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SLIKA 2: Zveza med ¢ in x ter gostota verjetnosti fx(z)

2. Naloga: diskretna sluéajna spremenljivka

Nek stroj lahko dnevno proizvede 1, 2, 3 ali 4 izdelke. Verjetnostna funkcija Stevila
proizvedenih izdelkov N je:

01 ... n=1
02 ... n=29
pv(m) =3 o5 T -3
0.2 n=4

Dolo¢ite verjetnostno funkcijo skupnega §tevila M proizvedenih izdelkov, ki jih proizvedeta
dva neodvisno delujoéa stroja z enakimi lastnostmi. NariSite verjetnostno funkcijo in
dolotite srednjo vrednost E[M] in varianco VAR[M] slu¢ajne spremenljivke M.

Resitev: Ker dva stroja, ki delujeta neodvisno, lahko izdelata po 1 do 4 izdelkov, je
skupno stevilo izdelkov lahko 2, 3, 4, 5, 6, 7 ali 8 izdelkov. Verjetnostno funkcijo pas(m)
dolo¢imo z naslednjo preglednico:

1. stroj | 2. stroj | Skupaj Verjetnost
N, N, M
1 1 2 0.1-0.1 =0.01
1 2 3 0.1-0.2=0.02
1 3 4 0.1-0.5=0.05
1 4 5! 0.1-0.2=0.02
2 1 3 0.2:-0.1=0.02
2 2 4 0.2-0.2=0.04
2 3 5 0.2-0.5=0.10
2 4 6 0.2-0.2=0.04
3 1 4 0.5-0.1 =0.05
3 2 5 0.5-0.2=0.10
3 3 6 0.5-0.5=0.25
3 4 7 0.5-0.2=0.10
4 1 5! 0.2:-0.1=0.02
4 2 6 0.2-0.2=0.04
4 3 7 0.2-0.5=0.10
4 4 8 0.2-0.2=0.04




Iz te preglednice lahko povzamemo verjetnostno funkcijo pas(m)

[ 0.01 m=2
0.04 m=3
0.14 m=4
pu(m) =< 0.24 m=5,
0.33 m==0
0.20 m="7
| 0.04 m=2~8

ki jo nariSemo na sliki 3. Srednjo vrednost in varianco slué¢ajne spremenljivke M lahko
izracunamo po enacbah

E[M] = 28_: m - pym(m) = 5.60,

E[M?] = XS: m? - ppr(m) = 32.88,
VAR[M] :_E[M2] — E[M]? = 1.52.

Enako izra¢unamo tudi, ée po podobnih ena¢bah izracunamo najprej srednjo vrednost in
varianco sluéajne spremenljivke NV:

BV = > n-pa(n) = 28,

E[N?] == f: n*-py(n) = 8.6 1)

n=1

VAR[N] = E[N?] — E[N]? = 0.76.

ter upostevamo zveze za momente vsote ve¢ neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk:
E[M] =E[N + N] = E[N] + E[N] = 2.8 + 2.8 = 5.60,
VAR[M] = VAR[N + N] = VAR[N] + VAR|N| = 0.76 4+ 0.76 = 1.52.
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SLIKA 3: Verjetnostna funkcija pys(m)



3. Naloga: Analiza variance

Na odlagaliséu odpadkov so merili koncentracije kroma v ppm (part per million). Odla-
gali§ée so razdelili na tri obmoéja in v vsakem obmod¢ju izmerili koncentracijo kroma na
Sestih sluc¢ajno izbranih merilnih mestih. Ugotovite ali je obmoéje odlagaliséa statisti¢no
znadilen faktor. Stopnja tveganja naj bo 1%. Podatke podajamo v naslednji preglednici:

obmocdje Koli¢ina Cr [ppm]

prvo obmocje |35 36 30 29 32 32
drugo obmo¢je | 14 21 19 24 26 37
tretje obmocje |13 6 21 23 21 33

Resitev: Najprej izracunajmo povpreéno vrednost vseh meritev T ter povprecne vred-
nosti meritev po obmodéjih Z;, Z5 in Z3:

35436+ +21+33

1 3 6
T=—> > z;= = 25.11,
3-6 54 J 18
18 35 + 36 + 30 + 29 + 32 + 32
ZL= g » oz = O :; kb 32.33,
j=1
18 144+21+19+24+26+ 37
Ty =g > @9y = T :; kbl I 23.50,
j=1
168 134+6+21+23+21+33
T3 = 6 2153]' L —z Rkl C 19.50.
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Izra¢unajmo Se vsoto kvadratov odstopanj od povpre¢nih vrednosti:

3
5S4 =6-> (7, —2)° =
i=1

= (32.33 — 25.11)% + (23.5 — 25.11)2 + (19.5 — 25.11)2 = 517.44,

3 6

SSg =) ) (zi—3:)° =

i=1j5=1
= (35— 32.33)2 + (36 — 32.33)2 + - - - +
+(14 — 23.50)2 + (21 — 23.50)2 + - - - +

+(13 = 19.50)% + (6 — 19.5)? + - - - = 766.33,
3 6
SSr =3 (v —3)" =
i=1j5=1

= (35— 25.11)2 + (36 — 25.11)% + - - - + (33 — 25.11)2 = 1283.78.
Ta izrac¢un preverimo tudi z izrazom
SSr =554+ 5SSk — 1283.78 = 517.44 4 766.33.

Stevilo prostostnih stopenj za faktor je 3 — 1 = 2, za napako oziroma nepojasnjena
odstopanja 6 - 3 — 3 = 15 in za skupna odstopanja 6 -3 — 1 = 17.



Sedaj lahko pripravimo preglednico analize variance:

Vzrok SS Nps | MS

Faktor 517.44 2 | 258.72
Napaka | 766.33 | 15| 51.09
Skupaj | 1283.78 | 17

Postavimo nicelno in alternativno hipotezo:
Hy: Obmogje ne vpliva na koncentracijo kroma.
H;: Obmog¢je vpliva na koncentracijo kroma.

Statistika, na osnovi katere bomo nic¢elno hipotezo morda lahko zavrnili, je:

MS4

= 5.064.
MSg

To vrednost primerjamo z vrednostjo porazdelitvene funkcije porazdelitve F; ;5 in sicer
za stopnjo zaupanja 0.99. Iz preglednice za porazdelitev F' lahko odéitamo priblizno
vrednost F15099. Natanéneje to vrednost dolo¢imo z rac¢unalniskim programom (na
primer EXCEL: ukaz FINV(0.01;2;15)):

F3 15,099 = 6.359.

Ker je MS4/MSE < F15,0.99, nicelne hipoteze ne moremo zavrniti in moramo zakljuéiti:
Za stopnjo statisticnega tveganja 1% velja, da vpliv obmocij ni statisticno znadcilen.

Ce bi izbrali vegje tveganje (na primer 5%), bi bil zakljuéek v tem primeru drugagen.
Vrednost porazdelitvene funkcije je namreé Fj 15095 = 3.682 < M S4/MSg. Tedaj bi za-
kljucili: Za stopnjo statistiénega tveganja 5% velja, da je vpliv obmodij statistiéno znacilen.

4. Naloga: Doloc¢anje parametra porazdelitve gama

Gostota verjetnosti porazdelitve gama (I"), ki opisuje ¢as, ko se zgodi k-ti uspeh, je:

)\()\x)k—le—)\w

= > 0.
Ixl@) = = = v=
Srednja oziroma pri¢akovana vrednost te porazdelitve je:
k

Dolocite oceno parametra porazdelitve A po metodi momentov in po metodi najveéje
verjetnosti. Vzorec podatkov sestavlja pet vrednosti z;. Vzemimo, da je drugi parameter
porazdelitve k£ = 10.

10.7816 0.9398 0.6834 0.8141 1.5637 |

Resitev: Iz podanega vzorca lahko izraéunamo njegovo povpreéno vrednost X, ki pred-
stavlja oceno srednje vrednosti myx slu¢ajne spremenljivke X:
- 1 0.7816 + 0.9398 + 0.6834 4 0.8141 + 1.5637
mX=X=ﬁin= T T = T T = 0.9565.
i=1

1=




Ob upostevanju podane enacbe o zvezi med mx in parametrom A lahko podamo oceno
parametra A po metodi momentov

1
k 10 = 10.45.

5\ = =
mx  0.9565

Oceno po metodi najvecje verjetnosti moramo Se izpeljati. Definirajmo funkcijo L

o= Mo = 55

i=1

Ekstrem te funkcije dolo¢imo s pogojem, da je odvod dL/d\ enak ni¢. Zaradi preprostejse
izpeljave funkcijo L logaritmiramo, saj zaradi monotonosti logaritemske funkcije velja,
da imata ekstremne vrednosti za iste vrednosti argumenta. Po logaritmiranju moramo
upostevati $e lastnosti logaritmov (In(ab) = Ina + Ind in Ina® = ¢ Ina)

n )\()\xi)k—le—)\wi

InL(A) =In 1:[1 (h—1) =

n

= InA+ > In(Az)* T+ Y (= Az) = > In(k - 1)t =
i=1 i=1 i=1 i=1

— A+ (k1) Y In(Aa) = Y- Az —n In(k — 1)

i=1

Ce zadnjo enacbo odvajamo po A, dobimo

dinL(\) 1 n o n 1 ;2
== - k—l ~ Ly — i = - k—l - — i =
o T );()\xx) 2mi=nytk-hny-3 e
nk &
=5 AT

Zahtevajmo sedaj, da je ta odvod enak ni¢, in dobimo izraz za oceno parametra A po
metodi najvecje verjetnosti

dInL(\) n " « nk k 10

— == —— — . = = —=——"=104
) 0=73 2 i - A== X T 09565 10

=1 sz

i=1

Dobili smo torej enak rezultat kot po metodi momentov.




