Statistika z elementi informatike
Osnove verjetnostnega racuna in statistike
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1. Naloga: disktretna slu¢ajna spremenljivka

Janko in Tomaz streljata na isto tarco. Verjetnost, da Janko zadene v posameznem
poskusu je 0.7. Verjetnost, da Tomaz zadene v posameznem poskusu je 0.8. Vzemimo, da
je imel vsak na voljo dva poskusa. Dolocite zalogo vrednosti, verjetnostno in porazdeli-
tveno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke X, ki predstavlja skupno §tevilo zadetkov. NariSite
grafa verjetnostne in porazdelitvene funkcije. (Dodatno vprasanje: Vzemimo, da zmaga
tisti, ki zadene vet kot drugi. Dolo¢ite verjetnost, da je zmagal Janko.)

Resitev: Oznacimo verjetnosti, da v posameznem poskusu zadene Janko oziroma Tomaz:
P[Janko zadene] = p; = 0.7, P[Janko zgresi| = ¢y =1 —p; = 0.3,
P[Tomaz zadene| = pr = 0.8, P[Tomaz zgresi] = gr = 1 — pr =0.2.

Zaloga vrednosti sluéajne spremenljivke X, ki predstavlja skupno stevilo zadetkov, ¢e oba
strelca poskusita dvakrat, je 0, 1, 2, 3 in 4.

Predpostavimo, da so posamezni poskusi medsebojno neodvisni. Tako lahko izra¢unamo
verjetnosti, da sta skupaj zadela 0, 1, 2, 3 ali 4 krat:

P[X =0] =¢2-¢2=0.32-0.22 = 0.0036,

PX=1=2-q;-p; 3 +2-¢% qr-pr=
=2.0.3-0.7-0.22+2-0.32.0.2-0.8 = 0.0456,

PIX=2=4-q;-psj-qr-pr+0% ¢4+ po=
=4.0.3-0.7-0.2-0.8+0.72-0.22+0.32 . 0.82 = 0.2116,

=2-0.3-0.7-0.82+2-0.72-0.2 - 0.8 = 0.4256,
P[X =4] =p%-p2 =0.72-0.82 = 0.3136.
Preverimo lahko, ali je vsota verjetnosti, da sta skupaj zadela 0, 1, 2, 3 ali 4 krat, enaka
ena,

4
P[X =14] =0.0036 + 0.0456 + 0.2116 + 0.4256 + 0.3136 = 1.0000.
i=0

Verjetnostna funkcija je torej

0.0036 ... X =0,
0.0456 ... X =1,
px(z;) = P[X =z;] =¢ 02116 ... X =2,
0.4256 ... X =3,
0.3136 ... X =4



Porazdelitvena funkcija je

(0 x <0,
0.0036 ... 0<z <1,
0.0492 ... 1<z <2

Fx(@)=PIX <a2l=9 (96508 ... 9<s<3

0.6864 ... 3<z<4,
[ 1 L d <.

Na naslednji sliki prikazujemo verjetnostno in porazdelitveno funkcijo.
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SLIKA 1: Verjetnostna funkcija px(x;) in porazdelitvena funkcija Fix ()

Janko zmaga v primeru, da zadene veé kot Tomaz. To se zgodi, ée Janko zadene enkrat ali
dvakrat, Tomaz obakrat zgresi ali ¢e Janko zadene dvakrat, Tomaz pa enkrat. Verjetnost,
da zmaga Janko, je enaka

PlJanko] =2-¢% pj-qr+q% - p2+2-pr-qr-pi =
=2-022.0.7-0.34+0.2%2.0.72+2-0.8-0.2-0.72 = 0.1932.

Podobno izra¢unamo tudi verjetnost, da zmaga Tomaz, in verjetnost, da zadeneta enako
tarc:

P[Tomaz] =2-¢% pr-qr+ ¢ - p%+2-py-q; pr=
=2.0.32-0.8-0.2+0.32-0.82+2-0.7-0.3- 0.8% = 0.3552,

Plenaka] = CI?]'CI%‘HL'QJ 'pJ'QT'pT'i‘P% - ph =
=0.32-0224+4-0.3-0.7-0.2-0.84+0.7%2-0.8%2 = 0.4516.

Vsota verjetnosti, da zmaga Janko, Tomaz ali sta si enaka, mora biti enaka ena:

P[Janko] + P[Tomai] + Plenaka] = 0.1932 + 0.3552 4 0.4516 = 1.0000.

2. Naloga: izpeljana porazdelitev

Izpeljite gostoto verjetnosti logaritemske porazdelitve fy-(y), ki je definirana z naslednjo
definicijo:

Ce je X enakomerna porazdelitev od 0 do 1 in veljaInY = X, potem se Y porazdeljuje po
logaritemski porazdelitvi. Izpeljava je zelo podobna izpeljavi lognormalne porazdelitve.
Ne pozabite dolo¢iti zaloge vrednosti slu¢ajne spremenljivke Y.



Resitev: Zapi§imo najprej gostoto verjetnosti sluéajne spremneljivke X

fx(IE):{ 1 ...0<z<1

0 ... drugje
in funkcijo ¥ = g(X)
X=¢gY)=lnY — Y =g(X)=¢".

Inverzno funkcijo ¢g~!(Y") lahko zapisemo zato, ker je funkcija g(X) monotona funkcija,
kar lahko vidimo tudi iz slike 2a.
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SLIKA 2: Funkcijska zveza med X in Y ter gostota verjetnosti fy(y)

Iz slike 2a dolo¢imo tudi zalogo vrednosti sluc¢ajne spremenljivke Y. Obmodje, kjer je
gostota verjetnosti sluéajne spremenljivke Y razliéna od ni¢, jemed e = 1 ine! = e =
2.71828. Zalogo vrednosti po enacbah doloé¢imo tako, da neenacbo, ki opisuje zalogo
vrednosti sluéajne spremenljivke X, transformiramo s funkcijo g(X):

0<z<1 — g(0)<glr)<g(l) — e <e*<e! — 1<y<e

Ker je funkcija g(X) monotona, lahko gostoto verjetnosti slu¢ajne spremenljivke ¥ dolo¢i-
mo po naslednji enacbi:

dg—*(y) 11
fry)=fx (97 (y =1.-=- ... 1<y<e
W)= (7' w) YV =1 =
Gostoto verjetnosti slu¢ajne spremenljivke Y prikazujemo na sliki 2b. Preverimo lahko,
ali funkcija fy(y) zadosta pogojem za gostoto verjetnosti. Vidimo, da je funkcija povsod
nenegativna. Drugi pogoj pa zapiSemo z enacbo

oo

/fy(y)dy=/e idy=lny
1

—0o0

=1-0=1.

€
1
Vidimo, da je izpolnjen tudi pogoj, da je integral gostote verjetnosti po celotnem obmocju
realnih Stevil enak ena.



3. Naloga: Nelinearna regresija

V naslednji preglednici so podatki o odvisnosti med dnevno toplotno izgubo Y betonskega

zida in debelino izolacije X.
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SLIKA 3: Odvisnost dnevne toplotne izgube Y od debeline izolacije X

Iz slike 3 je razvidno, da zveza ni linearna. Predpostavimo, da je ustrezna naslednja zveza
med X in Y

= aebX.

Y

Dolo¢ite oceni parametrov a in b. Navodilo: Enaé¢bo logaritmirajte in jo preoblikujte tako,
da bo zveza med InY in X linearna. Nato doloéite oceni parametrov By = Ina in By = b.
Doloéite priblizno vrednost dnevnih toplotnih izgub za 10 cm sloj izolacije.

Resitev: Eksponentno zvezo logaritmiramo in dobimo naslednjo enaé¢bo
Z=InY =lha+bX — Z=By+B;X,

kjer sta By = Ina in B; = b. S tem smo problem nelinearne regresije spremenili v problem
linearne regresije med spremenljivkama X in Z. PrepiSimo torej preglednico podatkov in
dopisimo Se stolpec Z; = InY;

X; Y; Z;
0 | 7421.86 | 8.912
6 | 1379.76 | 7.230

12 655.82 | 6.486

18 468.78 | 6.150

Oceni parametrov By in B, izratunamo po enac¢bah
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Momenti X, Z, Sx2 in Sxz so

4
X 0ie+12418
¥ —i=l +6+12+18 9,
4 4
4
2 8.912 4 7.230 4 6.486 + 6.150
7 == SHEH 2000 +0.00 g,
4 4
4 j—
X; — X)?
g Z;( ) (0-9)2+.--4+ (18 —-9)? i
2 = = —
X 4 4 ’
4 j— pa—
Z(Xi - X)(Zi - Z)
Sxz = =1 1 =
(0—9)(8.912 —7.194) + - - - + (18 — 9)(6.150 — 7.194)
— = —6.772
4
oceni parametrov B, in B; pa sta
- —6.772 .
B, = T —0.1505, By =7.194 — 9-0.1505 = 8.549.

Sedaj lahko izra¢unamo tudi oceni parametrov @ in b

& = ePo = 5161.36, b= B, =—0.1505

in zapiSemo izraz, s katerim lahko izra¢unamo priblizno vrednost toplotnih izgub za

poljubno debelino toplotne izolacije

Y = 5161.36 ¢ 01505 X

Na primer: dnevne toplotne izgube pri 10 cm topotne izolacije so priblizno 1145 kJ/m?dan.
Na sliki 4 primerjamo nelinearno aproksimacijo z pravimi vrednostmi toplotnih izgub.
Vidimo, da so odstopanja precej velika in torej lahko zaklju¢imo, da eksponentna funkcija,
ki smo jo tu uporabili, ni prava. Na sliki 4 prikazujemo tudi linearno aproksimacijo in

lahko opazimo, da je linearna aproksimacija §e slabsa.
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SLIKA 4: Linearna in nelinearna aproksimacija zveze med Y in X



4. Naloga: Testiranje hipotez

Znani so podatki o uspeSnosti pridelave naftnih derivatov iz surove nafte. UspeSnost
pridelave merimo v relativni koli¢ini naftnih derivatov glede na surovo nafto. Na primer:
50% uspesnost bi pomenila, da iz ene tone surove nafte pridelamo pol tone naftnih deriva-
tov. Obravnavana sta dva nacina pridelave. Predpostavite, da standardni deviaciji po-
znamo in da sta ox; = 0.9 za prvi naéin in ox, = 0.6 za drugi nacin pridelave. Ugotovite,
ali lahko zavrnemo nicelno hipotezo, ki pravi, da sta uspesnosti obeh nac¢inov enaki. Tve-
ganje naj bo 1%. Podajte zakljuéek. Podatki iz predhodnih poskusov so prikazani v
naslednji preglednici.

Prvi na¢in [%] | 24.2 26.6 25.7 248 259 26.5
Drugi naé¢in [%] | 21.0 22.1 21.8 20.9 224 22.0

Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativno hipotezo:
Hy: Uspesnosti obeh nacinov sta enaki: mx; = mxas,
H;: Uspesnosti obeh nacinov se razlikujeta: my; # mxs.

Ker sta standardni deviaciji znani, je statistika

X - X
g2t 2
6 6

porazdeljena standardno normalno. Za stopnjo tveganja o = 1% dolo¢imo obmocje zavr-
nitve nicelne hipoteze:

koja = 2.5758,

kar lahko odé¢itamo iz preglednice za normalno porazdelitev ali pa z ra¢unalniSkim pro-
gramom (na primer EXCEL: ukaz NORMINV(0.995;0;1). Ce je statistika Z manjsa od
—kqj2 = —2.5758 ali vecja od kq/o = 2.5758, moramo nicelno hipotezo zavrniti.

Povpreéni vrednosti za oba naéina sta

6

> Xy

- : 2424 26.6 +25.7+ 24.8 +25.9 +26.5

X =4t = 25.62,
6 6
6
2 X 91.0 +22.1 + 21.8 + 20.9 + 22.4 + 22.0
X, = =1 = : : : : = 21.70.

6 6
Statistika Z pa je enaka

X -X 25.62 — 21.70
Z= "2 = = 8.8695 > ko2 = 2.5758,

2 2 2 2
O%1 , Ix2 0.9°  0.6%
6 "6 V6 6

zato moramo ni¢elno hipotezo zavrniti in lahko trdimo: Za stopnjo tveganja 1% lahko
trdimo, da se uspesnosti obeh nacinov statisticno znacilno razlikujeta.




