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Povzetek

Obravnavamo porazdelitve ekstremnih vrednosti, kot zelo pomembne porazdelitve na po-
dro¢jih, kjer nas vec¢inoma zanimajo le ekstremni pojavi. V gradbenistvu nas obi¢ajno zani-
majo le ekstremni pojavi, saj moramo konstrukcije in druge gradbeniske objekte projektirati
prav za primere ekstremnih pojavov, kot so najve¢ji pretoki vodotokov, najhujsa neurja,
nejhitrejsi veter, katastrofalni potresi... Prispevek je razdeljen v tri dele. V prvem spoznamo
osnovne znacilnosti porazdelitev slucajnih spremenljivk, ki jih bomo uporabili v naslednjih
dveh delih. V drugem delu izpeljemo porazdelitve ekstrma kon¢no mnogih slu¢ajnih spre-
menljivk in obravnavamo lastnosti tako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk. V zadnjem
in najpomembnejSem delu na relativno preprost nacin izpeljemo asimptoti¢ne porazdelitve
ekstremnih vrednosti in predstavimo njihove lastnosti. Ta del zakljuculemo s preglednico,
v kateri so zajete porazdelitvene funkcije, gostote verjetnosti ter momenti vseh treh tipov
porazdelitev ekstremnih vrednosti.
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1 Osnovne definicije in znacilnosti

Definicija 1 Naj bodo X;, i = 1,...,n enako porazdeljene, neodvisne slucajne spremenljivke.
Porazdelitveni funkciji slucajnih spremenljivk Y in Z, definirani kot

Y = max Xj,
7
7 = min X;,
i
imenujemo porazdelitvi ekstremnih vrednosti.

Trditev 1 Naj bo Fx(x) porazdelitvena funkcija neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk X;, i =
1,...,n. Potem za porazdelitveno funkcijo Fy (y) slucajne spremenljivke Y velja

Fy(y) = Fx(x).
Dokaz: Po definiciji porazdelitvene funkcije je
Fy(y)=P[Y <y|=P [maxXi < y]
7

=PXi<ynXo<yn...NnX, <y

n

= PXi <y PIXp <y PIXy <) = ][ Fx(v),

kjer smo upostevali, da so slucajne spremenljivke medsebojno neodvisne. Ker so tudi enako
porazdeljene, je

Fy(y) =[] Fx (W) = FR(v).
=1

g

Trditev 2 Naj bo Fx () porazdelitvena funkcija sluc¢ajnih spremenljivk X;, i =1,... ,n. Potem
za porazdelitveno funkcijo Fz(z) slucajne spremenljivke Z velja

Fz(z)=1—(1-Fx(2)".
Dokaz: Po definiciji porazdelitvene fukcije je

Fz(2)=P[Z<z]=P [miinXi < z]

:1—P[maniZz] =1-P[X1>zNnXy>2Nn...NX, >z
T

=1—(1-Fx(2)"



Posledica 1 Ce so slucajne spremenljivke X; zvezne, je gostota verjetnosti slucajne spremen-
ljivke Y enaka

fr (y) = nFx (y)fx (v).-
Dokaz: Porazdelitvena funkcija je z gostoto verjetnosti povezana prek enacbe

dFY(?/).

Y
v = [ ey oroma f(y) =

Torej dobimo gostoto z odvajanjem porazdelitvene funkcije. Preostanek sledi iz lastnosti odvoda
posredne fukcije. O

Opomba 1 FEktremna vrednost je poseben primer vrstilnih statistik, ki jih dolo¢imo takole:
Naj bodo X;, 1 =1,... ,n enako porazdeljene, neodvisne slucajne spremenljivke. Naj bo slucajna
spremenljivka Yy, k-ta izmed slucajnih spremenlyivk X;, ki jih uredimo po wvelikosti. Y1,...,Y,
imenujemo vrstilne statistike; prva izmed njih je ravno slucajna spremenljivka Z, zadnja pa Y .

2 Ekstremi koncénega Stevila sluécajnih spremenljivk

2.1 Lastnosti ekstremnih vrednosti

Nesimetrija gostote verjetnosti porazdelitve Simetrija gostote verjetnosti slucajnih spre-
menljivk X; se pri Y in Z ne podeduje:

Trditev 3 Ce je gostota verjetnosti slucajnih spremenljivk X; simetricna glede na x =0
fx () = fx (—x),
gostoti fy (y) in fz (z) nista simetricni zan > 1.

Najprej si oglejmo, kaksna je porazdelitev slu¢ajne spremenljivke s simetri¢no gostoto

:/_;fx(:i)d:%:/_iofx(f)df+/0fo(j)dx

—T —T

Fx (—z) = fX d:L“—/ fx (&)dz + fx () dz

Vsota obeh funkcij je zaradi simetrije fx ()

Fx (z)+ Fx (— —2/ fx(z dx—l—/ fx (Z)dz + ﬂcfx()a:

_2/ fx (& x—2—:L



Zakljuc¢imo lahko: Gostota verjetnosti slu¢ajne spremenljivke je simetri¢na natanko tedaj, ko za
porazdelitev velja

Fy (—z)=1— Fx (z). (1)

V eno smer smo zakljucek ze dokazali, druga pa je zelo preprosta, saj sledi direktno iz odvoda
po x na levi in desni strani enacbe (1).
Dokaz: Sedaj dokazimo trditev. Dovolj je preveriti zvezo med Fy (—y) in Fy (y):

Fy (—y) = Fx(-y)
=(1-Fx(y)".

Ker za n # 1 velja

(1= Fx(y)" #1-Fx(y),
porazdelitev Fy (y) ni simetri¢na. O

Simetrijo torej pokvarimo, vendar pa obstaja preprosta zveza med gostoto verjetnosti ma-
ksimalne in minimalne ekstremne vrednosti.

Trditev 4 Ce je gostota X; simetricna glede na x = 0, sta gostoti verjetnosti slucajnih spre-
menljivk Y in Z medsebojno simetriéni glede na os y = 0:

fy ) = fz(-y).
Dokaz: Gostota verjetnosti sluéajne spremenljivke fy (y) je
fy () =nFy () fx (v),
medtem ko za fz (z) velja
fz(2) =n (1= Fx(2))"" fx ()
Ker so gostote X; simetri¢ne, lahko zapiSemo
fz(2) = n(Fx(=2)""" fx (2)
=nFy N (=2) fx (=2) = fy (—2).
Ce naredimo e substitucijo z = —y, je dokaz koncan. O

Posledica 2 Naj bodo X; zvezne, enako porazdeljene neodvisne slucajne spremenljivke, ne nujno
simetricne. Ce je fz(z) gostota verjetnosti minimuma slucajnih spremenljivk X;, potem je
fz (—y) gostota verjetnosti maksimuma slucajnih spremenljivk —X;.



Dokaz: Ker gostota verjetnosti X; ni ve¢ nujno simetri¢na, povezemo med sabo porazdelitvi
in gostoti verjetnosti sluc¢ajnih spremenljivk X; in —X;. Za porazdelitvi velja
Fx(z)=P[X <z]=P[-X > —1]
=1-P[-X<—-z|=1-F_x(—2),

za gostoti pa

fx ()= f-x (—x).

Porazdelitev minimuma slu¢ajnih spremenljivk lahko ob izpeljanih zvezah zapiSemo kot

fz(=y) =n (1= Fx(—y)" " fx (—y)
=n(1-(1—F_x )" fox (v)
=nF" (y) fox () = fv(y),

kjer smo z —Y oznacili slu¢ajno spremenljivko —Y = max; (—Xj;). g

Posledica 2 je bistvena pri porazdelitvah ekstremnih vrednosti, saj je dovolj tudi za ne-
simetri¢ne slucajne spremenljivke racunati zgolj eno od ekstremnih porazdelitev. 7 drugimi
besedami: ¢e sta gostoti verjetnosti dveh druzin enako porazdeljenih, neodvisnih slu¢ajnih spre-
menljivk zrcalni glede na os y, je gostota verjetnosti maksimuma prve druzine ravno gostota
verjetnosti minimuma druge in obratno.

Ekstremi transformiranih sluéajnih spremenljivk Ce poznamo funkcijsko zvezo med
dvema slucajnima spremenljivkama V = ¢ (X), poznamo tudi zvezo med porazdelitvama in
gostotama verjetnosti obeh sluc¢ajnih spremenljivk

Fy (v) = Fx(g7' (v)),

kjer je g(x) poljubna monotono narascajoca funkcija. Naslednja enacba, s katero zapisemo
gostoto verjetnosti funkcije slu¢ajne spremenljivke,

dg~" (v)

ote) = st )| 2

pa velja za poljubne monotone funkcije g(x). Ena¢bo lahko uporabimo tudi za gostote verjetnosti
ekstremnih vrednosti.

Trditev 5 Naj bodo X;, i = 1,...,n enako porazdeljene, neodvisne slucajne spremenljivke. Naj
bo g monotona in odvedljiva funkcija. Potem za gostote verjetnosti ekstremnih vrednosti slucajnih
spremenljivk V; = g (X;) velja

dg~" (u)
du

)

folu) = fr(g™ () )




za maksimalno vrednost U = max; V;, oziroma

1 (w
) = oo™ ) |21,

za minimalno vrednost W = min; V;, kjer sta fy(y) in fz(z) gostoti verjetnosti minimuma in
maksimuma slucajnih spremenljivk X;, i =1,... n.

Dokaz: Dokaz sledi neposredno iz izraza za gostoto verjetnosti ekstremnih vrednosti. Dokazimo
le prvi del, saj je drugi povsem analogen.

fu (u) = nFS_l(u)fV ()
— Pyl () fxlg () '

~1(y
— fvio )|

dg~" (u)
du

2.2 Vpliv razprsSenosti na ekstremne vrednosti

Radi bi ugotovili, kako velikost variance vpliva na ekstremne vrednosti. V ta namen, podobno
kot pri centralnem limitnem izreku, ne obravnavamo sluc¢ajnih spremenljivk X;, temve¢ zapiSemo
standardizirane slucajne spremenljivke

X, — E[X}]

X! = .
var [X;]
Definiramo ekstremno slu¢ajno spremenljivko

Xi— EX;
Y = max X = maxli[l].
[ i var [X;]

Matemati¢no upanje Y lahko sedaj izrazimo z upanjem Y’

E[Y]=E maXX E[X] max; X; — F [X]
var | var [X]
FIX]
Vvar [X]

Vwvar [X]
E[Y]=E[X]+ \/var [X]E[Y'].

%H B



Matemati¢no upanje E [Y] raste s Stevilom slu¢ajnih spremenljivk. Vzrok za to je v osnovni
lastnosti matemati¢nega upanja, da ima nenegativno vrednost za slu¢ajno spremenljivko z zalogo
vrednosti x > 0:

E[X]>0 zaz>0.
Gotovo velja

max X; < max Xj,
i<n i<n+1

saj iS¢emo na desni strani maksimum po ve¢ji mnozici, ki vsebuje mnozico na levi. Ce neenacho
zapiSemo drugace

max X; — max X; > 0,
i<n+1 i<n

je to neka sluéajna spremenljivka z nenegativno zalogo vrednosti, torej velja

E [max Xi — maXXi] > 0. (2)
i<n+1 i<n
Po lastnostih matemati¢nega upanja je
E [max X; — maxXl} =F [max Xi] - F [maxXZ} . (3)
i<n+1 i<n i<n+1 i<n

Ce zdruzimo (2) in (3), dobimo

E [maXXi] <FE [max Xl} ,

i<n 1<n+1

kar pomeni, da je matemati¢no upanje ekstremne vrednosti narascajoCe z rastjo n. Ker sta

E[X] in y/var [X] konstanti, neodvisni od n, je rast E[Y] natanko dolocena z rastjo E [Y'].

Vzemimo sedaj dve druzini (populaciji) sluc¢ajnih spremenljivk; Xi(l) in Xi(Q)7 1=1,...,n.

Slucajne spremenljivke obeh druzin morajo imeti pozitivno zalogo vrednosti. Privzemimo, da

so slucajne spremenljivke Xi(l) enako porazdeljene s porazdelitvijo Fxq) (x), ter da so tudi XZ-(Q)

enako porazdeljene s porazdelitvijo F'y(2) (z). Privzemimo, da gre pri porazdelitvah Fy ) (z) in
Fy2 (z) za isto porazdelitev z razli¢nimi parametri. Torej sta to v splosnem dve razli¢ni, a po

obliki podobni funkciji. Predpostavka je smiselna; ¢e merimo isto koli¢ino pri razliénih popu-

(1)
X

lacijah, pricakujemo podobni porazdelitvi. Z m}’ oznaCimo matemati¢no upanje prve druzine

(2)

spremenljivk, z my

agp in og?). Fyo (z) in Fy@ (z) povezemo s porazdelitvima ”standariziranih” slu¢ajnih spre-

menljivk z enacbama

pa matemati¢no upanje druge druzine. Standardni deviaciji oznac¢imo z



Privzeli smo, da je F'y/1) (u) = Fyr2) (u), torej da sta ”standarizirani” porazdelitvi enaki. Potem
je seveda tudi

EVW:EV%.

Naj bo mg) > mg?) in ag) < ag?)

vzorca, da bo

, potem ob vseh navedenih predpostavkah obstaja taka velikost

EPW<EP%.

Primer 1 Najbolj nazorno opazamo ta pojav v hidrologiji. Reka z majhno povprecno letno visino
vode in veliko standardno deviacijo bo v veéjem Stevilu let povzrocila hujso poplavo kot reka z
vecjo povprecéno letno visino vode in maghno standardno deviacijo.

2.3 Zgornja meja matemati¢nega upanja najvecjih vrednosti

Ta razdelek je zanimiv, ker v osnove verjetnostnega racuna vkljuc¢uje variacijski ra¢un. IS¢emo
zgornjo mejo (maksimum) matemati¢nega upanja maksimuma n sluc¢ajnih spremenljik:

s (5 s ).

Slucajne spremenljivke X; naj bodo definirane na celi realni osi. Potem je tudi ¥ = max; X;
definirana na celi realni osi. Izpeljati zelimo izraz za maksimum vrednosti F [Y] v odvisnosti
od S$tevila n slu¢ajnih spremenljivk. 7 variacijskimi principi pois¢emo taksno porazdelitveno
funkcijo F'x sluc¢ajnih spremenljivk X;, da je vrednost F [Y] najve¢ja. Ob tem privzamemo, da
poznamo matemati¢no upanje in varianco X;. Osnovni parameter variacije je torej porazdelitev.

Naj bodo X;, ¢ = 1,...,n enako porazdeljene, neodvisne zvezne sluCajne spremenljivke.
Zahtevamo Se obstoj prvega in drugega momenta slu¢ajnih spremenljivk Xj.

Matemati¢no upanje slucajne spremenljivke Y je po definiciji

o0 [e.o]

ElY]= / zfy (x)de =n / eFy Y (2) fx (x) do
—0o0 X —00
:n/o e Fy N z)dFy, (4)

tu smo spet uporabili zvezo med porazdelitvami X; in Y in uporabili substitucijo dF'x =
fx(z)dz. Izrazimo Se varianco Y.



Is¢emo ekstrem F [Y] ob dveh vezeh: matemati¢nemu upanju in varianci slu¢ajnih spremenljivk
X

[e.o]

BX)] = /xfx(as)dx:/olxdFX

—00
[e.o]

var[Xi]:/(x—E[X])QfX(x)dx:/O (x — E[X])? dFx.

Vezane ekstreme resujemo z metodo Lagrangevih mnoziteljev. Tako iS¢emo prvo variacijo inte-
grala

1
E[Y, A1, X)) = / (nzFy — Ma? — Aox) dFx.
0

Pri variacijskem ra¢unu moramo biti zelo pozorni kaj variiramo. Osnovna spremenljivka je
x, v integralu pa nastopata Se F' in F’ kot funkciji . Nalogo smo zastavili kot iskanje tiste
porazdelitve F', ki nam da ekstremno vrednost. V smislu variacijskega racuna torej iS¢emo
ekstrem funkcionala

o (F) = / g(z,F(z),F (z))do = / (an)Té*l — Mz — Aox) Fyd, (5)

pri tem zaenkrat obravnavamo mnozitelja A1 in Ao kot parametra.
Stacionarne tocke variacijske naloge (5) dobimo kot resitve Eulerjeve diferencialne enacbe

ﬁg (x,F(:c),F'(a:)) :% {%g (a:,F(a:),F/(x)) , (6)
za znani integrand
g (:U, F(z),F' (ac)) = (an;_l —\a? — )\Qx) Fl. (7)

Ko (7) vstavimo v (6) dobimo

d
n(n—1)zFy2Fy = e [m:F;_l — Mi2? — Xoz]
x
n(n—1)zFy?Fy =n(n—1)aFy 2Fy +nFy ! —2\z — Ay
0= nF}}il - 2)\133 — )\2.

Iz Eulerjeve enacbe lahko izrazimo F' kot funkcijo z, Se bolj elegantno pa je, ¢e izrazimo = kot
funkcijo F'
nkF ;—71 — A9

2\

€r =

11



in ga vstavimo v (4):

n 1

EY]= ), (nFyt — X)) Fy'dFx =
_n [ (nF2=2 = \F2 V) dF.
2M1 /o X X X
n— mn 1
I e 4
21 2n —1 n 0
n n Ao 1 n?
2\ <2n—1 n> 2\ <2n—1 2) (®)

Za n =1 je matemati¢no upanje maksimuma znano

E[Y) = E[X)= 5 (1-h). (9)

Varianca Y je

1
var [Y] = n/o (z— EY])?FildFy

1 nF}}_l — Ao 1 n? 2 1
_ 2 L )| PR
n/o ( 21 21 (Qn— 1 2>> XX

n3 1 . n 2 B
:m/ (Fﬁ’?l—zn 1> FY Py
1J0 -

3 1 2
— 4n_/\%/0 (F)Q(n—z _ 2F§—12nn_ : (2nn_ )2> FrldFy
[ R 2n—2__ 1 n? n—1
:4—)\%/0 <FX R )dFX
_ n3 1 5 n n
Y == Gn-17 " (- 1>2>
_ n_3 < I n > _ n3 (n—1)* (10)
AN \3n—-2 (2n—1) 4X2 (3n —2) (2n —1)?

12



Varianco X izracunamo po definiciji

var[X] = E [(X _E [X])ﬂ - /01 (z — E[X])*dFy

2
1 nF;il—Az 1
= X 21— r
/0< 2\ oy (L= A2) | dFx

1 1 1 2
:W/o (nFy ' —1)"dFx
1

1 1
= o2 / (n?F 7 —2nFy ! +1) dFx
1J0
1
402

1,01 1 1 (n—1)

1
FQTL*l mn
X — 2n—X + Fx
2n—1 n

1 (-1 1)

1z izrazov (9) in (11) dobimo A; in Ao
1 n—1
\/var X]2v2n—1
E [X] n—1
\/var X]V2n—1

in ju vstavimo v izraz za F [Y] (enacba (8))

Vvar [X]v2n —1 n? E[X] n-1
n—1 om—1 \/wr X]V2n —1

\/var ]V2n —1 (n—1)2+ E[X] n-1
n—1 o2n—1 \/Uar \/2n—1
(n—1)
V2n —1
Rezultat nam pove, kako se spreminja zgornja meja matemati¢nega upanja maksimuma v odvi-
snosti od parametra n. Rast je za velike n sorazmerno pocasna, saj se E [Y] spreminja kot /n.
Ce izraz za A\; vstavimo v enacbo (10), dobimo izraz za varianco slucajne spremenljivke Y
n3var[X]
(3n—2)(2n —1)’

Ay =1-—

E[Y] =

= F[X] + var [X]

var[Y] =

13



ki za velike n raste hitreje kot matemati¢no upanje E[Y].
Zgornja meja E[Y] in var[Y] je bila dolo¢ena ob znanih vrednostih F [X] in var [X] slu¢ajnih
spremenljivk X;.

2.4 Znacilne vrednosti ekstremov

Definicija 2 Znadilna vrednost maksimuma je tisto realno stevilo uy, za katerega je

PIX < uy] = Fy (uy) =1 — % (12)

zan > 2.

Opomba 2 Povsem analogno definiramo znadcilno vrednost minimuma kot

PIX < uy] = Fx (uz) = %

Hitro lahko preverimo, da se v primeru n = 2 vrednosti uy in uz ujemata z mediano.
Zmnacilne vrednosti ekstremov nastopajo tudi kot pomembne tocke v grafih gostote verjetnosti
slucajne spremenljivke Y. Iz izraza

fy () =nF (y) fx (y) -

je razvidno (saj je zaloga vrednosti Fx(y) < 1), da se graf fy (y) za vecje n “pomika” v desno.

vljam fy, (y) in fyn41 (y). Pri tem smo z indeksom poudarili stevilo slucajnih spremenljivk, ki
dolocajo Y. Za yp velja

fyn (yp) = fyins1 (yp)
nFY (yp) fx (yp) = (n+1) F¥(yp) fx (yp)

n
=F .
1 - x(ue)
ugotovili smo, da je yp reSitev enacbe
Fx(yp) = 1— —
x\yp) = n+17

to pa je ravno znacilna vrednost ekstrema za n + 1.

3 Asimptotiéne porazdelitve ekstremnih vrednosti

3.1 Uvod

Ce stevilo slu¢ajnih spremenljivk X; ve¢amo, postane oblika porazdelitvene funkcije maskimuma
oziroma minimuma v veliki meri neodvisna od porazdelitve F'x. V teh primerih govorimo o li-
mitnih (asimptoti¢nih) porazdelitvah ekstremnih vrednosti, ki opisujejo porazdelitev minimuma

14



oziroma maksimuma, tudi ¢e ne poznamo to¢ne porazdelitve slucajnih spremenljivk X;. Li-
mitnih porazdelitev ekstremnih vrednosti je ve¢. V grobem loc¢imo tri tipe. Na razlike vpliva
predvsem obnasSanje zacetnih porazdelitev X; za velike oziroma majhne vrednosti. Pravimo, da
nas zanima predvsem “rep” zatetne porazdelitvene funkcije.

3.2 Nekaj pomoznih pojmov

Velikokrat je smiselno definirati integralske transformacije sluc¢ajnih spremenljivk. To so in-
tegrali, ki jih je lazje izracunati, uporabimo pa jih predvsem za ra¢un momentov slucajnih
spremenljivk.

Definicija 3 Naj bo X slucajna spremenljivka. Funkcija

[e.e]

Mx (t)=F [etX] = / e fx (z) dx

— 00

se imenuje momentno rodovna funkcija.
Lastnosti 1
i) Mx (0)=1
ii) Ce obstaja k-ti odvod M)((k) (t), obstaja tudi k-ti moment in je enak

E {Xﬂ = MP (0).

i11) Ce je Y = aX + b, za neki konstanti a in b, potem je
My (t) = e Mx (at) .
) Za neodvisni sluc¢ajni spremenljivki X in'Y je
Mx .y (t) = Mx (t) My (t).
Tako vsoto slucagnih spremenljivk prevedemo na produkt rodovnih funkcij.

Za nadaljnje delo bo pomembna predvsem druga lastnost, ¢eprav sta lastnosti iii) in iv) sicer
pomembnejsi. Lastnosti ne bomo dokazovali. Dokazi so preprosti, najdemo pa jih tudi v vecini
ucbenikov verjetnostnega racuna.

Pri porazdelitvah ekstremnih vrednosti pogosto nastopata Eulerjevi funkciji gama (I") in
beta (B). To sta funkciji, definirani z integraloma s parametrom.

Definicija 4 Funkcija gama je posplosen integral s parametrom.

I'(s) = /OOO ¥ e " dr. (13)
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Lastnosti 2

i) Punkcija gama je definirana za pozitivna realna Stevila s > 0.

1) Je posplositev fakultete, saj velja osnovna rekurzina relacija
I'(s+1)=sT{(s).

i11) Za naravna $tevila velja T (n + 1) = n!

w) T'(3) = .

Definicija 5 Funkcija beta je podana kot posploSeni integral dveh parametrov

1
Bl = [« (1- o) de
0
Lastnosti 3

i) Funkcija beta je definirana za pozitivne vrednosti parametrov p > 0 in g > 0.
it) Je simetriéna funkcija svojih parametrov

B(p,q) = B(q¢,p)-

i11) Povezana je s funkcijo gama s preprosto formulo

I'(p)T (q)

Blp.g) = L(p+q)

Potrebovali bomo Se dve pomembni lastnosti funkcije gama, ki povezujeta funkcijo gama z
vrstami. Za funkcijo InT' (1 — ¢) poznamo (glej npr. [1]) razvoj v vrsto za |t| < 1:

k

Wl (1—t) =t + 3 8

k=2

kjer je v =~ 0.5772156649 Eulerjeva konstanta, koeficienti Si pa so neskonc¢ne vsote

oo
S = Z a k.
a=1

Vsote S konvergirajo za k > 2. Za k =1 je vsota
1
S = —
=27

a=1
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poznana kot harmoniéna vrsta. Harmonicna vrsta divergira, to pomeni, da je ne moremo sesteti.
Vendar pa lahko vseeno nekaj povemo o tej vsoti. Ocenimo lahko, kako hitro se z rastjo stevila
¢lenov delne vsote priblizujejo neskon¢énosti. Velja naslednja zveza

S1 =7+ lim Inn, (15)
n—oo

torej se za veliko Stevilo ¢lenov S7 priblizuje vrednosti v + Inn. Za k = 2 je vrednost Sy = %2.
Ostale numeri¢ne vrednosti za Sy ne potrebujemo v nadaljnji izpeljavi.

Druga lastnost pa povezuje logaritem kvocienta funkcij gama z vsoto logaritmov:

L=t rg—peSm(1-t
In N —Inl(1 t)+;l <1 k> (16)

3.3 Ekstremi eksponentne slucajne spremenljivke

Zelo podrobno bomo obravnavali obnasanje maksimuma velikega Stevila eksponentno porazde-
ljenih slucajnih spremenljivk, saj je to osnova za razumevanje porazdelitev ekstremnih vrednosti.
Pri tem nas ne bodo zanimali zgolj rezultati za maksimum fiksnega Stevila slu¢ajnih spremen-
ljivk, temve¢ nas bodo zanimale tudi vrednosti, ko to Stevilo raste ¢ez vse meje. Tako bomo
pocasi uvedli pojem neskoné¢nosti v porazdelitev ekstremov.

Naj bodo X; neodvisne eksponentno porazdeljene slucajne spremenljivke:

Fx(z)=1—e7, A>0

= \e M

~
>

5
S~—

Porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke Y = max; X; je po trditvi 1

Fy(y) = (1-¢)",

od tod pa izracunamo Se gostoto

fy (y) = An (1 — e‘Ay) "

Primerjati zelimo nekaj karakteristicnih vrednosti porazdelitve: mediano, modus in znacilno
vrednost. Mediana je tista vrednost ys, za katero velja, da je verjetnost, da je slucajna spre-
menljivka Y manjsa kot y,s enaka 0.5:

no 1
PY <ym| = Fy (ym) = (1 - G_AyM> =3

Enacbo logaritmiramo in dobimo

In2

nln (1 — e_’\yM> =—n2 — —In <1 — e_)‘yM) = )
n

17



Po ponovnem logaritmiranju sledi
In (— In (1 — e_/\yM)> =Inln2 —Inn.

Izraz na levi lahko ocenimo za velike vrednosti y;. Ker je ’e‘AyM } < 1 za vse vrednosti yay,
lahko In (1 — e MM ) razvijemo v Taylorjevo vrsto po obrazcu

2 ’LU3 k

w w
In(l—w)=— 4 — 4.
n(l—w) [w—l— 5 T 3 +- 3 +

Ce je w dovolj majhen, je
In(l1—w)=~—w.
V gornji enacbi to pomeni, da za dovolj velike vrednosti yys velja
In (6_/\yM> ~Inln2 —Inn
oziroma

Ay ~Inln2 —Inn
Nlnn Inln 2
YMm = by \

Modus py je lokalni maksimum gostote verjetnosti. Dobimo ga kot resitev enacbe

fy (py) =0

Odvod gostote je

n—1

n—2
) =Nn(n=1) (1) e o3 (1o e) " e
ko pa v ta izraz vstavimo y = uy, mora biti enak ni¢
)\Qn (77, _ 1) (1 o ef)\/lY>n_2 e*ZAHY _ )\271 (1 . e*)\u;/)n_l ef)\,uy -0

(n—1) e MY (1 — e_’\“y) =0

ne MY —

Po logaritmiranju dobimo

1

—Apy =1In—
n

_Inn

My = B

18



Znacilno vrednost uy je najlaze izrac¢unati, saj jo po definiciji (12) dobimo kar iz Fx (z):
1 1
(1 - e*A“y) N (17)
n n

Po logaritmiranju lahko zapiSemo rezultat
Uy = —> (18)

ki je enak modusu slu¢ajne spremenljivke Y.

Tako smo opredelili, kako z narascajo¢im n rastejo tri karakteristicne vrednosti gostote ek-
stremnih vrednosti. Vendar bi radi Se ve¢. Z n bi radi izrazili vsaj Se matemati¢no upanje in
varianco. Pomagamo si z momentno rodovno funkcijo. Ta je za slu¢ajno spremenljivko Y enaka

My (t)=FE [ety] = / e fy (x) da
—n [ o F @) x (o) dy

1
:n/ emF;_ldFX.
0
Dobljeni integral spominja na funkcijo beta, zato e!* izrazimo s F:
e M=1-Fx — ¢=(1 —Fx)fi — e =(1 —FX)fﬁ .

To vstavimo v integral in izra¢unamo

1
t
My (t) = n/ (1— Fx) % F{"'dFx = nB (1 - X,n) :
0

funkcijo beta pa znamo izraziti s funkcijo gama

ri—-5)fn) TA-5)T(n+1)
T'(n—t+1) Tn-£L{+1) °
Enacbo logaritmiramo in uporabimo lastnost (16)

Pr(1-4)T(n+1)
I‘(n—§+1)

B t F(n+1-%)

:lnr<1_§> - [lnF(l—%)%—;ln(l—%)]
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Matematitno upanje je vrednost prvega odvoda momentne rodovne funkcije v tocki ¢ = 0.
Izra¢unajmo odvod In My (t)

in vstavimo t = 0

Ker je My (0) =1, je

k=1
Matemati¢no upanje je za velike vrednosti n priblizno enako (enacba (15))

1 S
EDﬂ%XW+Mnﬁr£:uY+% (19)

Matemati¢no upanje raste kot %lnn in torej ni navzgor omejeno. ObnaSanje variance pa je
drugacno. Za izra¢un najprej izrazimo drugi moment:

E[Y?] = My (0).
Drugi odvod In My (t) je enak

MY (1) = My () My, (1) L)Q 1
(1-

Torej je

kar pa nam ze podaja tudi varianco

var[Y]=E[Y?)] - E[Y] =

lim var[Y] = 2

(20)
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3.4 Prva asimptoticna porazdelitev

V prejsnjem poglavju smo opredelili slu¢ajno spremenljivko maksimuma eksponentno porazde-
ljenih sluc¢ajnih spremenljivk. Na§ cilj je poiskati limitno porazdelitev, to je porazdelitev, ki
ustreza slucajni spremenljivki Y, ko gre Stevilo n v neskonénost. Pri tem poskuSamo opozoriti
na tezave, ki nastanejo s taksno aproksimacijo. Ze v uvodu pojasnimo, da limitna porazdelitev
zaradi tezav s konvergenco ne bo prava limita, temvec¢ nekaksna aproksimacija porazdelitve pri
velikih n.

Ugotovili smo, da je porazdelitev Y pri nekem fisnem n enaka

Fy (y) = (1 - ef)‘y>n .

Zanima nas porazdelitev, ko n narasca ¢ez vse meje
n
Fy_ (y) = lim (1 - e*Ay) . (21)
n—oo
To limito bi morali izracunati za vsak izbran y. Za neketere konkretne vrednosti to sicer znamo,
za, sploSen y pa je to zelo zahteven problem. Pomagamo si z osnovno idejo, da je limito izraza
limy, oo (1 — )" zelo lahko izracunati. Rezultat je seveda L. “Dodaten” n vpeljemo v izraz (21)
z uporabo znacilne vrednosti ekstremov. V enacbi (17) smo znacilno vrednost za eksponentno
porazdelitev Ze dobili:
My =n — %e’\“Y =1 (22)

Enacba (22) je izraz z identiteto. Z identiteto pa lahko pomnozimo poljuben izraz, zato je

n n
(1 _ e—Ay)” —(1— lez\uy e M) — (1= lef)\(yfuy) .
n n

Sedaj limite ni ve¢ tezko izracunati

n
lim (1 — 6_)\y>n = lim <1 — le_)‘(y—“y)> ; e_eix(yiuy).
n—o0 n

Pri zadnjem koraku smo naredili v matemati¢nem smislu zelo hudo napako, saj smo izra¢unali
limito po n ne da bi upostevali, da je tudi u, funkcija n. Spreminjanje u, z naras¢ajo¢im n bi
morali za korekten izracun limite upostevati. Opazili pa smo, da raste u, bistveno pocasneje
kot n (enacba (18)). Zaradi logaritemske rasti je tudi pri velikih n vrednost u, precej majhna
(In10'° = 23), ter tudi zelo pocasi naraséa. Tako ne naredimo velike napake, ¢e za dovolj velik

(1 - e_’\y>n ~(1-— le_’\(y_“)
n )

kjer je u izbrani parameter, neodvisen od n. Limito izraza na desni potem izra¢unamo korektno

n aproksimiramo

in zaradi vecje preglednosti piSemo kot
exp [—e_’\(y_“)} .

To je neka porazdelitvena funkcija, ki ni prava limitna porazdelitev za Y., jo pa aproksimira.
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Definicija 6 Dobljeno porazdelitev

Fy (y) = exp [_e*)\(yfu)]

imenujemo prva asimptoti¢na ali Gumbelova porazdelitev. Dolocata jo dva parametra A in
u, ki ju dolo¢imo (neodvisno od porazdelitve slucajnih spremenljivk X;) iz statisticnega vzorca.
Obic¢ajno to porazdelitev itmenujemo ekstremna porazdelitev tipa I.

Opomba 3 Metoda izpeljave asiptoticnih porazdelitev, kot smo jo navedli, sta vpelajala Cramér
in Von Mises. Je najbolj preprosta in pregledna. Obstajajo tudi drugacne izpeljave, ki pa jih
ne navajamo. Velja se omeniti, da so izpeljani tudi zadostni pogoji za eksistenco asimptoticénih
porazdelitev.

Primer 2 Najvecja letna visina vode. Recimo, da imamo dovolj dobre podatke o povprecju
i vartanci najvecje letne visine vode. Ker je najvedja letna visina vode najvecja izmed Stevilnih
najvecjih dnevnih visin, lahko pricakujemo, da bo porazdelitev najvecje letne visine porazdelitev
ekstremnih vrednosti. Dolociti Zelimo parametra X in u te porazdelitve.

1z enac¢be (20) dobimo zvezo med var [Y] in parametrom A

1
var [Y] = X%
T
6var [Y]

iz enacbe (19) pa zvezo med E [Y] in parametroma A in u

E[Y]=u+]
u:E[Y]—;\W.

™

Tako smo dolocili oba parametra porazdelitve.

Opomba 4 Zavedati se moramo, da je v splosnem parameter u odvisen od Stevila podatkov,
pri boly splosni porazdelitvi pa to velja tudi za parameter . Véiasth se lahko kljub pocasni rasti
pojavi vpliv spreminjanja w. Znano je na primer, da vecji vzorci krhkega materiala odpovedo pri
manj$i sili kot mangsi vzorci. Za taksne primere lahko izberemo Se druge porazdelitve ekstremou,
z drugacnimi lastnostimi. O tem pa nekaj v naslednjem poglavju.

3.5 Drugi in tretji tipi asimptoticnih porazdelitev

Povsem analogno kot smo to naredili za Gumbelovo porazdelitev lahko najdemo Se dva tipa
asimptoti¢nih porazdelitev. Tudi ta dva tipa sta posledica limitnega procesa z osnovo v dveh
razlicnih tipih porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X;. Ker smo v prejsnjih poglavjih izpeljavo
naredili zelo natan¢no, tu ve¢inoma le podajamo rezultate.
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Tip IT Omejimo se na slucajne spremenljivke, ki so neomejene le v eno smer (navzgor, ¢e nas
zanima porazdelitev maksimuma). Za opis porazdelitve X; vzamemo naslednjo porazdelitveno
funkcijo

1

r— £

k
FX(:L-):1—5< > k>1, z>e+fF.

Porazdelitev maksimuma n slucajnih spremenljivk je

Fy(y)=<1ﬂ<xi5>k>n. (23)

Ustrezno znacilno vrednost uy dobimo kot resitev enacbe (12), v katero vstavimo porazdelitev

(23)
k k
uy — € n uy — € n

~(uy — o)’
=

ki jo vstavimo v izraz (23) za porazdelitev in dobimo primernejso obliko za rac¢un limite:
E\ ™ k E\ ™ E\ "
1 — 1 1 —
T —e ne r—€ n\x—e¢
Kot smo to ze naredili za Gumbelovo porazdelitev, aproksimiramo Fy (y) za dovolj velike n z

izbiro parametra uy:
E\ ™ E\ ™
1 1 —
(1—@( >> s<1——<“ E)) .
T —€ n\xr—e¢

Sedaj lahko izra¢unamo limito izraza na desni, ko gre n v neskoné¢nost:

(112 ) = (2]

Dobljena funkcija tudi doloca porazdelitev ekstremnih vrednosti, zato jo proglasimo za asimp-
toti¢no porazdelitev drugega tipa.

Velja identiteta

Definicija 7 Porazdelitveno funkcijo

Fy<y>—exp[—(3jj)k], y>e

imenujemo druga asimptoti¢na ali Fréchetova porazdelitev. Dolocajo jo parametri e, k in w.
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Pri Gumbelovi porazdelitvi, smo osnovne verjetnostne koli¢ine (karakteristi¢ne tocke, upanje,
varianco) izpeljali ze za konéen n in jih primerno aproksimirali za velike vrednosti. Te apro-
ksimacije bi lahko dobili tudi direktno iz asimptoticne porazdelitve, vendar je bil predstavljeni
nacin bolj nazoren. Hkrati pa bi z izpeljavo teh koli¢in direktno iz Gumbelove porazdelitve lahko
povsem rutinsko preverili, da so bile aproksimacije dovolj dobre. Za preostala tipa si bomo delo
olajsali in upanja in variance izpeljali kar iz asimptoti¢nih porazdelitev (neodvisno od n).

Za zacetek z odvajanjem porazdelitevene funkcije izra¢unajmo gostoto verjetnosti porazde-
litve ekstremnih vrednosti tipa II.

e =r = (022) e |- (22)]

7 znano gostoto izracunamo tudi matemati¢no upanje

EY?] Z/Dypfy (y) dy,

pri tem smo z D oznacili definicijsko obmogje, ki je za nas primer odprti interval (g, 00). V izrazu
za fy (y) nastopa y — € in ne zgolj y, zato si delo bistveno olajsamo, ¢e ra¢unamo matemati¢no
upanje transformirane slu¢ajne spremenljivke ¥ — ¢

E((Y -] = /D (v— ) fr (y) dy

k o k+1 (u—e k
= /(y—s)p (u 8) e (%) gy,
u—e Jp y—¢

k
Izraz zelo spominja na funkcijo gama, zato uvedemo substitucijo (“—_5> = w. Diferencial

y—e
i o\ k1
— <u 5) dy = dw,
u—e\y—e¢

integralsko obmocje pa se prevede na (0o, 0):

substitucije da enakost

E[Y —e)f]=— /0 (u—e)? Me_wdw

0o - (u - 6)1)
= (u— g)p/o w ke Ydw
:(u—g)pI‘<1—%>. (24)

Poudariti velja Se, da momenti obstajajo le za p < k, torej dodatno privzamemo, da je k > 2,
saj zelimo zagotoviti obstoj matemati¢nega upanja in variance. Izra¢unajmo upanje in varianco
z uporabo formule (24).



Podobno po lastnostih matemati¢nega upanja izrazimo Se drugi moment
E|(Y —&)’| = E[Y?] - 2B [Y] +¢&”
E[YY =E|(Y - )| +2:B[v] - &
= (u—e)l <1— %) +2e(u—¢e)l <1— %) 4 262 — £2
= (u—¢e)l (1— g) +2(u—¢e)T <1— l) + 2.
k k
Varianca je potem
var Y] = B[Y?] - E[Y]?
= (u—¢)’T <1— %) +2(u—e)T <1— %) + &2

1 2
_ _ar (1= =
-or(1-5) +
2 1
2 2
= (u— rfr—-=)-r=({1—-—=J4.
et (=)= (1-5)
Parametra k in u asimptoti¢ne porazdelitve dobimo iz sistema dveh enac¢b z dvema neznankama

mY—Ez(u—E)F<1—%)

-t r(1-2) o (1- 1],

pri tem poudarimo, da je vrednost € znana; to je spodnja meja definicijskega obmocja sluc¢ajne
spremenljivke. Sistem (25) razresimo najprej na k in sicer iz kvocienta

(25)

of  _TO-9)-r’0-3_ra-3
(my —)° 2 (1- 1) Ta-f)

Koeficient k je torej resitev enacbe

ro-g _ <mUY >2+1,

r2(1-1) y 7€

ki jo re§imo numeri¢no. Po izra¢unu k dobimo u po formuli

my — €

r-z

U= + €.
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Tip III Tu pa vzamemo slucajne spremenljivke X;, ki so navdol neomejene, navzgor pa ome-
jene s parametrom w. Njihova porazdelitvena funkcija ima v blizini w naslednjo obliko

Fx (z)=1—c(w—x)", k>0, z<w.

Ta tip se bistveno razlikuje od prejsnjih dveh, saj je navzgor, torej na repu, ki nas zanima,
omejen. Porazdelitev maksimuma n sluc¢ajnih spremenljivk je

k n
Fy(y):<1—c(w—m)) ,
za znacilno vrednost uy pa velja

1
c(w—uy)kzﬁ —  1=nc(w—uy)"

Z znacilno vrednostjo prevedemo porazdelitev Fy (y) v obliko

k‘ n
Fy (y) = <1_Lx)k) _

ne (w — uy)

Potem, ko postavimo uy = u, znamo izra¢unati limito

Jim_ (1— ncc(zu—__:ij;c)n:nlﬂ& (1_ <Z:Z>k%>n — exp [_ <Z:z>’€] .

Definicija 8 Porazdelitveno funkcijo

Fy (y) = exp [ (Z:Z)k] y<w

imenujemo tretja asimptoti¢na porazdelitev. Dolocajo jo parametri w, k in u.

Obicajno se ta tip uporablja pri problemih, kjer nas zanimajo minimumi. Seveda v tem
primeru ne govorimo o navzgor omejenih, temve¢ o navzdol omejenih slu¢ajnih spremenljivkah.
Pri iskanju asimptoti¢ne porazdelitve se opremo na rezultate posledice 2 in nam porazdelitve
minimuma ni potrebno posebej dolocati.

Is¢emo torej minimum navzdol omejenih slu¢ajnih spremenljivk s porazdelitvijo

F_x(z)=1-Fx (—z)=c(z+w)F, k>0, z>w.
Po posledici 2 je
fz(2) = fv (=2),
kjer sta Y in Z

Y = max Xj, Z =min (—X;).
7

7
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1z zveze med gostotama sledi zveza med porazdelitvama
Fz(z2)=1—Fy (—2).

Torej znamo izraziti Fz (z) z ze izratunano porazdelitvijo Fy (y):

Fy(z)=1—exp [— <w+z>k

w—Uu

(26)

Ta izraz ni najbolj primeren, saj je parameter u Se vedno ocena za uy in ne za uz. PoiS¢imo
povezavo med uy in uyz. uy Ze poznamo

uy pa dobimo kot resitev enacbe

1
F x(uz)=—- — c(uz—l-w)k:—
n n
To pa pomeni, da med znacilnimi vrednostmi obstaja antisimetrija:

Uy = —Uy,

Zato je koeficient u v izrazu (26) smiselno nadomestiti z —v, saj bo le v tem primeru pomenil
oceno znacilne vrednosti slu¢ajne spremenljivke Z:

w+2z\*
Fz(z)=1—exp _<w—|—v>

Definicija 9 Porazdelitveno funkcijo

pr=1-on |- (322)]

imenujemo tretja asimptoti¢na porazdelitev minimalnih vrednosti. Dolocajo jo parametri e, k
mv.

To porazdelitev obravnavajmo malo bolj podrobno. Gostota verjetnosti porazdelitve je

fz(2) = Fz(2) = Uﬁg <i:i>k_le><p [_ <§:Z>k]

Matemati¢no upanje funkcij slu¢ajnih spremenljivk ZP dobimo z integracijo

Bz - [ S () d,
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V izrazu za fz (z) nastopa (z — €), zato ra¢unamo matemati¢no upanje transformirane slucajne
spremenljivke Z — ¢

E[(Z—¢)] = - /:O (z—e)? (Z_E>k_1e(§i)kdz.

Vpeljemo novo spremenljivko

z—e\F k z— e\ !
( ) =w — ( > dy = dw
v—€ v—e \V—¢

in jo vstavimo v integral

o0
E[(Z—-¢e)P]=(v-— 5)p/ wke Ydw = (v —¢e)PT (1 + %) .
0
Sedaj ni ve¢ tezko izraziti matematicnega upanja in variance. Matematicno upanje je

E[Z|=E|[Z-¢]+e= (v—a)l“(l—k%) +e
Ko izrazimo Se drugi moment
E[7}]=E [(Z - 5)2} L2 (7] - &2
= (v—¢)’T <1+%> +2(v—¢)T <1+%> + €2,
izrac¢unamo varianco
var [Z) = E [Z2%] - E[2)°

Z(U—€)2T<1+%> +2€(v—5)1“<1+%> + &2
— |:(’U—E)F<1+%> +gr
= (v—¢)? [F<1+%> — 1?2 (1+%>]

Parametra k in v asimptoti¢ne porazdelitve dobimo iz znanega matemati¢nega upanja in variance
z reSevanjem sistema

mz—s—(v—a)I‘(l—f—%)
0% =(v—¢)? [F<1+%>—F2 (1+%)]
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Koeficient k je reSitev enacbe

u pa dobimo po formuli

PA+3) _( oz 2+1
m, — € ’

I2(1+ 1)
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Asimptoti¢cne porazdelitve najveéjih vrednosti

TIP I TIP II TIP III
zacCetna _x 1 k .
porazdelitev l—e™ 1-p (E) 1—c(w—1)
pogoji A>0,2>0 k>2 1>¢ct 3% k>0,z<w
asimptoticna

porazdelitev  Fy (y)

exp [—e_’\(y_“)]

o |- (322)']

o |- (24)]

gostota fy (y)

Aexp [=A(y —u) — e_’\(y_“)]

k U—¢€ kot
u—e <y75> exp

()]

v (%)k_lexp [— (ﬁ)k]

parametri AU k,u, e k, u, w
dolo¢anje € = spodnja meja* w = zgornja meja*
arametrov - _T
iz statisticnih s PO-E) ( oy )2 +1 (g) ( oy )2 +1
podatkov uw=my — WYT\/E r2(1-1) my —€ r2(1+1) W=y,
my g _ o LL)me
(metoda momentov) U ra-1) +e u=w r(1+1)
Asimptoticne porazdelitve najmanjsih vrednosti
TIP I TIP II TIP III
- k
zacetna Az 1 AV
porazdelitev € p <w—&?) c(z—¢)
pogoji A>0,2<0 k>2 1 <w-—fBk k>0,2>¢
asimptoti¢na

porazdelitev  Fz(2)

1—exp [—e)‘(z_”)]

1o |- (522)']

1-ew |- ()]

gostota fz (z)

Aexp [A(z —v) — e*/\(Z*”)]

k w— k+1
w—v <w—z> exp

[— =

)]

T (%)Hexp [— (ﬁ_iﬂ

parametri A, v k, v, w k,v, e

dolocanje w = zgornja meja’ ¢ = spodnja meja*
parametrov _ _7 r(1—2 2 2 9

iz statisticnih ozV6 Fg(l kl) = (wffn ) +1 F<1+kl) — < oz ) +1
podatkov v=my+ 7026 (1-%) Y z r2(1+z) m,—¢
(metoda momentov) N V=W — ﬁ v= 2z 4 ¢

r(1+4)

A9jrepzerod yrudrjojduise eOIupo[3aild 9°¢



Komentirajmo Se z * oznacene parametre. To so parametri, za katere pricakujemo, da izvirajo
iz same narave problema. Pri tipu II tako praviloma vzamemo ¢ = w = 0, saj nas zanimajo le
velike (majhne) vrednosti. Vecji problem je pri tipu III, kjer ta parametra nista zanemarljiva.
Lahko ju ocenimo z eksperimentalnim proucevanjem pojavov, ali pa tudi iz statisti¢nih podatkov,
vendar v tem primeru potrebujemo Se eno enacbo (na primer tretji moment) ali pa parametre
dolo¢imo po metodi najvecje verjetnosti.
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