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Slika 5.43:Osna sila in upogibni moment zaradi virtualne sileδFz

Navpǐcni pomik v tǒcki E določimo z integracijo enǎcbe

wE =
∑
el

∫
Li

(
Nx δN̄x

E Ax
+
My δM̄y

E Iy

)
dx =

=
1

E Ax

(
1 · 100 · 100 + 75 ·

√
2 · 50

√
2
√

2
2

+ 25 ·
√

2 · 50
√

2
√

2
2

+ 75 ·
√

2 · 50
√

2 ·
√

2

)
+

+
1

E Iy

(
2500 · 50 ·

√
2

2
· 2
3
· 50 · 2

)
= 0.0031 + 2.7203 = 2.7 cm.

Relativni vpliv osnih sil na pomik v tǒcki E je zelo majhen, saj znaša le0.12 % od skupnega pomika.
Pomik v tǒcki E se zgodi skoraj izkljǔcno zaradi upogibanja nosilcev, medtem ko je vpliv osnih defor-
macij zanemarljiv. Zato pri rǎcunu velikokrat vpliv osnih sil na pomike zanemarimo.

Primer 5.10 Konzola je sestavljena iz petih lesenih desk debeline2 cm in širine10 cm. V prvem primeru
so deske postavljene vodoravno, v drugem pa navpično (slika5.44). Izračunajmo najvěcjo normalno
napetostσxx,max v konzoli! Tǒckovna sila na koncu konzole, katere vpliv se enakomerno razdeli na vseh
pet desk, je enaka1 kN. Dolžina konzole je enakaL = 1 m. Izračunajmo tudi poves prostega konca
konzole! Elastǐcni modul jeE = 2000 kN/cm2. Vpliv prěcnih sil zanemarimo!

Slika 5.44:Konzolo sestavlja pet desk, ki so položene vodoravno oziroma navpično
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Račun največje normalne napetosti

Najvěcjo normalno napetost v konzoli izračunamo z enǎcbo

σxx,max =
|My|max

Iy
|z|max =

F L |z|max

Iy
.

Če so deske polǒzene vodoravno, je največja normalna napetost enaka

σa
xx,max =

1 · 100 · 1
5 · 6.66

= 3 kN/cm2.

Upǒstevali smo, da je

Iy1 =
10 · 23

12
= 6.66 cm4, Iy = 5 Iy1 |z|max = 1 cm.

Za navpǐcno polǒzene deske je največja normalna napetost bistveno manjša kot v primeru vodoravno
položenih desk

σb
xx,max =

1 · 100 · 5
5 · 166.66

= 0.6 kN/cm2.

Upǒstevali smo

Iy1 =
2 · 103

12
= 166.66 cm4, Iy = 5 Iy1, |z|max = 5 cm.

Razmerje med največjimi normalnimi napetostmi za oba primera je

σa
xx,max

σb
xx,max

=
3

0.6
= 5.

Če deske postavimo navpično, so pri isti obtězbi napetosti 5 krat manjše.

Račun povesa prostega konca konzole

Na prostem koncu konzole postavimo virtualno siloδF = 1, ki deluje v smeri osiz. Pomik wT

izračunamo po enǎcbi

wT =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx.

Diagrama upogibnih momentovMy in δM̄y prikazujemo na sliki5.45.
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Slika 5.45:Upogibni momentMy zaradi sileF in zaradi virtualne sileδF = 1

PomikwT izračunamo z integracijo produktaMy δM̄y po enǎcbi (5.24)

wT =
1

E Iy
F L

L

2
2L
3

=
F L3

3E Iy
.

Pomik na koncu vodoravno položenih desk je

wa
T =

1 · 1003

3 · 2000 · 5 · 6.66
= 5 cm.

Če so deske polǒzene navpǐcno, je pomik bistveno manjši

wb
T =

1 · 1003

3 · 2000 · 5 · 166.66
= 0.2 cm.

Razmerje med pomikoma je
wa

T

wb
T

= 25.

Če deske postavimo navpično, je pomik 25 krat manjši, kot če jih postavimo vodoravno. Vidimo, da
je navpǐcna postavitev ugodnejša tako glede na največje napetosti, kot tudi glede na pomik na koncu
konzole.

Primer 5.11 S prikazano napravo merimo siloF , ki se preko vijakaB prenǎsa na preizkǔsanecA (slika
5.46). Silo merimo z velikostjo pomika jeklenega nosilcaD–D v točkiE. Sila se na nosilecD–D prenǎsa
preko togega nosilcaK–K. Določimo razdaljoa od podporeD do prijemalǐsča sileK na nosilecD–D,
da bo pri siliF = 5 kN upogib nosilca v tǒcki E enak1 mm? NosilecD–D ima širino 6 cm, višino
4 cm, doľzino1 m, modul elastǐcnosti materiala pa je20000 kN/cm2.
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Slika 5.46:Velikost sile izrǎcunamo iz velikosti pomika nosilcaD–D v točki E

Rǎcunski model ter diagrama upogibnih momentov zaradi sileF in virtualne sileδFz = 1 prikazujemo
na sliki 5.47.

Slika 5.47:Diagram upogibnega momenta v nosilcuD–D zaradi silF/2 in δF = 1

PomikwT na sredini nosilcaD–D določimo z enǎcbo

wT =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx.

Za obravnavani primer dobimo:

E Iy wT = 2
F a

2
a

2
2
3
a

2
+ 2

1
2

(
a

2
+
L

4

)(
L

2
− a

)
F a

2
= −F a

3

12
+
F L2 a

16
.

Iz zadnje enǎcbe moramo dolǒciti a, zato jo preoblikujemo takole:

a3 − 3
4
L2 a+

12
F
E Iy wT = 0.
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Vztrajnostni moment pravokotnega prečnega prereza nosilcaD–D je

Iy =
6 · 43

12
= 32 cm4.

Ob upǒstevanju podatkov dobimo

a3 − 3
4

1002 a+
12
5

2 · 104 · 32 · 0.1 = 0 → a3 − 7500 a+ 153600 = 0.

To nelinearno enǎcbo rěsimo numerǐcno in dobimoa = 21.8758 cm. Uporabimo lahko različne pro-
grame (Mathematica, Matlab, Excel,. . .)†

Primer 5.12 Določimo navpǐcni pomik tǒckeD statǐcno dolǒcene konstrukcije na sliki5.48! Velikost
sile jeF = 10 kN, modul elastǐcnosti materiala jeE = 20000 kN/cm2. Pri računu upǒstevajmo tudi
vpliv osnih sil na deformiranje konstrukcije. Dimenzije konstrukcije prikazujemo na sliki5.48.

Slika 5.48:Geometrijski podatki o konstrukciji ter lega in smer sileF

Enǎcbo za rǎcunanje pomika oziroma zasuka smo izpeljali ob predpostavki, da sta osiy in z glavni
vztrajnostni osi v tězišču prěcnega prereza. V obravnavanem primeru glavni vztrajnostni osi oklepata z
osemay in z kot 45◦, saj tudi simetrijska os prereza oklepa z osemay in z kot 45◦. Če želimo nalogo
rěsiti, moramo izrǎcunati upogibne momente glede na glavni vztrajnostni osi.

Osno silo in upogibni moment glede na osy zaradi sileF prikazujemo na sliki5.49.

† Ničle polinoma, dolǒcene z rǎcunalnǐskim programom Mathematica:

FindRoot[a^3-7500a+153600==0,{a,25}]

{a -> 21.8758}
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Slika 5.49:Osna sila in upogibni moment glede na osy

V točkoD postavimo virtualno siloδF = 1, ki deluje v enaki smeri, kot silaF . Podobno izrǎcunamo
diagramaδNx in δM̄y zaradi sileδFz = 1 (slika5.50).

Slika 5.50:Osna sila in upogibni moment glede na osy zaradiδFz = 1

Glavni vztrajnostni osiη in ζ sta glede na osy zasukani za45◦ oziroma225◦. Upogibni moment zaradi
sileF glede na ti osi dobimo tako, daMy projiciramo na osiη in ζ (slika5.51).

Slika 5.51:Upogibni moment moramo izračunati glede na glavni vztrajnostni osiη in ζ

V tem primeru izrǎcunamo pomikwD po enǎcbi

wD =

L∫
0

(
Nx δN̄x

E Ax
+
Mη δM̄η

E Iη
+
Mζ δM̄ζ

E Iζ

)
dx.
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Geometrijske lastnosti prečnega prereza so:

Ax = 69 cm2, Iy = Iz = 995.663 cm4, Iyz = 551.087 cm4,

tg2αg =
2 Iyz

Iy − Iz
= ∞ → αg = 45◦,

Iη = 1546.750 cm4, Iζ = 444.576 cm4.

Upogibna momenta v tǒcki D glede na osiη in ζ sta:

Mη = My cos 45◦ = 1414 kNcm, Mζ = −My cos 45◦ = −1414 kNcm.

DiagramaMη in Mζ zaradi sileF ter δM̄η in δM̄ζ zaradi sileδFz = 1 prikazujemo na sliki5.52.

Slika 5.52:Upogibna momentaMη in Mζ ter δM̄η in δM̄ζ (v kNcm)

PomikwD je:

wD =
1

E Ax
(10 · 200 · 1 · 2) +

1
E Iη

(
1414 · 200

2
· 2
3
· 141.4 · 2

)
+

+
1

E Iζ

(
1414 · 200

2
· 2
3
· 141.4 · 2

)
= 0.0029 + 0.8620 + 2.9991 = 3.86 cm.

Tudi v tem primeru je del pomika zaradi osne deformacije zelo majhen v primerjavi z delom zaradi
upogiba, saj znǎsa le 0.075% skupnega pomika.
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Primer 5.13 Določimo diagrame notranjih sil ter navpični pomik tǒckeC za konstrukcijo na sliki5.53!
Velikost sileF je 10 kN, razdaljaa je enaka10 m. KoličineE, Iy in Ax so konstante. Upǒstevajmo tudi
vpliv osnih sil na pomike!

Slika 5.53:Ker silaF ni v vozlišču, v deluCB nastopijo tudi upogibni momenti in prečne sile

Konstrukcija je statǐcno dolǒcena. Reakcije izrǎcunamo iz ravnotěznih pogojev. Notranje sile izračunamo,
če konstrukcijo razdelimo na dva dela in upoštevamo, da sta v palicah od nič razlǐcni le osni siliNAB in
NAC (slika5.54).

Slika 5.54:Za rǎcun notranjih sil konstrukcijo razdelimo na dva dela

Reakcije in osni sili so:

Ax = 7.071 kN, Az = −3.536 kN,
Bz = −3.536 kN,
NAB = −3.536 kN, NAC = −5 kN.

Diagrame notranjih sil zaradi zunanje sileF prikazujemo na sliki5.55.
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Slika 5.55:Osna sila, prěcna sila in upogibni moment zaradi sileF

Na sliki 5.56prikazujemo notranje sile zaradi virtualne sileδFz = 1.

Slika 5.56:Notranje sile zaradi sileδFz = 1

Ker so od nǐc razlǐcne notranje sile zaradi virtualne obtežbe le osna sila (slika5.56), navpǐcni pomik
prijemalǐsča sileF izračunamo po poenostavljeni enačbi

wC =

L∫
0

Nx δN̄x

E Ax
dx.

Za obravnavani primer dobimo:

wC =
1

E Ax

(
5 · a

√
2 ·
√

2
2
−
√

2
2
· 5 · 2 a · 0.5

)
=

14.645
E Ax

.
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Primer 5.14 Določimo najvěcji poves na sliki5.57prikaznega nosilca! Modul elastičnostiE je210 GPa.

Slika 5.57:Prěcni prerez nosilca ni povsod enak

Zaradi simetrǐcne obtězbe je vodoravna reakcija v levi podpori enaka nič. Zato so simetrične tudi reakcije
in lahko rěcemo, da sta simetrični tako obtězba kot oblika konstrukcije. Največji pomik nastane na sredini
konstrukcije. Izrǎcunamo ga po enačbi

w =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx,

kjer smo vpliv prěcnih sil zanemarili. Izrǎcunati moramo vztrajnostna momenta za oba prečna prereza

Iy1 =
25 · 523

12
− 24.1 · 503

12
= 41891.67 cm4

in

Iy2 = Iy1 + 2
(

20 · 0.83

12
+ 26.42 · 20 · 0.8

)
= 64196.09 cm4.
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Na sliki 5.58prikazujemo diagrama upogibnih momentov zaradi zunanje obtežbe in zaradi virtualne sile
δFz = 1, ki jo postavimo na sredino nosilca, saj je zaradi simetrije pomik tam največji.

Slika 5.58:Upogibni moment zaradi zunanje obtežbe in zaradi virtualne sileδFz = 1

Upogibna momenta na sliki5.58sta zapisana v kNcm, zato tudi elastični modul zapǐsimo v ustreznih
enotahE = 210 GPa = 210 GN/m2 = 210 · 106 kN/(104 cm2) = 21000 kN/cm2.

Najvěcji navpǐcni pomik izrǎcunamo

w =
1

E Iy1

(
240 · 24000

2
· 2
3
· 120

)
· 2 +

1
E Iy2

[
120 · 24000

2

(
2
3
· 120 +

1
3
· 180

)
· 2+

+
120 · 36000

2

(
1
3
· 120 +

2
3
· 180

)
· 2 + 100 · 36000

(
180 +

230
2

)
· 2
]

=

=
4.608 · 108

21000 · 41891.67
+

2.5704 · 109

21000 · 64196.09
= 0.524 + 1.907 = 2.43 cm.

Primer 5.15 Določimo najvěcji pomik in najvěcjo vzdoľzno normalno napetost na sliki5.59prikazanega
nosilca! Posebnost obravnavanega nosilca je, da seširina pravokotnega prěcnega prereza na delu
nosilca linearno spreminja. Pomik določimo z uporabo izreka o virtualnih silah. Sila in modul elastičnosti
staF = 100 N in E = 21000 kN/cm2.

Slika 5.59:Širina nosilca se na delu nosilca linearno spreminja
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Zaradi simetrije nosilca in obtežbe dobimo najvěcji pomik na sredini nosilca prix = 1.0 m. Funkciji
My in δM̄y sta simetrǐcni, zato je

w = 2

L/2∫
0

My δM̄y

E Iy
dx, Iy = Iy(x)

Upogibna momenta na levi polovici nosilca zaradi zunanje in virtualne obtežbe sta

My =
F

2
x, δM̄y =

x

2
.

Vztrajnostna momenta sta

0 ≤ x ≤ 50 : Iy =
5.5 · 13

12
,

50 ≤ x ≤ 100 : Iy =
b(x)13

12
=

5.5 x
12 · 50

,

saj sěsirina nosilca vzdoľz osix spreminja po naslednji enačbi (slika5.60):

y

x− 50
=

2.75
50

, y =
2.75
50

(x− 50), b(x) = 5.5 + 2 y =
5.5 x
50

.

Slika 5.60:Širina nosilca se za50 ≤ x ≤ 100 linearno spreminja

Pomik tǒckeC je

w = 2

50∫
0

F x

2
x

2
12

5.5E
dx+ 2

100∫
50

F x

2
x

2
12 · 50
5.5xE

dx =

=
6 F

5.5E
· 1
3
· 503 +

300 F
5.5E

· 1
2
· (1002 − 502) = 0.22 + 0.97 = 1.19 cm.

Najvěcjo normalno napetost določimo ločeno za oba intervala. Na intervalu0 ≤ x ≤ 50 cm mesto
najvěcje normalne napetosti sovpada z mestom največje upogibne napetosti

σxx,max =
My,max

Iy
zmax =

F xmax12
2 · 5.5

· 0.5
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Pri x = 50 cm dobimo:

x = 50cm : σxx,max =
0.1 · 50 · 12

2 · 5.5
· 0.5 = 2.73 kN/cm2.

Na intervalu50 ≤ x ≤ 100 cm napetosti dolǒcimo tako, da v izraz za normalne napetosti vstavimo
izraza zaMy in Iy, medtem ko jezmax konstanten (zmax = 0.5 cm):

σxx,max =
F x

2
12 · 50
5.5x

· 0.5 =
0.1 · 12 · 50 · 0.5

11
= 2.73kN/cm2.

Napetostσxx se na intervalu50 ≤ x ≤ 100 ne spreminja.

Primer 5.16 Listnata vzmet ima enako robno napetost v vseh prerezih in predstavlja nosilec idealne
oblike glede robnih normalnih napetosti. Na sliki5.61 je sestavljena iz10 trakov širine 7.5 cm in
debeline10 mm. Dolžina vzmetiL = 100 cm, dopustna normalna napetostσxx,dop = 40 kN/cm2.
Jeklo vzmeti ima modul elastičnostiEj = 20000 kN/cm2. Določimo nosilnost vzmeti (dopustno silo
F ) ter upogibwF na sredini razpona zaradi sileF ! Pri ra čunu zanemarimo začetno ukrivljenost osi
nosilca, ki je rǎcunski model vzmeti, ter trenje med listi vzmeti.

Slika 5.61:Listnata vzmet sestavljena iz 10 listov

Rǎcunski model prikazujemo na sliki5.62.
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Slika 5.62:Rǎcunski model listnate vzmeti

Pokǎzimo, da najvěcja vzdoľzna normalna napetostσxx ni odvisna od koordinatex.

b(x) =
2 b
L
x, Wy =

y h2

6
, σxx,max =

My(x)
Wy(x)

=
Ax 6L
2 b x h2

=
6AL
2 b h2

=
My(L/2)
Wy(L/2)

.

Če plǒsčo na sliki5.62razrězemo in trakove polǒzimo kot kǎze slika5.63, dobimo listnato vzmet.

Slika 5.63:Vztrajnostni moment in napetostσxx se ne spremenita,̌ce plǒsčo razrězemo in liste
položimo, kot kǎze slika

Dopustna sila

Dopustno silo izrǎcunamo iz enǎcbe za dolǒcitev normalne napetosti:

σxx(x) = σxx(L/2) ≤ σxx,dop → My(L/2)
Wy(L/2)

≤ σxx,dop.
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Iz slike 5.63vidimo, da je najvěcja širina b računskega modela vzmeti enakab = 10 · 7.5 = 75 cm.
Širina nosilca se vzdolž osi spreminja po enačbi b(x) = 2 b x/L. Ker je

My(L/2) =
F L

4
, Wy(L/2) =

b h2

6
,

sledi

F ≤
2 b h2 σxx,dop

3L
=

2 · 75 · 12 · 40
3 · 100

= 20 kN.

Navpični pomik na sredini razpona

Pomik dolǒcimo po enǎcbi

wF =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx.

DiagramaMy in δM̄y prikazujemo na sliki5.64.

Slika 5.64:Upogibna momentaMy in δM̄y

Zaradi simetrije diagramov in konstantnega materiala lahko zapišemo

wF =
2
E

L/2∫
0

My δM̄y

Iy
dx.

Ker se prěcni prerez vzdoľz osix spreminja, zapišemo integrand v odvisnosti od spremenljivkex in ga
integriramo. Ker je

My(x) =
F x

2
, δMy(x) =

x

2
, Iy(x) =

b(x)h3

12
=
b h3 x

6L
,

sledi

wF =
2
E

L/2∫
0

F x

2
x

2
6L

bH3 x
dx =

F

E

3L
bh3

L/2∫
0

x dx

Po integriranju dobimo

wF =
3F L3

8 b h3E
=

3 · 20 · 1003

8 · 75 · 13 · 20000
= 5 cm.
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Primer 5.17 Konstrukcija na sliki5.65je sestavljena iz dveh elementov z odprtim tankostenskim prečnim
prerezom. Dolǒcimo velikost sileF tako, da bo najvěcja strižna napetost enaka dopustni strižni napetosti
τdop = 10 kN/cm2. Določimo tudi, za koliko se silaF lahko pověca, če stik zavarimo tako, da dobimo
elementa z zaprtim tankostenskim prerezom. Pri tem predpostavimo, da nastane v elementih enakomerna
torzija. Izrǎcunajmo tudi navpǐcni pomikwC točkeC za sili, ki ustrezata odprtemu oziroma zaprtemu
prečnemu prerezu. Elastični modulE materiala je24000 kN/cm2, strižni modulG je 10000 kN/cm2,
vztrajnostni momentIy2 elementa2 je 5000 cm4, doľzinaL = 1.5 m in dolžinaa = 0.5 m. Zunanji
premerD prečnega prereza je30 cm, debelinat stene prěcnega prereza pa1.5 cm.

Slika 5.65:Elementa imata odprti oziroma zaprti prečni prerez

Račun dopustne sile za primer, ko ima elementAB odprt prečni prerez

Torzijski vztrajnostni moment nosilca z odprtim tankostenskim prečnim prerezom izrǎcunamo z enǎcbo
2 r = D − t = 30− 1.5 = 28.5 cm (glej (2.139))

Ix =
∫

Ls

t3

3
dζ =

t3

3
Ls =

1.53

3
2π r = 100.727 cm4.

Ls predstavlja integracijsko območje pri integriranju vzdoľz srednjěcrte,Ls pa je doľzina srednjěcrte
tankostenskega prečnega prereza. SiloF1,dop izračunamo iz pogoja, da je največja strǐzna napetost
σxζ,max manǰsa od dopustne strižne napetostiτdop

σxζ,max ≤ τdop.
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Najvěcjo strǐzno napetost izrǎcunamo po enǎcbi (glej enǎcbo (2.138))

σxζ,max =
|Mx|max

Ix
tmax.

Upǒstevamo, da je|Mx|max = F1,dop a in dobimo

F1,dop a

Ix
tmax ≤ τdop.

Iz zadnje enǎcbe izrǎcunamoF1,dop:

F1,dop ≤
τdop Ix
a tmax

=
10 · 100.727

50 · 1.5
= 13.43 kN.

Račun dopustne sile za primer, ko imat elementAB zaprt prečni prerez

PloščinoAs odprtine do srednjěcrte zaprtega tankostenskega prečnega prereza izračunamo z enǎcbo

As =
π · 28.52

4
= 637.94 cm2.

Silo F2,dop izračunamo iz pogoja, da je največja strǐzna napetostσxζ,max manǰsa od dopustne strižne
napetostiτdop

σxζ,max ≤ τdop.

Najvěcjo strǐzno napetost izrǎcunamo po enǎcbi (glej enǎcbo (2.150a))

σxζ,max =
|Mx|max

2As tmin
.

Upǒstevamo, da je|Mx|max = F2,dop a in dobimo

F2,dop a

2As tmin
≤ τdop.

Iz zadnje enǎcbe izrǎcunamoF2,dop:

F2,dop ≤
τdop 2As tmin

a
=

10 · 2 · 637.94 · 1.5
50

= 382.764 kN.

Nosilec z zaprtim tankostenskim prečnim prerezom lahko obtežimo z 28.5-krat věcjo silo kot nosilec z
odprtim tankostenskim prečnim prerezom

F2,dop = 28.50F1,dop.

Izpeljemo lahko, da je razmerje med dopustnima silama za odprti in zaprti prečni prerez v obliki kolo-
barja enako

F2,dop

F1,dop
=

3 r
t
.
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Račun pomika točkeC

PomikwC izračunamo po enǎcbi

wC =
∑
el

Li∫
0

(
My δM̄y

E Iy
+
Mx δM̄x

GIx

)
dx.

Na sliki 5.66 prikazujemo torzijski momentMx in upogibni momentMy zaradi sileF ter torzijski
momentδM̄x in upogibni momentδM̄y zaradi virtualne sileδFz = 1.

Slika 5.66:Upogibni in torzijski moment zaradi sileF in virtualne sileδFz = 1

Nosilec z odprtim prečnim prerezom (F1,dop = 13.43 kN)

Za rǎcun pomika moramo izrǎcunati vztrajnostni momentIy1 prěcnega prereza nosilcaAB

Iy1 =
π

64
[D4 − (D − 2 t)4] = 13673.73 cm4.

Tako dobimo

wC =
1

E Iy1

F1,dop LL

2
2L
3

+
1

E Iy2

F1,dop a a

2
2 a
3

+
1

GIx
F1,dop aLa = 0.0507 + 5.0 = 5.0507 cm.

Delěz pomika zaradi upogiba je veliko manjši od delěza zaradi torzije. Nosilci z odprtim tankostenskim
prěcnim prerezom slabo prevzamejo torzijsko obtežbo.

Nosilec z zaprtim prěcnim prerezom (F2,dop = 382.764 kN)

Za rǎcun pomika moramo izrǎcunati torzijski vztrajnostni momentIx zaprtega tankostenskega prečnega
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prereza nosilcaAB (glej enǎcbo (2.150b))

Ix =
4A2

s∮
Cs

dζ

t

=
4 · 637.942

π · 28.5
1.5

= 27271.92 cm4.

Tako dobimo

wC =
F2,dop

3E

(
L3

Iy1
+
a3

Iy2

)
+
F2,dop La

2

GIx
= 1.445 + 0.526 = 1.971 cm.

Pomik zaradi torzije je manjši od pomika zaradi upogiba. Nosilci z zaprtim tankostenskim prečnim
prerezom so primerni za prevzem torzijske obtežbe. Kljub temu, da smo konstrukcijo z odprtim prečnim
prerezom obremenili kar z 28.5 krat manjšo silo kot nosilec z zaprtim prerezom, so pomiki pri odprtem
prerezu věc kot 2.5 krat věcji.

Primer 5.18 Izrazimo∆Tx in ∆Tz v enǎcbi (5.1) za primer nosilca v ravninix, z! V tem primeru je
sprememba temperature∆T neodvisna od koordinatey (∆Ty = 0). Višino nosilca oznǎcimo sh.

Spremembo temperature na spodnji strani nosilca (z = hs) oznǎcimo z∆T+
z , spremembo temperature

na zgornji strani nosilca (z = −hz) pa z∆T−
z (slika5.67).

Slika 5.67:Po vǐsini nosilca predpostavimo linearen potek spremembe temperature∆T

Predpostavimo, da se temperatura linearno spreminja vzdolž koordinatez. To je primerna predpostavka,
če obravnavamo stacionarno stanje, ko se temperatura sčasom ne spreminja. Sprememba temperature je
v tem primeru dolǒcena z izrazom

∆T = ∆Tx + ∆Tzz

Izraza za∆Tx in ∆Tz dobimo,če upǒstevamo robna pogoja na spodnji in zgornji strani nosilca

z = hs : ∆T ≡ ∆T+
z = ∆Tx + ∆Tz hs,

z = −hz : ∆T ≡ ∆T−
z = ∆Tx −∆Tz hz.

Ko enǎcbi rěsimo, dobimo

∆Tx = ∆T+
z − hs(∆T+

z −∆T−
z )

h
, ∆Tz =

1
h

(∆T+
z −∆T−

z ).
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Če sta razdaljihs in hz enaki, sta izraza za določitev∆Tx in ∆Tz preprosteǰsa

∆Tx =
1
2
(∆T+

z + ∆T−
z ), ∆Tz =

1
h

(∆T+
z −∆T−

z ). (5.31)

Primer 5.19 Na spodnji strani previsnega linijskega nosilca nastane sprememba temperature∆T+
z =

10◦C, na zgornji strani pa∆T−
z = 30◦C. Vzemimo, da se∆T+

z in ∆T−
z vzdoľz osi nosilca ne

spreminjata. Doľzina nosilcaL = 100 cm, višina nosilcah = 10 cm, plǒsina prěcnega prereza
Ax = 10 cm2, vztrajnostni moment površine prěcnega prereza paIy = 100 cm4. Modul elastǐcnosti
materialaE = 10000 kN/cm2, temperaturni razteznostni koeficient paαT = 10−5 (1/◦C) (slika5.68).
Izračunajmo pomikauT in wT ter zasukωT ≡ ωTy točkeT pri x = L. Določimo tudi potek notranjih
sil!

Slika 5.68:Nosilec v ravninix, z izpostavimo spremembi temperature∆T

Konstanti∆Tx in ∆Tz izračunamo po enǎcbi (5.31):

∆Tx =
10 + 30

2
= 20 ◦C, ∆Tz =

10− 30
10

= −2 ◦C/cm.

Za rǎcun pomikovuT in wT ter zasukaωT moramo izrǎcunati notranje sile, za virtualni siliδFTx = 1 in
δFTz = 1 in za virtualni momentδMTy = 1 (slika5.69).

Slika 5.69:Notranje sile zaradi virtualne obtežbe

Ker so notranje sile zaradi resnične obtězbe enake nič, rǎcunamoδW̄ ∗
n po enǎcbi (glej (5.20))

δW̄ ∗
n(∆T ) =

L∫
0

αT (∆Tx δN̄x + ∆Tz δM̄y) dx.
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Pri dolǒcitvi integralov upǒstevamo, da soαT , ∆Tx in ∆Tz konstante. Zato pomikuT izračunamo tako,
da plǒsčino diagramaδN̄x(δFTx = 1) zaradi virtualne sileδFTx = 1 pomnǒzimo s konstantamaαT in
∆Tx,

uTx = uT = αT ∆Tx

L∫
0

δN̄x dx = 0.00001 · 20 · 100 · 1 = 0.02 cm.

Vidimo, da∆Tz ne vpliva na pomikuT . PomikwT izračunamo tako, da plǒsčino diagramaδM̄y(δFTz =
1) zaradi virtualne sileδFTz = 1 pomnǒzimo s konstantamaαT in ∆Tz,

uTz = wT = αT ∆Tz

L∫
0

δM̄y dx = 0.00001 · (−2) · −100 · 100
2

= 0.1 cm.

Vidimo, da nawT ne vpliva sprememba temperature∆Tx ampak samo∆Tz. ZasukωT izračunamo
tako, da plǒsčino diagramaδM̄y(δMTy = 1) zaradi virtualnega momentaδMTy = 1 pomnǒzimo s
konstantamaαT in ∆Tz

ωT = αT ∆Tz

L∫
0

δM̄y dx = 0.00001 · (−2) · 100 · 1 = −0.002 rad = −0.115◦.

Iz ravnotěznih pogojev za obravnavani primer sledi, da so notranje sile enake nič. Velja splǒsno pravilo,
da sprememba temperature vstatično dolǒcenih konstrukcijah povzrǒci deformacije ne pa tudi no-
tranjih sil. Deformirano lego obravnavanega nosilca prikazujemo na sliki5.70, kjer je merilo pomikov
bistveno věcje kot merilo, v katerem je narisana konstrukcija.

Slika 5.70:Statǐcno dolǒceni linijski nosilec se ob spremembi temperature deformira

Primer 5.20 Določimo vodoravni pomik na koncu previsnega nosilca, ki se segreje za

∆Tx(x) = 50 + 10x [◦C],

kjer moramo razdaljox podajati v m! Doľzina nosilca jeL = 4 m, temperaturni razteznostni koeficient
pa jeαT = 1.2 · 10−5 (◦C)−1.

PomikuT na koncu nosilca izrǎcunamo z izrekom o virtualnih silah

uT =

L∫
0

αT ∆Tx δN̄x dx.
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Diagrama temperaturne spremembe∆Tx in osne sileδN̄x zaradi vodoravne virtualne sileδFx = 1 v
točki T prikazujemo na sliki5.71.

Slika 5.71:Diagrama∆Tx in δN̄x

Sedaj lahko zapišemo enǎcbo za rǎcun vodoravnega pomika

uT = αT
50 + 90

2
L · 1 = 1.2 · 10−5 · 50 + 90

2
· 4 = 0.0034 m = 0.34 cm.

5.1.6 Delo virtualnih napetosti v linearno elastǐcnih vzmeteh

Določimo deloδW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah za ravni linijski nosilec s konstantnim

prěcnim prerezomAx in dolžinoL, ki je v krajiščuA obtězen s siloFAx, v krajiščuB pa s siloFBx! Sili
FAx in FBx sta enako veliki in nasproti usmerjeni (slika5.72). DeloδW ∗

n izrazimo s pomikomauAx in
uBx krajišč nosilca.

Slika 5.72:Nosilec je obtězen v krajǐsčih s silamaFAx in FBx

Da biδW ∗
n izrazili s pomikoma krajǐsč nosilcauAx in uBx postavimo v krajna prereza virtualni siliδFAx

in δFBx, ki sta enaki po velikosti in nasproti usmerjeni (slika5.73).

Slika 5.73:Nosilec je obtězen v krajǐsčuA s siloδFAx, v krajiščuB pa s siloδFBx
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Delo virtualnih napetosti na resničnih deformacijah izrazimo s pomikomauAx in uBx, če za obravnavani
primer v izreku o virtualnih silahδW ∗

z izrazimo s silamaδFAx in δFBx

δW ∗
n = δW ∗

z = δFBx uBx − δFAx uAx.

Ker je osna silaδNx zaradi virtualne obtězbe enaka

δNx = δFAx = δFBx,

sledi
δW ∗

n = δNx (uBx − uAx).

Prikazani element lahko predstavljalinijsko vzmet, ki jo shematǐcno narǐsemo na sliki5.74.

Slika 5.74:Linijska vzmet

Če vpeljemo oznaki
δNx ≡ δNv, ∆uv ≡ uBx − uAx,

dobimo
δW ∗

n = δNv ∆uv.

Pri tem jeδNv notranja sila v vzmeti zaradi virtualne obtežbe,∆uv pa sprememba dolžine vzmeti zaradi
resnǐcne obtězbe.

Določimo deloδW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah za ravni linijski nosilec s konstantnim

prěcnim prerezomAx in dolžinoL, ki je v krajiščuA obtězen s torzijskim momentomMAx, v krajišču
B pa s torzijskim momentomMBx. Torzijska momentaMAx in MBx sta enako velika in nasproti
usmerjena (slika5.75). DeloδW ∗

n izrazimo s torzijskima zasukomaωAx in ωBx krajišč nosilca.

Slika 5.75:Nosilec je obtězen v krajǐsčih s torzijskima momentomaMAx in MBx

Da biδW ∗
n izrazili z zasukoma krajnih prerezov nosilcaωAx in ωBx, postavimo v krajna prereza virtualna

torzijska momentaδMAX in δMBX , ki sta enaka po velikosti in nasproti usmerjena (slika5.76).
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Slika 5.76:Nosilec je obtězen v krajǐsčuA z virtualnim torzijskim momentomδMAx, v krajišču
B pa z virtualnim torzijskim momentomδMBx

Delo δW ∗
n določimo tako, da v izreku o virtualnih silahδW ∗

z izrazimo z momentomaδMAx in δMBx

δW ∗
n = δW ∗

z = δMBx ωBx − δMAx ωAx.

Ker je notranji torzijski momentδMx zaradi virtualne obtězbe enakδMAx oziromaδMBx

δMx = δMAx = δMBx,

sledi
δW ∗

n = δMx (ωBx − ωAx).

Prikazani element lahko predstavljatorzijsko vzmet. Prěcno povezavo dveh linijskih nosilcev s torzijsko
vzmetjo prikazujemo na sliki5.77.

Slika 5.77:Torzijska vzmet: a) v ravnini b) v prostoru

Z oznakama
δMx ≡ δMv, ∆ωv ≡ ωBx − ωAx,

dobimo
δW ∗

n = δMv ∆ωv.

Z δMv oznǎcujemo notranji torzijski moment v vzmeti zaradi virtualne obtežbe,∆ωv pa predstavlja
spremembo zasuka torzijske vzmeti zaradi resnične obtězbe.

V primeru, da je v konstrukcijinv osnih inmv torzijskih vzmeti, je delo virtualnih napetosti na resničnih
deformacijah v vseh vzmeteh enako

δW ∗
n =

nv∑
i=1

δNvi ∆uvi +
mv∑
j=1

δMvj ∆ωvj .

Če so vzmetilinearno elastǐcne, lahko izrazimo notranjo siloNvi oziroma notranji momentMvj vzmeti
s togostnima koeficientomakvi in kϕj (slika5.78)

Nvi = kvi ∆uvi, Mvj = kϕj ∆ωvj ,
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kjer togost vzmeti lahko izrazimo z enačbama

kvi =
EiAxi

Li
, kϕj =

Gj Ixj

Lj
.

Slika 5.78:Linearno elastǐcni vzmeti

V tem primeru je deloδW ∗
n v vseh vzmeteh enako

δW ∗
n =

nv∑
i=1

Nvi

kvi
δNvi +

mv∑
j=1

Mvj

kϕj
δMvj . (5.32)

DeloδW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah za konstrukcijo sestavljeno iz linijskih elemen-

tov in vzmeti dobimo,̌ce sěstejemo enǎcbe (5.11) in (5.32):

δW ∗
n =

∑
el

Li∫
0

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
δNx +

Ny δNy

GAy
+
Nz δNz

GAz
+
Mx δMx

GIx
+

+
(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
δMy +

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
δMz

)
dx+

+
nv∑
i=1

Nvi

kvi
δNvi +

mv∑
j=1

Mvj

kϕj
δMvj .

(5.33)

Če ima virtualna sila oziroma virtualni moment velikost ena, potem količineδW ∗
n , δNx, δNy, δNz, δMx,

δMy, δMz, δNvi in δMvj oznǎcimo s prěcko in dobimo:

uTs

ωTs

}
= δW̄ ∗

n =
∑
el

Li∫
0

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
δN̄x +

Ny δN̄y

GAy
+
Nz δN̄z

GAz
+
Mx δM̄x

GIx
+

+
(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
δM̄y +

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
δM̄z

)
dx+

+
nv∑
i=1

Nvi

kvi
δN̄vi +

mv∑
j=1

Mvj

kϕj
δM̄vj .

(5.34)
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Slika 5.79:Konzola je vpeta s torzijsko linearno elastično vzmetjo

Primer 5.21 Za nosilec na sliki5.79določimo navpǐcni pomikwT točkeT zaradi sileFTz! Vzmet je
linearno elastǐcna. Vpliv prěcne sileNz zanemarimo.
Če prěcno siloNz zanemarimo, izrǎcunamo pomikwT po enǎcbi

wT = δW̄ ∗
n (δFTz = 1.0) =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx+

Mv

kϕ
δM̄v.

Upogibni moment v nosilcu in v vzmeti zaradi resnične obtězbe prikazujemo na sliki5.80

Mv = −FTz L.

Slika 5.80:Upogibni moment zaradi sileFTz

Upogibni moment v nosilcu in v vzmeti zaradi virtualne sileδFTz v točki T prikazujemo na sliki5.81

δM̄v = −L.

Slika 5.81:Upogibni moment zaradi virtualne sileδFTz = 1

Navpǐcni pomik tǒckeT je

wT =
1

E Iy

FTz LL

2
2
3
L+

FTz L

kϕ
L =

FTz L
3

3E Iy
+
FTz L

2

kϕ
.
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Pomik osi nosilca je sestavljen iz pomika zaradi upogiba nosilca in iz pomika zaradi zasuka elastične
podpore. Na sliki5.82 prikazujemo pomik nosilca zaradi zasuka elastične podpore in zaradi upogiba
nosilca. Izpeljani izrazi veljajo le za majhne pomike, zato moramo povdariti, da je merilo pomikov
zaradi preglednosti povečano.

Slika 5.82:Navpǐcni pomik nosilca

Primer 5.22 Določimo navpǐcni pomik tǒckeT . Vzmeti sta linearno elastični (slika5.83).

Slika 5.83:Konstrukcija je sestavljena iz dveh nosilcev in dveh vzmeti

Pomik dolǒcimo z izrekom o virtualnih silah po enačbi (5.34), kjer upǒstevamo, da sta od nič razlǐcna
le prěcna sila in upogibni moment v nosilcu in sila oziroma moment v vzmeteh. Ker vpliv prečne sile
zanemarimo, je:

wT =

2a∫
0

My δM̄y

EIy
dx+

Nv δN̄v

kx
+
Mv δM̄v

kϕ
.

Notranje sile zaradi zunanje obtežbe prikazujemo na sliki5.84.

Slika 5.84:Diagram upogibnega momenta zaradi zunanje obtežbe
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Osna sila in upogibni moment v vzmeteh sta:Nv = −F/2 in Mv = P a/2.

Notranje sile zaradi virtualne obtežbeδFz = 1 prikazujemo na sliki5.85.

Slika 5.85:Diagram upogibnega momenta zaradi virtualne sile

Osna sila in upogibni moment v vzmeteh zaradi virtualne sile sta:δN̄v = −1/2 in δM̄v = a/2.

Navpǐcni pomik tǒckeT je

wT =
1

E Iy

F a

2
a

2
2
3
a

2
2 +

F/2
kx

1
2

+
F a/2
kϕ

a

2

in po preureditvi enǎcbe dobimo

wT = F

(
a3

6E Iy
+

1
4 kx

+
a2

4 kϕ

)
.

Primer 5.23 Določimo število navojevn gosto navite vzmeti na sliki5.86tako, da bo navpični pomik
wT točkeT enak1 cm.

Slika 5.86:Prostolězěci nosilec je v enem krajišču podprt z gosto navito vzmetjo

Spremembo dolžine∆uv gosto navite vzmeti, ki je osno obtežena z natezno ali tlǎcno siloF , izračunamo
po enǎcbi (glej primer 5.29)

∆uv =
4 r̄3 nNv

Gr4
, (5.35)
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kjer je r̄ polmer vzmeti,r polmeržice vzmeti,G strižni modul jekla,Nv pa osna sila v vzmeti.

Dolžina nosilca jeL = 1.0 m, modul elastǐcnosti nosilca jeEn = 20000 kN/cm2, vztrajnostni moment
nosilca jeIn = 54 cm4, obtězba pa jeM = 2 kNm. Polmer vzmetīr = 5.0 cm, polmeržice vzmeti
r = 0.771 cm, strǐzni modul jeklaG je 8000 kN/cm2.

Ker je togost razmerje med silo v vzmeti in spremembo dolžine(kv = Nv/∆uv), sledi iz enǎcbe (5.35),
da je togost enaka

kv =
Gr4

4 r̄3 n
.

Pomik izrǎcunamo po enǎcbi (5.34)

wT =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx+

Nv δN̄v

kv
.

Diagrama notranjih sil zaradi zunanje obtežbe in zaradi obtězbe z virtualno siloδFz = 1 prikazujemo na
sliki 5.87.

Slika 5.87:Upogibni moment zaradi zunanje obtežbeM in zaradiδFz = 1

Osna silaNv v vzmeti zaradi obtězbeM je−M/L, zaradi virtualne obtězbe paδNv = −0.5. PomikwT

je

wT =
1

En In
L
L

4
1
2
M

2
+
M

2L
4 r̄3 n
Gr4

=
M L2

16En In
+

2M r̄3 n

GLr4
.

Število potrebnih navojevn je

n =
(
wT −

M L2

16En In

)
GLr4

2M r̄3
=
(

1− 200 · 1002

16 · 20000 · 54

)
8000 · 100 · 0.7714

2 · 200 · 53
= 5.
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Primer 5.24 Podan je pomikwA podporeA na sliki 5.88. Izračunajmo pomikw1 na mestu delovanja
sileF1!

Slika 5.88:Poleg obtězbe s silama upǒstevamǒse pomik podpore

Konstrukcija je statǐcno dolǒcena. Pomik podpore nima vpliva na notranje sile statično dolǒcene kon-
strukcije, vpliva pa na pomike take konstrukcije. Pomik v določeni tǒcki določimo z izrekom o virtualnih
silah

δW ∗
z = δW ∗

n .

Konstrukcijo v prijemalǐsču sileF1 obtězimo z virtualno siloδFz = 1 (slika5.89).

Slika 5.89:Virtualna obtězbaδFz = 1 ter ustrezne reakcije

Ker ima podpora predpisan pomik v navpični smeri, opravi deloδW ∗
z tudi reakcijaδAz, ki jo izrazimo z

virtualno siloδFz = 1 takole:

δAz a+ δFz
a

2
= 0 → δAz = −δFz

2
= −1

2
.

Delo δW ∗
z zapǐsemo z enǎcbo

δW ∗
z = δAz wA + δFz w1 = −1

2
wA + w1,

deloδW ∗
n pa zapǐsemo v tem primeru takole:

δW ∗
n =

∑
el

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx+

2∑
i=1

Nvi

kvi
δN̄vi.
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