
4.2 Izrek o virtualnih silah 385

Ker je virtualna obtězba poljubna, je zadnja enačba izpolnjena le,̌ce velja (glej primer4.4)

0 < x < L :
du

dx
=

Nx

E Ax
,

x = 0 : u(0) = u0 = 0,
x = L : u(L) = uL.

Dobili smo kinematǐcni pogoj vzdoľz osi nosilca zapisan z notranjo siloNx in kinematǐcna pogoja za
krajna prereza nosilca.

Primer 4.8 Nosilec je obtězen z vodoravno siloF (slika4.18). Zveza med napetostmi in deformacijami
je nelinearnaσxx = E

√
εxx (E je konstanta). Dolǒcimo pomik delca prix = L v odvisnosti od sileF !

Slika 4.18:Prostolězěci nosilec je obtězen s tǒckovno siloF pri x = L

Virtualno obtězbo izberemo tako, da jeδFL 6= 0 in da je v ravnotězju (slika4.19).

Slika 4.19:Virtualna obtězba je razlǐcna od nǐc le v krajnih prerezih

Upǒstevamo, da je dopolnilno virtualno delo sileδF0 enako nǐc, saj je pomik tam enak nič. Izrek o
virtualnih silah zapǐsemo za obravnavani primer takole:

δFL uL =
∫
V

δσxx εxx dV.

Upǒstevamo, da jeNx = F in σxx = Nx/Ax = F/Ax in dobimo

εxx =
σ2

xx

E2
=

F 2

A2
xE

2
.

Ker morajo virtualne sile in napetosti zadoščati ravnotěznim pogojem, jeδNx = δFL, napetostδσxx pa
δσxx = δFL/Ax. Izrek o virtualnih silah je

δFL uL =

L∫
0

[∫
Ax

δσxx εxx dAx

]
dx =

L∫
0

[∫
Ax

δFL

Ax

F 2

A2
xE

2
dAx

]
dx =

F 2 L

A2
xE

2
δFL
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oziroma

δFL

(
uL −

F 2 L

A2
xE

2

)
= 0. (4.99)

Ker je virtualna silaδFL poljubna, je enǎcba (4.99) izpolnjena le,̌ce je

uL =
F 2 L

A2
xE

2
.

Iz prikazanega primera sledi, da z izrekom o virtualnih silah določamo pomike na mestu delovanja vir-
tualne sileδFL.



5 Uporaba izreka o virtualnih silah

V poglavju 4smo izpeljali izreka o virtualnih pomikih in virtualnih silah. Oba sta zelo pomembna, saj
lahko z njuno uporabo vpeljemo učinkovite metode za analizo deformiranja konstrukcij. V tem poglavju
prikazujemo uporabo izreka o virtualnih silah.

Na zǎcetku izpeljemo delo virtualnih napetosti na dejanskih deformacijah za upogib z osno silo, strig
in torzijo. Te enǎcbe zdrǔzimo v enǎcbo za delo virtualnih napetosti v linijskem elementu pri poljubni
obtězbi. V naslednjem razdelku pokažemo, kako lahko rǎcunamo pomike v posameznih točkah statǐcno
določene konstrukcije. V tem razdelku je prikazanih dvajset računskih primerov z različnimi lini-
jskimi konstrukcijami in obtězbami. V naslednjih treh razdelkih obravnavamo linearno elastične vzmeti,
vpliv strižnih napetosti zaradi prečnih sil na pomike linijskega nosilca in določanje pomikov ukrivljenih
statǐcno dolǒcenih linijskih konstrukcij. V drugem delu tega poglavja določamo notranje sile in pomike
statǐcno nedolǒcenih linijskih konstrukcij z metodo sil.

5.1 Pomiki in zasuki posameznih tǒck statično dolǒcenih linijskih kon-
strukcij

5.1.1 Delo virtualnih napetosti za upogib z osno silo in temperaturno obtězbo

Izpeljimo izraz za delo virtualnih napetosti na resničnih deformacijah za ravni linijski nosilec s konstant-
nim prěcnim prerezomAx in dolžinoL! Predpostavimo, da je koordinatno izhodišče v tězišču prěcnega
prereza in da osiy in z sovpadata z glavnima vztrajnostnima osema prečnega prereza. Pri določanju
vpliva spremembe temperature∆T upǒstevajmo, da se sprememba temperature∆T po prěcnem prerezu
Ax nosilca linearno spreminja

∆T (x, y, z) = ∆Tx(x) + ∆Ty(x) y + ∆Tz(x) z. (5.1)

Delo izrazimo z notranjimi silami v nosilcu.

Pri izpeljavi izraza za deloδW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah upǒstevamo enake pred-

postavke, kot pri izpeljavi osnovnih enačb za ravni linijski nosilec (glej poglavje 1). Upoštevamo, da je
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v nosilcu enoosno deformacijsko in napetostno stanje:

εxx 6= 0, εyy = εzz = εxy = εyz = εzx = 0, (5.2)

σxx 6= 0, σyy = σzz = σxy = σyz = σzx = 0. (5.3)

Če v izrazu za vzdolžno deformacijoεxx

εxx =
1 + ν

E
σxx −

ν

E
(σxx + σyy + σzz) + αT ∆T

upǒstevamo (5.1) in (5.3), dobimo izraz za vzdolžno deformacijo

εxx =
σxx

E
+ αT (∆Tx + ∆Ty y + ∆Tz z). (5.4)

Z αT oznǎcujemo linearni temperaturni razteznostni koeficient. Merimo ga v (1/K) oziroma (1/◦C).
Z upǒstevanjem nǎstetih predpostavk (enačbe (5.2), (5.3) in (5.4)) v izrazu za delo virtualnih napetosti
(enǎcba (4.56)), zapišemo delo virtualnih napetosti v linijskem nosilcu za upogib z osno silo in temper-
aturno obtězbo takole:

δW ∗
n =

∫
V

εxx δσxx dV =
∫
V

(σxx

E
+ αT ∆T

)
δσxx dV. (5.5)

Normalno napetostσxx zaradi resnǐcne obtězbe izrazimo z notranjimi silamiNx,My,Mz

σxx =
Nx

Ax
+
My

Iy
z − Mz

Iz
y, (5.6)

normalno napetostδσxx zaradi virtualne obtězbe pa zδNx, δMy in δMz

δσxx =
δNx

Ax
+
δMy

Iy
z − δMz

Iz
y. (5.7)

V enǎcbi (5.5) upǒstevamo izraze (5.4), (5.6) in (5.7) in dobimo delo virtualnih sil na resničnih pomikih
izraženo z notranjimi silami

δW ∗
n =

∫
V

(
1
E

(
Nx

Ax
+
My

Iy
z − Mz

Iz
y

)
+ αT (∆Tx + ∆Ty y + ∆Tz z)

)
(
δNx

Ax
+
δMy

Iy
z − δMz

Iz
y

)
dV =

=

L∫
0

{∫
Ax

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
+
(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
z −

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
y

)
(
δNx

Ax
+
δMy

Iy
z − δMz

Iz
y

)
dAx

}
dx.
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V enǎcbah (5.6) in (5.7) smo upǒstevali, da sta osiy in z glavni vztrajnostni osi v težišču prěcnega
prerezaAx. Zato so statǐcna momentaSy =

∫
Ax

z dAx in Sz =
∫
Ax

y dAx ter deviacijski vztrajnostni

momentIyz = −
∫
Ax

y z dAx enaki nǐc. Če pri integriranju po prěcnem prerezu to upoštevamo, dobi
izraz za delo virtualnih napetosti na resničnih deformacijah naslednjo obliko:

δW ∗
n(Nx,My,Mz,∆T ) =

L∫
0

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
δNx +

(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
δMy +

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
δMz

)
dx.

(5.8)
Ker smo upǒstevali zvezo med napetostmi in deformacijami (enačba (5.4)), ter napetosti izrazili z no-
tranjimi silami (enǎcbi (5.6) in (5.7)), je δW ∗

n zapisano z notranjimi silami.

5.1.2 Delo virtualnih napetosti zaradi strǐznih sil

Določimo delo virtualnih napetosti na resničnih deformacijah zaradi prečnih sil Ny in Nz! Pri tem
upǒstevajmo, da vpliva na strižno napetostσxy le prěcna silaNy, na napetostσxz pa le prěcna silaNz

(glej enǎcbi (1.136) in (1.137))

σxy(Ny) = −Ny S
∗
z (y∗)

h∗(y∗) Iz
, σxz(Nz) = −

Nz S
∗
y(z∗)

b∗(z∗) Iy
.

Delo δW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah zaradi prečnih silNy in Nz je

δW ∗
n(Ny, Nz) =

∫
V

(2 εxy δσxy + 2 εxz δσxz) dV.

Če upǒstevamo Hookov zakon

2 εxy =
σxy

G
, 2 εxz =

σxz

G
,

dobimo

δW ∗
n(Ny, Nz) =

∫
V

(
σxy δσxy

G
+
σxz δσxz

G

)
dV.

Napetosti zaradi prěcnih sil δNy in δNz računamo po enakih enačbah, kot napetosti, ki jih povzroči
resnǐcna obtězba, saj morajo virtualne sile in napetosti zadoščati ravnotěznim pogojem

δσxy(δNy) = −δNy S
∗
z (y∗)

h∗(y∗) Iz
, δσxz(δNz) = −

δNz S
∗
y(z∗)

b∗(z∗) Iy
.
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Tako dobimo

δW ∗
n(Ny, Nz) =

L∫
0

(∫
Ax

1
G

(
Ny S

∗
z (y∗)

h∗(y∗) Iz
δNy S

∗
z (y∗)

h∗(y∗) Iz
+
Nz S

∗
y(z∗)

b∗(z∗) Iy

δNz S
∗
y(z∗)

b∗(z∗) Iy

)
dAx

)
dx =

=

L∫
0

(
Ny δNy

GAx

Ax

I2
z

∫
Ax

[S∗z (y∗)]2

[h∗(y∗)]2
dAx +

Nz δNz

GAx

Ax

I2
y

∫
Ax

[S∗y(z∗)]2

[b∗(z∗)]2
dAx

)
dx.

Če sκy in κz oznǎcimostri žna oblikovna koeficientaprěcnega prereza

κy =
Ax

I2
z

∫
Ax

[S∗z (y∗)]2

[h∗(y∗)]2
dAx, κz =

Ax

I2
y

∫
Ax

[S∗y(z∗)]2

[b∗(z∗)]2
dAx

in zAy in Az stri žna prereza

Ay =
Ax

κy
, Az =

Ax

κz
,

dobimo

δW ∗
n(Ny, Nz) =

L∫
0

(
κy Ny δNy

GAx
+
κz Nz δNz

GAx

)
dx =

L∫
0

(
Ny δNy

GAy
+
Nz δNz

GAz

)
dx. (5.9)

Večja sta strǐzna oblikovna koeficientaκy in κz, věcji je vpliv prečnih sil na pomike.

Nekaj vrednosti za strižne oblikovne vrednosti:†

– prěcni prerez pravokotne oblike:κy = κz = 1.2,
– prěcni prerez okrogle oblike:κy = κz = 10/9,
– tankostenski prerez v oblikǐcrkeI: κz ≈ Ax/As. Ax je plǒsčina prěcnega prereza,As pa plǒsčina

stojine prereza (slika5.1).

Slika 5.1:Z As oznǎcimo plǒsčino stojine prereza

† M. Stanek, Trdnost – Izvlěcki iz teorije in rěsene naloge, FAGG, Univerza Edvarda Kardelja, Ljubljana, 1989.
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5.1.3 Delo virtualnih napetosti zaradi torzijskega momenta

Določimo deloδW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah pri enakomerni torziji

δW ∗
n(Mx) =

∫
V

(2 εxy δσxy + 2 εxz δσxz) dV !

Z upǒstevanjem Hookovega zakona

2 εxy =
σxy

G
, 2 εxz =

σxz

G

dobimo

δW ∗
n(Mx) =

∫
V

1
G

(σxy δσxy + σxz δσxz) dV.

Z G oznǎcimo strǐzni modul materiala. Pri enakomerni torziji lahko izrazimo napetostiσxy in σxz z
napetostno funkcijoϕ(y, z) (razdelek 2.3)

σxy(y, z) =
Mx

Ix

∂ϕ(y, z)
∂z

, σxz(y, z) = −Mx

Ix

∂ϕ(y, z)
∂y

.

Ix je torzijski vztrajnostni moment prečnega prereza. Napetosti zaradi virtualne obtežbe dolǒcimo po
enǎcbah

δσxy(y, z) =
δMx

Ix

∂ϕ(y, z)
∂z

, δσxz(y, z) = −δMx

Ix

∂ϕ(y, z)
∂y

.

Zato je

δW ∗
n(Mx) =

∫
V

1
G

(
Mx δMx

I2
x

(
∂ϕ

∂z

)2

+
Mx δMx

I2
x

(
∂ϕ

∂y

)2
)
dV

oziroma

δW ∗
n(Mx) =

L∫
0

Mx δMx

GI2
x

{∫
Ax

((
∂ϕ

∂y

)2

+
(
∂ϕ

∂z

)2
)
dAx

}
dx.

Integral po prěcnem prerezuAx, ki nastopa v zavitem oklepaju, začasno oznǎcimo zI

I =
∫
Ax

((
∂ϕ

∂y

)2

+
(
∂ϕ

∂z

)2
)
dAx =

∫
Ax

(
∂

∂y

(
∂ϕ

∂y
ϕ

)
+

∂

∂z

(
∂ϕ

∂z
ϕ

)
− ϕ

(
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2

))
dAx.

Če upǒstevamo Greenov integralni izrek – enačba (2.58) (Cx je sklenjena krivulja)∮
Cz

(Py dy + Pz dz) =
∫
Ax

(
∂Pz

∂y
− ∂Py

∂z

)
dAx
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in kompatibilnostno enǎcbo enakomerne torzije za integracijsko področjeAx

∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 = 0,

dobimo

I = 2
∫
Ax

ϕdAx +
∮
Cz

(
ϕ

(
∂ϕ

∂y
dz − ∂ϕ

∂z
dy

))
.

Za prěcni prerez zN odprtinami je mejnǎcrtaCx (slika5.2).

Cx = Cz ∪ C−n1 ∪ . . . ∪ C−nN .

Slika 5.2:MejnačrtaCx prěcnega prerezaAx z dvema odprtinama

SC−ni oznǎcimo mejnočrto okrog odprtineAni v negativni (sourni) smeri. Tako dobimo

I = 2
∫
Ax

ϕdAx +
∮
Cz

(
ϕz

(
∂ϕ

∂y
dz − ∂ϕ

∂z
dy

))
+

N∑
i=1

∮
C−

ni

ϕni

(
∂ϕ

∂y

dz

dζ
− ∂ϕ

∂z

dy

dζ

)
dζ.

Če upǒstevamo, da jeϕz = 0 in enǎcbe (2.72), (2.73) in (2.77) v poglavju enakomerna torzija nosilca,
sledi, da veljajo za mejněcrte prěcnega prerezaCz in Cni (dη = 0), naslednji izrazi

dy = eζy dζ =
∂y

∂ζ
dζ = −∂z

∂η
dζ → dy

dζ
= −∂z

∂η
,

dz = eζz dζ =
∂z

∂ζ
dζ =

∂y

∂η
dζ → dz

dζ
=
∂y

∂η
.

(5.10)

Sledi

I = 2
∫
Ax

ϕdAx +
N∑

i=1

ϕni

∮
C−

ni

(
∂ϕ

∂y

∂y

∂η
+
∂ϕ

∂z

∂z

∂η

)
dζ = 2

∫
Ax

ϕdAx +
N∑

i=1

ϕni

∮
C−

ni

∂ϕ

∂η
dζ.
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Kompatibilnostni pogoji za mejněcrteCni so (enǎcba (2.81))

Cni :
∮

Cni

∂ϕ

∂η
dζ = −2Ani →

∮
C−

ni

∂ϕ

∂η
dζ = 2Ani, (i = 1, . . . , N).

Tako smo pokazali, da je integralI enak torzijskemu vztrajnostnemu momentuIx

I = 2
∫
Ax

ϕdAx + 2
N∑

i=1

ϕniAni ≡ Ix,

delo virtualnih napetosti na resničnih deformacijah pri enakomerni torziji pa

δW ∗
n(Mx) =

L∫
0

Mx δMx

GIx
dx.

5.1.4 Delo virtualnih napetosti v linijskem elementu

DeloδW ∗
n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah za linijski element dobimo,če sěstejemo enǎcbe

(5.8), (5.9) in (5.1.3)

δW ∗
n =

L∫
0

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
δNx +

Ny δNy

GAy
+
Nz δNz

GAz
+
Mx δMx

GIx
+

+
(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
δMy +

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
δMz

)
dx.

(5.11)

Če je konstrukcija sestavljena iz večih linijskih elementov, izrǎcunamoδW ∗
n tako, da sěstejemo delo

virtualnih napetosti na resničnih deformacijah za vse linijske elemente

δW ∗
n =

∑
el

Li∫
0

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
δNx +

Ny δNy

GAy
+
Nz δNz

GAz
+
Mx δMx

GIx
+

+
(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
δMy +

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
δMz

)
dx.

(5.12)

Oznaka
∑

el pomeni, da moramo integrirati po vseh elementih konstrukcije. Enačba (5.12) predstavlja
osnovno enǎcbo za rǎcun pomikov konstrukcij, sestavljenih iz linijskih elementov.
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5.1.5 Dolǒcitev pomika in zasuka v tǒcki na osi ravnega linijskega nosilca

Določiti želimo pomikuTs = ~uT · ~es točkeT v smeri enotskega vektorja~es ter zasukωTs = ~ωT · ~es
točkeT okrog osi, ki je podana z enotskim vektorjem~es (slika5.3).

Slika 5.3:uTs in ωTs sta projekciji pomika~uT in zasuka~ωT na premicos v smeri vektorja~es

Za dolǒcitev pomikauTs postavimo v tǒckoT virtualno tǒckovno siloδ ~FTs = δFTs ~es. Silo postavimo v
smeri iskanega pomika, to je v smeri enotskega vektorja~es. Ker mora biti virtualna obtězba v ravnotězju,
dobimo tudi pripadajǒci reakciji δ ~A in δ ~B (slika5.4).

Slika 5.4:Virtualna obtězba mora izpolnjevati ravnotežne pogoje

Nato uporabimo izrek virtualnih silah
δW ∗

z = δW ∗
n . (5.13)

Ker je pomik~uA = ~0, pomik~uB podporeB pa pravokoten na smer reakcijeδ ~B, sta skalarna produkta
δ ~A · ~uA in δ ~B · ~uB enaka nǐc. Delo virtualne obtězbe na resničnih pomikih je zato

δW ∗
z = δ ~FTs · ~uT = δFTs (~es · ~uT ) = δFTs uTs. (5.14)

Ker je velikostδFTs virtualne sileδ ~FTs poljubna, lahko vzamemo, da je|δ ~FTs| = δFTs = 1.0. Če
upǒstevamǒse enǎcbo (5.13), sledi

uTs = δW ∗
n (δFTs = 1.0). (5.15)

PomikuTs dobimo s skalarnim mnǒzenjem vektorjev~es in ~uT

uTs = 1.0 |~uT | cos(~es, ~uT ). (5.16)
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Zato pomeni morebitna negativna vrednost pomikauTs, da se tǒckaT pomakne v nasprotni smeri, kot
je smer vektorja~es oziroma v nasprotni smeri, kot je smer sileδ ~FTs.

Enǎcbo za rǎcun zasukaωTs okrog osi, ki je podana z enotskim vektorjem~es dobimo, če tǒcko T
obtězimo z virtualnim tǒckovnim momentomδ ~MTs = δMTs ~es (slika5.5).

Slika 5.5:Virtualni momentδ ~MTs postavimo v tǒckoT v smeri enotskega vektorja~es

Zapǐsemo delo virtualne obtežbe na resničnih pomikih ter upǒstevamo izrek o virtualnih silah (5.13)

δW ∗
z = δ ~MTs · ~ωT = δMTs (~es · ~ωT ) = δMTs ωTs. (5.17)

Ker je velikostδMTs poljubna, vzamemoδMTs = 1.0 in dobimo

ωTs = δW ∗
n (δMTs = 1.0). (5.18)

Morebitna negativna vrednostωTs pomeni, da ima resnični zasukωTs smer, ki je nasprotna od smeri
virtualnega momentaδ ~MTs.

V nadaljevanju delo virtualne obtežbe na resničnih pomikih in notranje sile zaradi virtualne sile velikosti
ena oznǎcimo s prěcko. To pomeni, da pomik in zasuk neke točke na osi nosilca rǎcunamo po enǎcbah

uTs = δW̄ ∗
n , ωTs = δW̄ ∗

n , (5.19)

deloδW̄ ∗
n pa zapǐsemo takole:

δW̄ ∗
n =

∑
el

Li∫
0

((
Nx

E Ax
+ αT ∆Tx

)
δN̄x +

Ny δN̄y

GAy
+
Nz δN̄z

GAz
+
Mx δM̄x

GIx
+

+
(
My

E Iy
+ αT ∆Tz

)
δM̄y +

(
Mz

E Iz
− αT ∆Ty

)
δM̄z

)
dx,

(5.20)

kjer soNx, Ny, Nz, Mx, My in Mz notranje sile zaradi dejanske obtežbe,δN̄x, δN̄y, δN̄z, δM̄x, δM̄y

in δM̄z pa notranje sile zaradi virtualne sile oziroma momenta velikosti ena.

Pri izpeljavi izrazaδW ∗
n (enǎcba (5.11)) smo z zǎcetnimi predpostavkami o deformacijah in privzeto
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zvezo med napetostjo in deformacijo zanemarili vpliv strižne napetostiσyy in σzz (enǎcba (5.3)). To
pomeni, da bomo pri dolǒcanju kinematǐcnih pogojev oziroma pomikov z izrekom o virtualnih silah
zanemarili vpliv teh napetosti na pomike.

Pomik oziroma zasuk izbrane tǒcke na osi linijskega nosilca izrǎcunamo tako, da dolǒcimo delo
δW ∗

n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah, ki ustreza obtězbi z virtualno silo δFTs = 1
oziroma z virtualnim momentom δMTs = 1, na mestu in v smeri iskanega pomika oziroma zasuka.

Primer 5.1 Določimo navpǐcni pomikwB in zasukωBy točkeB na osi statǐcno dolǒcenega linijskega
previsnega nosilca (slika5.6)! Pri ra čunu zanemarimo vpliv prečne sileNz.

Slika 5.6:Konzolni nosilec obtězen s siloFBz

Delo δW̄ ∗
n je podano z enǎcbo (5.20). Ker vpliva prěcne sileNz ne upǒstevamo in so vse druge notranje

sile razen upogibnega momentaMy enake nǐc, jeδW̄ ∗
n enako

δW̄ ∗
n =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx.

računati moramo upogibni momentMy zaradi resnǐcne obtězbe in upogibni momentδM̄y zaradi virtu-
alne obtězbe. Upogibni momentMy zaradi sileFBz je (slika5.7)

My = −FBz (L− x).

Slika 5.7:Potek upogibnega momentaMy

Potrebujemǒse upogibni momentδM̄y zaradi virtualne sile. Za računwB navpǐcnega pomika tǒckeB,
postavimo v to tǒcko virtualno siloδFBz = 1 v smeri iskanega pomika (slika5.8).
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Slika 5.8:Virtualna silaδFBZ in potek upogibnega momentaδM̄y

Za tako obtězbo je upogibni momentδM̄y enak

δM̄y = −(L− x).

PomikwB izračunamo po prvi izmed enačb (5.19):

wB = δW̄ ∗
n (δFBz = 1) =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx =

L∫
0

FBz (L− x)2

E Iy
dx =

FBz L
3

3E Iy
.

Pozitivni predznak pomeni, da ima pomikwB isto smer, kot izbrana virtualna silaδFBz.

ZasukωBy točkeB okrogy osi dobimo,če zapǐsemo izrek o virtualnih silah za primer obtežbe z virtu-
alnim momentomδMBy, ki deluje v tǒcki B in ima smer iskanega zasuka (slika5.9).

Slika 5.9:Virtualni momentδMBy in potek upogibnega momentaδM̄y

Pri taki obtězbi je od nǐc razlǐcen le upogibni momentδM̄y in je enak 1 po celi dolžini nosilca

δM̄y = 1.

ZasukωBy točkeB izračunamo po drugi izmed enačb (5.19):

ωBy = δW̄ ∗
n (δMBy = 1) =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx =

L∫
0

−FBz (L− x) · 1
E Iy

dx = −FBz L
2

2E Iy
.

Negativni predznak pomeni, da ima zasukωBy točkeB nasprotno smer, kot je smer izbranega virtualnega
momentaδMBy.

Primer 5.2 Za prikazano palǐcje z uporabo izreka o virtualnih silah določimo navpǐcni pomik tǒckeC
ter vodoravni pomik tǒckeB (slika5.10)! Zunanja obtězba je sestavljena iz petih enakih silF = 150 kN.
Prečni prerez in material je za vse palice enak:Ax = 39.6 cm2 in E = 21000 kN/cm2. Razdaljaa je
enaka 2 m.
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Slika 5.10:Palǐcje, obtězeno z navpǐcnimi silami

Ker je v palici edina od nǐc razlǐcna notranja kolǐcina osna sila, ki je vzdolž palice konstantna, se izraz
za rǎcun pomika v izbranem vozlišču zelo poenostavi

w =
n∑

i=1

Li∫
0

Ni δN̄i

EiAxi
dx =

n∑
i=1

Ni δN̄i

EiAxi

Li∫
0

dx =
n∑

i=1

Ni δN̄i Li

EiAxi
,

kjer zn oznǎcimo število palic v palǐcju, zEi elastǐcni modul, zAxi ploščino prěcnega prereza, zLi pa
dolžino palicei. Z Ni in δN̄i oznǎcimo osno silo v palicii zaradi zunanje obtežbe in zaradi virtualne
sile. Če imajo vse palice enak prerez in so iz enakega materiala, sledi

w =
1

EAx

n∑
i=1

Ni δNi Li.

Velikosti notranjih sil zaradi zunanje obtežbe in zaradi virtualnih obtězbeδFCz = 1.0 in δFBx = 1.0
prikazujemo v preglednici5.1. Tudi vsoto

∑
iNi δN̄i Li izračunamo v preglednici5.1.
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Tabela 5.1: Notranje sile v palicah ter vsota produktovNi δNi Li

Palica Li Ni δN̄i(δFCz = 1) Ni δN̄i Li δN̄i(δFBx = 1) Ni δN̄i Li

1 a 0.0F 0.0 0.00F a 1.0 0.0F a
2 a 1.5F 0.5 0.75F a 1.0 1.5F a
3 a 1.5F 0.5 0.75F a 1.0 1.5F a
4 a 0.0F 0.0 0.00F a 1.0 0.0F a
5 a −1.5F −0.5 0.75F a 0.0 0.0F a
6 a −2.0F −1.0 2.00F a 0.0 0.0F a
7 a −2.0F −1.0 2.00F a 0.0 0.0F a
8 a −1.5F −0.5 0.75F a 0.0 0.0F a
9 a −2.0F −0.5 1.00F a 0.0 0.0F a
10 a −1.5F −0.5 0.75F a 0.0 0.0F a
11 a −1.0F 0.0 0.00F a 0.0 0.0F a
12 a −1.5F −0.5 0.75F a 0.0 0.0F a
13 a −2.0F −0.5 1.00F a 0.0 0.0F a
14 a

√
2 1.5

√
2F 0.5

√
2 1.5

√
2F a 0.0 0.0F a

15 a
√

2 0.5
√

2F 0.5
√

2 0.5
√

2F a 0.0 0.0F a
16 a

√
2 0.5

√
2F 0.5

√
2 0.5

√
2F a 0.0 0.0F a

17 a
√

2 1.5
√

2F 0.5
√

2 1.5
√

2F a 0.0 0.0F a∑
16.16F a 3.0F a

Navpǐcni pomik tǒckeC je (glej preglednico5.1):

wC =
1

E Ax

∑
i

Ni δN̄i Li =
16.16 · 150 · 200

21000 · 39.6
= 0.58 cm,

vodoravni pomik tǒckeB pa

uB =
1

EAx

∑
i

Ni δN̄i Li =
3.0 · 150 · 200
21000 · 39.6

= 0.11 cm.



400 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.3 Za prostorsko palǐcje na sliki 5.11 določimo navpǐcni pomik prijemalǐsča sile
Fz = −8 kN! PlǒsčinaAx prečnega prereza palic je2 cm2, modul elastǐcnostiE pa200000 kN/cm2.

Slika 5.11:Palǐcje je sestavljeno iz treh palic

Notranje sile v palicah izrǎcunamo iz ravnotěznih pogojev za sile v vozlišču prijemalǐsča sileFz (slika
5.12).

Slika 5.12:Na vozlǐsče 4 delujejo tri neznane in ena znana sila

Silo ~N , ki učinkuje vzdoľz premice, podane s točkamaTI(xI , yI , zI) in TII(xII , yII , zII) in ima smer
odTI proti TII , zapǐsemo z enǎcbo:

~N =
N

d
[ (xII − xI)~ex + (yII − yI)~ey + (zII − zI)~ez].
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Z N je oznǎcena velikost sile~N , z d pa razdalja med tǒckamaTI in TII . Oznǎcimo zd1 razdaljo od
točke 1 do tǒcke 4, zd2 razdaljo od tǒcke 2 do 4 in zd3 razdaljo od tǒcke 3 do 4 (slika5.11). Razdalje
d1 dod3 so:

d1 =
√

32 + 42 = 5 m, d2 =
√

32 + 42 + 42 =
√

41 m, d3 =
√

42 + 42 = 4
√

2 m.

Notranje sile v konstrukciji zaradi sileFz izračunamo iz ravnotěznih pogojev za izrezano vozlišče 4
(slika5.12). Sile ~N1, ~N2 in ~N3 zapǐsemo z enǎcbami:

~N1 =
N1

5
(−4~ex,−3~ey),

~N2 =
N2√
41

(−4~ex,−3~ey, 4~ez),

~N3 =
N3

4
√

2
(−4~ex + 4~ez) =

N3√
2

(−1~ex + 1~ez).

Ravnotězni pogoji so: ∑
x = 0 : −N1

4
5
−N2

4√
41
−N3

1√
2

= 0,∑
y = 0 : −N1

3
5
−N2

3√
41

= 0,∑
z = 0 : N2

4√
41

+N3
1√
2
− 8 = 0.

Rěsitev ravnotěznih enǎcb je:

N1 = −10 kN, N2 = 2
√

41 = 12.81 kN, N3 = 0 kN.

Notranje sile zaradiδFz = −1 v vozlišču 4 izrǎcunamo na enak način in dobimo:

δN̄1 = −1.25 kN, δN̄2 = 0.25
√

41 = 12.81 kN, δN̄3 = 0 kN.

Navpǐcni pomiku4z točke 4 je:

u4z =
1

E Ax

3∑
i=1

Ni δNi Li =
10 · 1.25 · 500 + 2

√
41 · 0.25

√
41 · 100

√
41

200000 · 2
= 0.048 cm.

Primer 5.4 Izpeljimo izraz za integral produkta funkcijf(x) in g(x) na intervalu odxA doxB. Pri tem
upǒstevajmo, da je funkcijaf(x) linearna. Integrali produktov takih funkcij nastopajo v izrazu(5.11)
oziroma(5.20) za deloδW ∗

n virtualnih napetosti na resničnih deformacijah. Notranje sileδN̄x, δN̄y,
δN̄z, δM̄x, δM̄y in δM̄z zaradi tǒckovne virtualne sile so odsekoma linearne, notranje sileNx,Ny,Nz,
Mx,My in Mz zaradi zunanje obtězbe pa so poljubne funkcije odvisne odx (slika5.13).
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Slika 5.13:Funkcijaf(x) je linearna, funkcijag(x) je poljubna

Linearno funkcijof(x) lahko zapǐsemo v obliki

f(x) = mx+ n,

kjer stam in n konstanti. Iskani integral označimo zI

I =

xB∫
xA

f(x) g(x) dx =

xB∫
xA

(mx+ n) g(x) dx = m

xB∫
xA

x g(x) dx+ n

xB∫
xA

g(x) dx. (5.21)

Prvi integral v enǎcbi (5.21) predstavlja statični momentSg lika, ki ga dolǒca funkcijag(x) in x os na
intervalu odxA doxB glede na os, ki poteka skozi točkox = 0 in je pravokotna na osx, drugi integral
pa je plǒsčinaAg istega lika

I = mSg + nAg. (5.22)

Statǐcni momentSg lika je produkt abcise těziščaxTg lika in ploščineAg
†

Sg = xTg Ag. (5.23)

Enǎcbo (5.23) vstavimo v (5.22) in dobimo

I = Ag (mxTg + n). (5.24)

IzrazmxTg + n predstavlja vrednost linearne funkcijef pri x = xTg, to jef(xTg). Dobili smo enǎcbo

I = Ag f(xTg), (5.25)

ki pove, da je vrednost integrala produkta linearne funkcijef(x) in poljubne funkcijeg(x) na intervalu
od xA do xB enaka produktu plǒsčineAg lika g(x) na intervalu odxA do xB in vrednosti funkcije
f(xTg) na mestu tězišča lika, ki ga dolǒca funkcijag(x) (slika5.14).

† M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo, 1996
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Slika 5.14:Integral
∫ B

A
f(x) g(x) dx je enak produktu plǒsčineAg in vrednosti linearne funkcije

f(xTg)

Sedaj si oglejmǒse primer, ko sta obe funkcijif(x) in g(x) linearni (slika5.15).

Slika 5.15:Če sta obe funkciji linearni,
a) dolǒcimo plǒsčino pod funkcijog(x) , ali
b) plǒsčino pod funkcijof(x) – primer b)

V tem primeru lahko sami izberemo, za katero funkcijo bomo izračunali plǒsčino in tězišče

I = Ag f(xTg) = Af g(xTf ). (5.26)

Če linearni funkcijif(x) in g(x) izrazimo z robnimi vrednostmi, sledi

I =

xB∫
xA

f(x) g(x) dx =

xB∫
xA

(
fA +

fB − fA

L
x

)(
gA +

gB − gA

L
x

)
dx.

Po integriranju in upǒstevanju, da jeL = xB − xA, dobimo

I =
L

6
[fA (2 gA + gB) + fB (2 gB + gA)]. (5.27)



404 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Funkcijo g(x) lahko zapǐsemo kot vsoto konstantne in linearne funkcijeg(x) = g1(x) + g2(x) (slika
5.16). IntegralI je v tem primeru enak

I =

xB∫
xA

f(x) g(x) dx =

xB∫
xA

f(x) g1(x) dx+

xB∫
xA

f(x) g2(x) dx = A1 f1 +A2 f2. (5.28)

Pri tem smo zA1, f1,A2 in f2 oznǎcili naslednje izraze:

A1 = gA L, f1 = fA +
fB − fA

2
, A2 =

gB − gA

2
L, f2 = fA +

2 (fB − fA)
3

,

katerih pomen prikazujemo na sliki5.16.

Slika 5.16:Obmǒcje, ki ga dolǒca funkcijag(x), razdelimo na pravokotnik in trikotnik

Če funkcijog(x) zapǐsemo kot vsoto dveh linearnih funkcijg(x) = g3(x)+g4(x) (slika5.17), izrǎcunamo
integral takole:

I =

xB∫
xA

f(x) g3(x) dx+

xB∫
xA

f(x) g4(x) dx = A3 f3 +A4 f4. (5.29)

Slika 5.17:Obmǒcje, ki ga dolǒca funkcijag(x), razdelimo na dva trikotnika
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Z A3, f3,A4 in f4 oznǎcujemo naslednje izraze:

A3 =
gA L

2
, f3 = fA +

fB − fA

3
, A4 =

gB L

2
, f4 = fA +

2 (fB − fA)
3

,

katerih pomen prikazujemo na sliki5.17.

V vseh prikazanih primerih (enačbe (5.27), (5.28), (5.29)) je vrednost integralaI enaka, kar lahko bralec
sam preveri.

Primer 5.5 Določimo zasukωAy točkeA in pomikwC točkeC na prostolězěcem nosilcu (slika5.18)!
Vpliv prěcne sileNz zanemarimo.

Slika 5.18:Prostolězěci nosilec je obtězen s konstantno linijsko obtežbo

Diagram upogibnih momentov zaradi konstantne linijske obtežbePz je prikazan na sliki5.19.

Slika 5.19:Diagram upogibnega momenta zaradiPz

Za rǎcun zasukaωAy obtězimo tǒckoA z virtualnim momentomδMAy = 1 (slika5.20).

Slika 5.20:Virtualni momentδMAy postavimo v tisto tǒcko, za katero dolǒcamo zasuk

Pripadajǒci diagram upogibnih momentov prikazujemo na sliki5.21.
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Slika 5.21:Diagram upogibnih momentov zaradiδMAy = 1

Zasuk tǒckeA izračunamo po enǎcbah (5.19) in (5.20):

ωAy =

L∫
0

My δMy

E Iy
dx =

1
E Iy

Pz L
2

8
2
3
L︸ ︷︷ ︸

ploščina
parabole

·
(
−1

2

)
︸ ︷︷ ︸

vrednost linearne funkcije
pod težǐsčem parabole

= − Pz L
3

24E Iy
.

Za rǎcun pomikauCz obtězimo tǒckoC z virtualno siloδFCz = 1 (slika5.22).

Slika 5.22:Virtualno siloδFCz postavimo v tisto tǒcko, za katero pomik dolǒcamo

Pripadajǒci diagram upogibnih momentov prikazujemo na sliki5.23.

Slika 5.23:Diagram upogibnih momentov zaradiδFCz = 1

Ker funkcijaδM̄y pri x = L/2 spremeni naklon, moramo integral, s katerim izračunamo pomikuCz

uCz =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx

izračunati posebej na odseku od0 doL/2 in posebej na odseku odL/2 doL. Zaradi simetrije diagramov
[My] in [δMy] je dovolj, če dolǒcimo vrednost integrala na odseku0 doL/2 in rezultat pomnǒzimo z
dva. Tězišexp in ploščinaAp polovice kvadratne parabole (slika5.24) sta dolǒceni z enǎcbama (glej
preglednico 1.1)

xp =
3 a
8
, Ap =

2 a b
3
.
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Slika 5.24:Težišče polovice kvadratne parabole

Velikost δM̄y(xTg) virtualnega momenta pri (glej slika5.24)

xTg =
5 a
8

=
5L
8 · 2

=
5L
16

izračunamo iz podobnosti trikotnikov na sliki5.25:

δM̄y(xTg)
xTg

=
L/4
L/2

→ δM̄y(xTg) =
5L
32
.

Slika 5.25:Velikost virtualnega momentaδM̄y pri razdaljixTg

PomikuCz na sredini nosilca je

uCz =
2

E Iy

Pz L
2

8
2
3
L

2︸ ︷︷ ︸
ploščina
parabole

· 5L
32︸︷︷︸

vrednost linearne funkcije
pod težǐsčem parabole

=
5

384
Pz L

4

E Iy
.

Na sliki 5.26prikazujemo deformirano lego konstrukcije.

Slika 5.26:Deformirana lega konstrukcije
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Primer 5.6 Določimo navpǐcni pomik tǒckeD za nosilec na sliki5.27. Vpliv prěcne sileNz zanema-
rimo.

Slika 5.27:Prostolězěci nosilec s previsoma

Diagram upogibnih momentov[My] od zunanje obtězbeFCz in Pz je prikazan na sliki5.28.

Slika 5.28:Diagram upogibnih momentov zaradi zunanje obtežbe

Za rǎcun pomikawD postavimo v tǒckoD virtualno siloδFDz = 1 (slika5.29).

Slika 5.29:Virtualna obtězba za rǎcun navpǐcnega pomika tǒckeD

Pripadajǒci diagram upogibnih momentov[δM̄y] prikazujemo na sliki5.30.

Slika 5.30:Diagram upogibnih momentov zaradi virtualne sile

Iz prikazanih diagramov lahko ugotovimo, da bi bilo določanje plǒsčine in tězišča diagrama[My] zapleteno.
Rěsevanje naloge se poenostavi,če upǒstevamoprincip superpozicije, ki velja za majhne pomike in za
linearno elastǐcni material. Princip superpozicije omogoča, da lahko pomik neke točke konstrukcije
zaradi vpliva skupine sil izrǎcunamo kot vsoto pomikov te točke zaradi vpliva vsake posamezne sile. V
obravnavanem primeru zapišemo princip superpozicije takole

wD = wD(FCz) + wD(Pz).
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Določiti moramo torej diagrame notranjih sil za vsako obtežbo posebej. Diagram upogibnega momenta
My zaradi sileFCz je prikazan za sliki5.31.

Slika 5.31:Diagram upogibnega momenta zaradi sileFCz

DiagramMy zaradi zvezne linijske obtežbePz je prikazan na sliki5.32.

Slika 5.32:Diagram upogibnega momenta zaradi linijske obtežbePz

Z upǒstevanjem teh diagramov pomikawD(FCz) in wD(Pz) enostavno izrǎcunamo

wD(FCz) =
1

E Iy

FCz a b

2︸ ︷︷ ︸
ploščina
My(F )

· c

3︸︷︷︸
vrednost δM̄y

v težǐsču My(F )

, wD(Pz) = − 1
E Iy

Pz b
2

8
2
3
b︸ ︷︷ ︸

ploščina

My(Pz)

· c

2︸︷︷︸
vrednost δM̄y

v težǐsču My(Pz)

.

Pomik tǒckeD dobimo,če upǒstevamo zakon superpozicije

wD = wD(FCz) + wD(Pz) =
b c

24E Iy
(4FCz a−Pz b

2).

V primeru, da ne znamo določiti ploščine in tězišča diagrama[My] tudi ob upǒstevanju principa super-
pozicije, integriramo produkt funkcijMy in δM̄y analitǐcno. Deformirano lego konstrukcije prikazujemo
na sliki 5.33.

Slika 5.33:Deformirana lega konstrukcije zaradi sileFCz, obtězbePz in skupne obtězbe



410 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.7 Leva polovica prostolězěcega nosilca je obtězena z enakomerno linijsko obtežboPz. Dolo-
čimo navpǐcni pomikwC točkeC (slika 5.34)! Vpliv prečnih sil na pomike zanemarino,E Iy = konst.

Slika 5.34:Konstantna linijska obtězba deluje le na levo polovico nosilca

Diagrama upogibnih momentov zaradiPz in zaradiδFz = 1 podajamo na sliki5.35).

Slika 5.35:DiagramaMy in δMy

Vzdolž leve polovice nosilca integriramo produkt funkcij

My =
3 Pz L

8
− Pz x

2

2

in
δM̄y =

x

2
,

za desno stran pa lahko uporabimo enačbo (5.24)

wT =
1

E Iy

L/2∫
0

(
3 Pz L

8
− Pz x

2

2

)
x

2
dx+

1
E Iy

Pz L
2

16
L

2
1
2

2
3
L

4
=

5 Pz L
4

768E Iy
. (5.30)
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Kljub temu, da izgleda, kot da naloge ne moremo rešiti z uporabo enǎcbe (5.24), lahko diagram na sliki
5.35a razdelimo na linearni in kvadratni del kot kaže slika5.35b in z upǒstevanjem principa superpozicije
problem hitro rěsimo

wT =
1

E Iy

[
Pz L

2

16
L

2
· 1
2

(
2
3
L

4

)
· 2 +

Pz L
2

32
L

2
· 2
3
· 1
2
L

4

]
=

5 Pz L
4

768E Iy
,

kar je enak rezultat, kot smo ga dobili z integriranjem produktaMy in δM̄y (enǎcba (5.30)). Vrednost
Pz L

2/32, ki pripada kvadratnemu delu diagrama izračunamo tako, kot da imamo prostoležěci nosilec
dolžineL/2, obtězen z enakomerno obtežbo preko celotne dolžine

Pz (L/2)2

8
=

Pz L
2

32
.

Pokǎzimo zakaj lahko del nosilca, ki je obtežen z enakomerno obtežbo, obravnavamo kot prostoležěci
nosilec. Konstrukcijo na sliki5.34spremenimo tako, da v točkoC vstavimočlenek za zasuke (upogibni
členek) in ga tako podpremo, da preprečuje navpǐcni pomik (slika5.36).

Slika 5.36:Spremenjena, vendar enakovredna konstrukcija

Ker smo v tǒcki C vpeljali členek, smo morali na spremenjeno konstrukcijo dodati momentno obtežbo
MC . Ker konstrukcija na sliki5.36v točki C ni podprta, je reakcijaCz = 0. Druge reakcije in moment
MC izračunamo iz ravnotěznih pogojev:

Ax = 0, Az = −3 Pz L

8
, Bz = −Pz L

8
, MC = −Pz L

2

16
.

Diagrami momentov so taki, kot na sliki5.35, pri čemer momentni diagram na levi strani nosilca
določimo kot vsoto momentov zaradi obtežbeMC in momenta zaradi enakomerne obtežbePz (slika
5.37).
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Slika 5.37:Določitev momenta s superpozicijo vpliva obtežbPz in MC

Primer 5.8 Določimo navpǐcni pomik tǒckeC (slika5.38)! Nalogo rěsujmo z izrekom o virtualnih silah.
Upǒstevajmo, da jeE Iy konstanta, vpliv prěcnih sil pa zanemarimo.

Slika 5.38:Na nosilec deluje linijska obtežba trikotne oblike

Pomik dolǒcimo po enǎcbi

w =

L∫
0

My δM̄y

E Iy
dx.

ReakcijaAz je

Az = −q0 L
2

1
2

= −q0 L
4
.

Vrednost linijske obtězbeqx(x) pri poljubnemx določimo s slike5.39:

qx
L/2− x

=
q0
L/2

→ qx =
2 q0
L

(
L

2
− x

)
.
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Slika 5.39:Trapezno obtězbo na doľzini x razdelimo na dva trikotnika

Upogibni moment na intervalu0 ≤ x ≤ L/2 zaradi zunanje obtežbe je

My =
q0 L

4
x− q0 x

2
2
3
x− 2 q0

L

(
L

2
− x

)
x

2
x

3
=
q0 L

4
x− q0 x

2

2
+
q0 x

3

3L
.

Za rǎcun navpǐcnega pomika v tǒcki C, na to mesto postavimo virtualno siloδFz = 1 (slika5.40).

Slika 5.40:Virtualno siloδFz = 1.0 postavimo v tǒcko, katere pomiǩzelimo dolǒciti

Upogibni moment za levo polovico nosilca zaradi virtualne sileδFz = 1 je

δM̄y =
1
2
x.

FunkcijaMy(x) je kubǐcna parabola. Plǒsčine lika pod kubǐcno parabolo in lege težišča ne poznamo,
zato bomo pomikwC določili z integriranjem produktaMy δM̄y. Ker sta funkcijiMy in δM̄y simetrǐcni,
integriramo le do polovice nosilca, rezultat pa množimo z dva

wC = 2
1

E Iy

L/2∫
0

(
q0 Lx

4
− q0 x

2

2
+
q0 x

3

3L

)
x

2
dx =

=
1

E Iy

(
q0 L

4
x3

3
− q0

2
x4

4
+

q0
3L

x5

5

) ∣∣∣∣L/2

0

=
3 q0 L4

640E Iy
.

Primer 5.9 Na stojalu za perilo sǔsite perilo s tězoG = 100 N (slika 5.41). Těza je enakomerno po-
razdeljena po dolžini vodoravnega nosilca. Prečni prerez palic ima obliko krǒznega kolobarja z zunanjim
premeromφz = 1.5 cm in notranjim premeromφn = 1.3 cm. Elastǐcni modul jeE = 2 · 107 N/cm2.
Vez v tǒckiC je taka, da dovoljuje medsebojna zasuka nosilcevAE in BD, preprěcuje pa njihove med-
sebojne pomike. Izračunajmo navpǐcni pomik v tǒckiE! Širina in vǐsina stojala sta enakiL = H = 1 m.
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Slika 5.41:Stojalo za perilo

Enakomerna obtězbaq na zgornji nosilec je

q =
G

L
=

100
100

= 1 N/cm.

Ploščino in vztrajnostni moment prečnega prereza izračunamo po enǎcbah

Ax =
φ2

z − φ2
n

4
π = 0.4398 cm2, Iy =

φ4
z − φ4

n

64
π = 0.1083 cm4.

Diagrama notranjih sil zaradi zunanje obtežbe prikazujemo na sliki5.42.

Slika 5.42:Osna sila in upogibni moment zaradi zunanje obtežbe

Za dolǒcitev navpǐcnega pomika v tǒcki E v to točko postavimo navpično silo δFz = 1. Diagrama
notranjih sil zaradi te sile prikazujemo na sliki5.43.
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