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Matriko [ T'] izrazimo s koton med osjoX in osjox po en&bah (slika3.36)

Nijy = iX COSﬁ + Niy sinﬂ,
Niy = —N;x sin 8 4+ N;y cos 3, (3.114)
mi, = M;z.

Slika 3.36:Kot 3 merimo med 0sjoX in osjox v pozitivhi smeri zasuka

Enabe @.114 zapsimo v matréni obliki

N cos@ sinf 0| |NV; N;
Niy | = |—sinf cosB 0| [Ny | =[T] | Niv (3.115)
Matrika [ T'] je ortogonalna, zato velja
[T =1] - [T =[T)" (3.116)
Iz (3.113 izraCunama[V;] in [V}]
[N = [TV [ni], [N;] = [T]"[ng]. (3.117)

Enabi (3.113 in (3.117 sta zapisani za vo&ine sile. Na enak ién zapsemo enébe za vozEtne

pomike
[wi] = [T][Ui},  [u;] = [T][U]] (3.118)

oziroma
U] = [TV [w)], [Uj) = [T [uy). (3.119)

Enabo 3.11]) lahko zapsemo v obliki dveh maténih en&b

[Kii ] [wi] + [Kij | [u;] = [na],
(3.120)
[Kji | [w] + [Kj5] [uj] = [ng]-
T
cosf3 —sinf3 0 cos3 sinf 0 1 0 0
[T}T[T}—[sinﬁ cosf 0 |:sinﬁ cos (3 O]—[O 1 0]—[[}
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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UpaStevamo enébe 3.113 in (3.118 in dobimo

[kii || T VU] + [Kig ][ T][U;] = [T ][IVi],

[ T + [k TN = (TN, (3121
Enathi (3.129) mnazimo z leve § '] in dobimo
T [P0 - ) o
Ce ozn&imo
[Ki] = [T [kal[T],  [K] = [T k[T, (3.123)
(K] = [T k[ T], (Kl = [T ki )[T], (3.124)
sledi
) 1 %) = -
Matriki [ K;; ] in [ K;; ] sta simetiéni, za matriki[ /(;; ] in [ K;; ] pa veljd
[Kij] = [Kji]". (3.126)

Z en&bama 8.129 je zveza 8.11] zapisana glede na globalni koordinatni siste@e v prvi en&bi
(3.123 upastevamo 8.112) in (3.115, zapBemo| K;; ] takole:

F EA 12FE1 EA 12FE1 6F1 ]
Txc0s26+ 3 % sin? 8 < L‘T 3 Z)sinfB cosf — LQZsinB
EA 12FE1 EA 12FE1 6F1
[Kii] = < Lx_ 3 Z)sinﬂcosﬂ Lxsin2ﬁ+ i % cos? 8 LQZCOSﬂ
—6Elzsinﬁ 6EIZCOS,@ 4F1,
L L? L? L .

V primeru, ko je linijski elementlenkasto povezan v zatnem vozBcu, dobimo matrike k;; |, [ kij ],

P (K= [T kg T —  [Ky )T =[T1 ks ]7(T]
Kel’je[kij}T:[kj”,S'Edi[Ki]’]T:[Kﬂ}.
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[kﬂ] in [kjj] iz en&be 6105

327

[EA;/L 0 0
[ Kii ] 0 3E[Z/L3 0],
|0 0 0
[—E A,/L 0 0
[Kij ] 0 -3EI,/L? 3EI/L?|,
.0 0 0
AL 0 0 (3.127)
[Kji] 0 -3EIL/L? 0],
|0 3ELJL* 0
[EA;/L 0 0
[Kjj] 0 3EI,/L? -3EI/L?|,
0 -3EI,/L> 3EI,/L

Ce je linijski elementlenkasto povezan v kénem vozltu, zapsemo matrike k;; |, [ki;], [k;i] In

[kj;] iz en&be 3.107)

E A, /L
0
0
—E A,/L
0
0
—E A,/L
0
0
E A, /L
0
0

0 0
3EI/L® 3EI,/L?
3EI,/L? 3EIL/L

0 0
—-3EL/L* 0,
—-3EIL/L* 0

0
-3E1,/L?

0

I

. (3.128)

—3FE1,/L?
0

I

0 0
3EL/L? 0f,
0 0

Ce pa je linijski elementlenkasto povezan v obeh vadih, zapsemo matrike k;; |, [ki; ], [kj:] In

[kj;] iz en&be B.110
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328 3 Metoda pomikov

- (3.129)

[EA, /L 0 0
[kjjl=| 0 00
. 0 00
Pri izpeljavi ravnoténih en&b (3.75 so bile up&tevane kinematne enaébe in zveze med napetostmi
in deformacijami, ne pa tudi ravndtee enae. Zato moramo zapisdte ravnoténe enabe. Izrazimo jih

z reakcijami in s pomiki voz& okvirja.

3.2.5 Ravnot&ni pogoji

Ravnot&ne pogoje za unsko analizo ravninskega okvirja 8pno na primeru okvirja iz dveh elemen-
tov (slika3.37).

Slika 3.37:Okvir dolotajo tri vozli&ta in dva elemena

Izpeljavo ravnotiih pogojev za réun reakcij ter pomikov in zasukov vogii okvirja zapsimo v stirih
toCkah:

1) Obtezbo, ki deluje po elementu (izven vaa), nadomestimo s sté&tio enakovrednimi silami in
momenti[a;] in [a;] v vozlisCih elementa (slik&.38. Stattno enakovredne sile;] in [a;] so po
velikosti enake reakcijarfr;] in [r;], imajo pa nasprotne smeri

Tiz T
[ai] = —[ri]= | ry |+ o] =—[rs]=—| rjy |- (3.130)
Meyiz Mypjz

Al [H] [«
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N

Slika 3.38:a) Obteba in reakcijdr;] in [r;] v vozli&ih i in j,
b) StatEno enakovredne sile;] in [a;] v vozliih ¢ in j

Tako dobimo okvir, na katerega delujejo le sile in momenti v \&#i (slika 3.39. Za r&un
reakcij ter pomikov in zasukov voa obravnavamo konstrukcijo na sli®i39in ne konstrukcije

s slike3.37.

Slika 3.39:a) Na okvir delujejo le sile in momenti v voglih

2) Konstrukcijo na sliki3.39razr&emo na elemente in vogtia. Vpliv podpor nadomestimo z reak-
cijami v smereh osi globalnega koordinatnega sistema. V prerezisteyaomo notranje silg;]
in [n;], ki jih imenujemo voztne sile (azdelek 3.2.2 Njihove smeri predpostavimo tako, da na
vozIlisCi elementa delujejo v pozitivnih smereh osi lokalnega koordinatnega sistema3<lia
Vidimo, da na posamezne elemente delujejo le goak sile.

3) V razdelku 3.2.30kazemo, da so vozAkEne sile, ki na element delujejo, v ravnpie (ena&bi
(3.96 in (3.97). To pomeni, da lahko zagmo ravnotene enaébe le za vozBCa. 1z teh enéb
izracunamo reakcije ter pomike in zasuke vézl{razdelek 3.2.6 Ko pomike in zasuke voAt
poznamo, lahko po eghah 8.84), (3.92 in (3.93 izraCunamo vozitne sile za posamezne ele-
mente Tako izréunane vozBCne sile ustrezajo primeru na sli&i39
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330 3 Metoda pomikov

Slika 3.40:0kvir razr&emo na vozEta in elemente

4) Izratunati moramdae notranje sile v elementih, ki ustrezajo primeru na §ili7.\Vozlis&ne sile
[n;] in [n;] ustrezajo primeru, ko obt®o po elementu nadomestimo s sildm] in [a;] v vozlistih.
Pri raCunu notranjih sil v elementu moramo @evati, da deluje obiba po elementu in ne v
vozlistih. To naredimo tako, da na element, na katerega delujejasinelsile[n;] in [n;], dodamo
Se obtébo po elementu ter pripaddje reakcijdr;] in [r;] (slika3.41). V tem primeru izrgunamo
vozli&ne sile po engbah (glej 8.111 in (3.119)

(il = [ka ] [T] U + [Rig ] [T][Uf] + [ra],

3] = [k3i | [T] U] + [ky ] [T] (U] + [r)- (3.131)

Notranje sile v poljubnem prerezu elementa&naamo iz ravnotnih end&b za del tako obteenega
elementa.
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Slika 3.41:Na element delujejo vo&tne sile[n;], [n;], reakcije[r;], [r;] in obtezba po elementu

Ravnotezne en&be za vozlice

Ravnoténe endbe za vozBCe ravninskega okvirja raztamo na primeru, ko so v voZ&tu sStevilko
v =j(e1) =i(e2) = j(e3) togo povezani trije elementi, e in e3 (slika3.42).

7(e2)

Slika 3.42:V vozli&uwv so trije elementi med seboj togo povezani

Zunanjo obtgbo na vozice zapemo v stolpno matriko[ £,

F’UX
[Fy] = | Foy | - (3.132)
M’UZ

Najprej obtébo po elementih nadomestimo z enakovrednimi silami (akcijami) v S@llposameznih
elementov[af.e)] in [a§e)]. Velikosti teh sil so enake reakcijam, smeri pa so nasprotne od smeri reakc
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Nekaj primerov izraunanih reakcij je prikazanih v prvem poglavju v preglednici 1.5 (strani 52-63). T
sile predstavljajo obtéo vozlBta zaradi obtebe na elementuCe te sile izrazimo glede na globalni
koordinatni sistem (ertdi (3.117), jih v zatetnem vozBCu elementa ozn&imo z [Fi(e)], v kontnem

vozlistu pa z[F;e)] (slika3.43.

) =177 0], [F)=[T]"[a\).
KL[EW]

*Y

|

| (7))

|

|

=

e X

(3.133)

5

—

(e2 )]

Slika 3.43:0btezbo po elementih nadomestimo z enakovrednimi sildffi’] in [Fj(e)] v vozlistih

Stevilo elementov v obravnavanem véliv, ki imajo v tem vozlstu z&etek elementa, 0zEmo zn.,
Stevilo elementov, ki imajo v voAtu v konec elementa, parg,. V primeru na sliki3.42je n. enak ena,
ny pa dva. Sedaj obravnavano v@k izreemo in updtevamo, da delujejo v prerezih vagne sile

(e)

n{
K
prereze vozBCa oziroma na piae prereze elementov enako velike in nasproti

Jin [ng.e)]. Te sile izrazimo glede na globalni koordinatni sistem indtpeamo da delujejo na finee

usmerjenestoelsile

(slika 3.44). Vozli&ne sile na element predpostavimo v pozitivhih smereh globalnega koordinatne

sistema. Na pi@i prerez elementa jih za®@mo takole:

IN =TT ), [N = [T] [n{]
il [«

(3.134)
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Slika 3.44:Vozlistne sile, ki delujejo na voAte, imajo enako velikost in nasprotno smer kot sile,
ki delujejo na element (Zaradi preglednosti v v&ali ni narisanih S|LF(€) in F(e)
zaradi obtébe po elementih)

Vozli&e miruje,Ce so izpolnjeni ravnoimi pogoji za vse sile, ki na vo&ie delujejo. Ravnole pogoje
za obravnavano vo&ie glede na smeri globalnega koordinatnega sistemaezapitakole:

Nk

+ i[ Z Z NG = 3TN = {0} (3.135)

e=1 e=1

Matrika [#)] pomeni

Pri pisanju enéb smo upétevali, da imajo vozine sile na préne prereze voAta negativhe smeri
glede na osi globalnega koordinatnega sistema. ¥ sile v 8.139 izrazimo s pomiki vozBC po
ena&bah @3.125

o+ Z [F) + Z PO = SR 0 + (K ) -
e=1 (3.136)
- Z KU + (50 = (0]

J

Ce uporabimo oznaki#,] za

[Fy] = [Fo] + i[FF)} + i[F}e)], (3.137)
e=1 e=1
lahko psemo
SR + LS ) + S W+ (K ) = (71| a9
e=1 e=1
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334 3 Metoda pomikov

Enaba @.138 predstavljaavnotezne pogoje za vozBce okvirja. Ena&ba je zapisana s pomiki voii
glede na globalni koordinatni sistem. V éhanastopajo pomiki voZt elementov, ki so v voAtu v
med seboj povezani.

Enabo 3.138 zapBemo za primer na slild.42takole:

[K(€2) ][U-(eQ)] + [Ki(jeg) HU}GQ)] + [K(-el) ][Uﬁel)] + [K(€1) ][U(GI)] + [K(?S) ][U‘(e3)]+

i % 7t A 77 J 7t i

+ K0S = (R
Uporabimo oznakd K, |

(Kool = (K514 (K5 + (K5 (3.139)

ter upsstevamo, da je

(K = (K], (K9 = (K], (K= K9,

V) Jt

in dobimo

[ Koo U] + [KSONUS ) + [ K2 0] + [ KS2[US) = [F). (3.140)

v 7 v 7

Iz ena&be @.140 sledi pravilo za pisanje ravndtaih en&b vozl&awv. Vidimo, da nastopajo od éira-
zlicne matrike na mestustevilko obravhavanega vodtia ter na mestih Stevilkami vozIsc, ki dolaCajo
preostala vozta elementov, ki so povezani v obravnavanem @oali

3.2.6 Sestavljanje togostne matrike konstrukcije

Za dolcitev pomikov, reakcij in notranjih sil ravninskega okvirja Zsgino ravnotene enébe (3.138
oziroma @.140 za vsa vozECa. V matrEni obliki jih zapisemo takole:

[K][U] = [F], (3.141)

kier je s[ K ] ozn&enatogostna matrika konstrukcije. Za primer na sliki3.32zap8emo ravnotene
endbe za vsa voZta takole:

(K1) [Kig] [0] [0] [0]] [Ui] [£1]
[Kon] [Kap] [0] [Koa] [Kap]| |[U2] [£2]
(0] [0] [Kss] [Ksa [0]| |[Us]]| = |[F3] (3.142)
[ 0] [Kag] [Kus] [Ksa] [Kas]| |[Ud] [£4]
[0 ] [Ks2] [0] [Ksa [Kssl| L[Us] [£5]
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Oznaka () | predstavlja podmatriko velikossi x 3 z vsemicleni enakimi né

0
[@]{ 0].
0

Stolpec{U;} dolota en&ba (.72, stolpec{ F;} pa en&ba ¢.137. Podmatrike v enbi (3.142 imajo
naslednji pomen

o O O
o O O

K1) = (K1),

K] = (K] + K]+ KD,

[K33] = [K), (3.143)
Kaa] = (K] + K]+ (KLY,

[Ks5) = (K] + (K1),

Kio) = (K], [Koa] = (K] = [K12)7,

Koa] = (K], [Kag) = [K)) = [Ka4)T,

Kos) = K0V, [Ks2] = (K9] = (K", (3.144)
Ksa] = [K7), [Kug) = [K2) = [Ks4)7,

Kas) = K2, [Ksal = K] = [Kas)".

UpoStevanje robnih pogojev

Matrika [ K] sistema enéb (3.14] je zaradi 8.129 simetrtna. En&b pa ne moremo &ii, ker je
matrika[ K | singularna. Ena&beniso neodvisne Sistem ené&b lahko r&imo, Ce up&tevamorobne
pogoje. To pomeni, da moramo prejfiid, da se konstrukcija premika kot nepodprt sistem togih teles
Enaba @.142 predstavlja ravnotne enébe za nepodprt okvir, ki se pod vplivom sil poSpao pre-
mika. Zato ne moremo engho izra&unati pomikov v ravnoteni legi konstrukcije.

Podpore upstevamo tako, da v ravnaeih en@&bah za podprto voAte reakcije zagiemo kot neznane
vozlistne sile ter upstevamo, da so pomiki znani. Nato ravriote enébe za vsa vozta razdelimo na
dve skupini tako, da najprej iz prve skupine maamo pomike voZAt, nato pa iz druge skupine dia
Se reakcije. To prikeemo v primeru 3.9.

UposStevanjeclenkasto povezanih elementov

Pri dolatanju togostnih matrik K; ; | moramo upé8tevati, da je element &enkasto povezan na ostale
elemente. Zato v efhah @.123 upcstevamo izraze3(129. Ce notranje clenkasto povezavo elementa
v vozlis€u updtevamo z uporabo kondenzirane togostne matrike, zasuk&daelementa glenkom iz
ravnotenih en&b ne dobimo.
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Notranje sile v elementih

Iz znanih vozl&nih pomikov[U;] in [U;] nato izr&unamo vozECne pomike[w;] in [u;] glede na
lokalne koordinatne sisteme (dia (3.118, ter nato vozECne sile[n;] in [n;] po en&bah ¢.111).
Ko izratunamo vozkcne sile, dobimo notranje sile v posameznih elementih iz razndigogojev za
del elementa. Pri tem uptevamo razen vo&enih sil [n;] in [n;] e reakcijgr;] in [r;] ter obt&bo po
elementu (sliké.45.

Slika 3.45:Ratunski model za féun notranijih silV,,, N, in M,

3.2.7 R&unski primer

Primer 3.10 DoloCimo reakcije ter diagrame notranijih sil za konstrukcijo na sblkda Modul elastEnosti
materiala E = 3.5 - 105kN/m?. Konstrukcija je obtéena z zvezno oliieo ¢ = 3kN/m, dvema
tockovnima silamd’ = 3.5kN in F5 = 2kN ter tockovnim momento/ = 2 kNm.

AY
| 5
\ \y x Pre¢ni prerez Prec¢ni prerez
\ \\V/Cg) 2 elementov 1,23 elementov 4,5
‘l]m/'\ 5 Ay i® em
“ | /A ~0.2m-
. @ Lz’ |
HHHHqHHHH
L
-~ M
SC* —( 7N 3m
4”7J©2m T TA
] l 1.5m @
-
I

N
=

Slika 3.46:Geometrija in obtba
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Togostno matriko konstrukcijeK | za obravnavani primer snite zapisali (engba 3.142)

3.2 Ravninski okvir
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v ena&bah 3.147 pa 3.129
T

K1) = [T 1D )T,
K] = [TW ) [k )T,
[Ko5) = [TO [k TO)], (3.149)
K] = [T )T [6D )T,
[Ky5) = [TOT KD TO)].

S
<.

Zara&un matrik 3.148 in (3.149 potrebujemo transformacijske matrik& | ter togostne matrikgk;; |,
[kij]in[k;;] za vse elemente. Za element 1 je Kot 7/2 in dobimo (enéba 3.119)

cosf  sing 0 0 1 0
[T]=|-sinf cosp 0| =|-1 0 0f, (3.150)
0 0 1 0 01

Ceprav ima element 1 v vo#tiu i Elenkasto podporo, pri éanu togostnih matrik ugtevamo, da je
obojestransko vpet.!!pojasni Togostne matrike v lokalnem koordinatnem sistemu za element 1 so po
z en&bami 3.127)

[EA,/L 0 0 70000 0 0
[kfj)] 0 12EI,/L? 6EI,/L? { 0  311.111 466.667],
0 6E1,/L> 4AFEIL/L 0  466.667 933.333
[—-E A,/L 0 0 —70000 0 0
[kg)]: 0 —12E1,/L? 6EIZ/L2] = { 0 —311.111 466.667], (3.151)
|0 —-6EI,/)L* 2EI,/L 0 —466.667 466.667
[EA,/L 0 0 70000 0 0
KP1=| 0 12BEL/L* —6EL/L’ { 0 311111 466.667].
0 —-6EI,/L* 4AFIL/L 0  —466.667 933.333

Za element 2 je kob = 7/2 in je matrika[ T'| enaka kot za element 1 (gle§.(50). Togostne matrike
elementa 2 v lokalnem koordinatnem sistemu so enake kot za element B3(4E)). Za element 3 je
kot 3 = m/2 in je matrika[ T'] enaka kot za element 1 in 2 (glg.(50). Togostne matrike v lokalnem
koordinatnem sistemu za element 3 so podane zlemai 3.128.

[EA,/L 0 0 105000 0 0
kP =| o0 12EL/L® 6EL/L*|=| 0 1050 1050
0 6EL/L? AELJL 0 1050 1400
[—EA,/L 0 0 ~105000 0 0
e 0 _12EI/I? G6EIL/L?| = 0 —1050 1050|,  (3.152)
0 —6EI/L? 2EL/L 0  —1050 700
[EA,/L 0 0 105000 0 0
KP]=| 0 12BL/I® —6EL/L*|=| 0 1050 —1050] .
| 0  —6EIL/L*> 4ELJ/L 0  —1050 1400
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Za element 4 je ko# = 0 in dobimo (enéba 3.115)
cosf  sinfg 0 1 00
[T]= |—sinf cos@ 0|l =10 1 0], (3.153)
0 0 1 0 0 1
Togostne matrike v lokalnem koordinatnem sistemu za element 4 so podanghaeng.112
[EA./L 0 0 39375 0 0
kP]=] 0 12EL/I? 6EL/L*| =| 0 55371 110.742],
| 0 6EIZ/L2 4F1,/L 0 110.742 295.312
[—F A, /L 0 0 —39375 0 0
(k] = 0 ~12ELJL® 6ELJI*| =] 0 —55.371  110.742|, (3.154)
0 —6EI./L> 2EI/L 0 —110.742 147.656
[EA./L 0 0 39375 0 0
KP]=| 0 12BEL/I® —6EL/L*|=| 0 55371 —110.742
0 —6EIZ/L2 AF1,/L 0 —110.742  295.312
Za element 5 je kot = 26.56505° in dobimo (enéba ¢.115)
cosf  sing 0 0.894427 0.447214 0
[T]= |—sinf cosfp 0| = [—0.447214 0.894427 O0f ,. (3.155)
0 0 1 0 0 1
Togostne matrike v lokalnem koordinatnem sistemu za element 5 so podanghaené.129
[EA./L 0 0 35218.1 0 O
E21=1 o o ol=| 0o o0 o,
.| 0 00 0 00
[-EA,/L 0 0 —35218.1 0 O
R 0 0 0| = 0 0 o0f, (3.156)
0 00 0 00
) [EA./L 0 0 35218.1 0 O
(k)] = 0 0 0| = 0 0 0f.
| 0 00 0 00
] [« <« »)>
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Matrike (3.150 in (3.156 upastevamo v 8.148 in (3.149 in dobimo

(K] =
[K22] =
_|_

[K33] =

[K4,4]

[K5,5]

)

(311111 0 —466.667]
0 70000 0 ,
|—466.667 0 933.333 |
[311.111 0 —466.667] [39375 0 0
0 70000 0 +] 0 55371 110.742| +
|—466.667 0 933.333 | 0  110.742 295.312
28174.5 14087.2 0 67860.6 14087.2 466.667
14087.2 7043.6 0| = |14087.2 77099 110.742| ,
0 0 0 466.667 110.742 1228.65
(311111 0 —466.667
0 70000 0 ,
—466.667 0  933.333
- (3.157)
311.111 0 466.667 39375 0 0
0 70000 0 |+ 0 55.371  —110.742| +
466.667 0 933.333 0 —110.742 295.312
1050 0  —1050 40736.1 0 —583.333
0 105000 0 | = 0 175055 —110.742] ,
~1050 0 1400 ~583.333 —110.742 2628.65
(1050 0 1050 28174.5 14087.2 0
0 105000 O | + |14087.2 7043.61 0| =
1050 0 1400 0 0 0
[29224.5 14087.2 1050
14087.2 112044 0
| 1050 0 1400
[—311.111 0 —466.667
0 —70000 0 :
| 466.667 0 466.667
(39375 0 0
0 —55.371  110.742] ,
0  —110.742 147.656
- (3.158)
—28174.5 —14087.2 0
—14087.2 —7043.61 0],
0 0 0
[—311.111 0 —466.667
0 —70000 0 :
| 466.667 0 466.667
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—1050 0 —1050
[Kis)=| 0  —105000 0
1050 0 700

Sedaj dol@imo Se desno stran v etlai (3.145. Dolotiti moramo obtébo na posamezna voaia glede
na globalni koordinatni sistem

[F] =

0 T

[F1]
| [
[F5]] . (3.159)
[F4]
(5]
Najprej dol&imo reakcije in akcije posameznih elementov zaradi zunanjebbtglede na lokalni ko-
ordinatni sistem.

Element 1

Za element 1 uporabimo rezultate iz preglednice 1.5 za obojestransko vpeti nosilgenabtloF;
(slika3.47)

F,12 F12.2
Ryy=——"+(3-2+1), Mp = —
©Tn 7
22 221
Ryy = ——5-(3-1+2), Mpy = ——5—
©Tn I
Mlﬂ B My~ Rey PN By
2 2 2
<2 <2
IBm 3m
2m 2m
LA ! Iy | Yk
) y 1/ Ry 1/ Ay

Slika 3.47:a) Reakcije zaradi obtbe na nosilec  b) Akcije nosilca na vadi

Dobimo
2.12 2.12.2
Ry, = 3 (3-2+41) = —0.5185 kN, Mp; = —— = —0.4444 kNm
o o2 0. 021 (3.160)
Roy = BT (3-1+2) = —1.4815kN, Mpy = P 0.8889 kNm.
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342
Reakcije glede na lokalni koordinatni sistem v v&&ilh 1 in 2 zapsimo v stolpec
0 0
r) = |—05185], Y] = |-1.4815] . (3.161)
—0.4444 0.8889

Obtezba v vozlgtu 1 glede na globalni koordinatni sistem je (glej&@ma(3.133)

le(FQ) = —0.5185 kN, Mlz(Fg) = 0.4444 kNm.

Obtezba v vozlétu 2 glede na globalni koordinatni sistem je

ng(Fg) = —1.4815 kN, MQZ(FQ) = —0.8889 kNm.

Element 2
Za element 2 uporabimo rezultate iz preglednice 1.5 za trikratetatiedol@eni obojestransko vpeti

nosilec, obtéen z momentomi/ = —2 kNm (slika3.48

6M15-1.5 M1.5
ng:T’ Mps = 2 (2L —3-1.5),
6M15-1.5 M1.5
R4y:_T’ MR4:7(3-1.5—L).
a) ) b) YA
| My~ g oA
e - w 1y }E;x
4 4 4
M M
( T 3m (\‘ T 3m
1.5m 1.5m u
M, 37
-3 l Y <,R3 ;_LL by X
3 e - fl

Y
b) Akcije nosilca na vaZii

Slika 3.48:a) Reakcije zaradi obfbe na nosilec

Dobimo
6-(—2)1.51.5 —2-1.5
R3y=(3)3:—1kN, MR3:372(2-3—3-1.5):—0.5kNm,
6-(—2)1.51.5 —2-1.5
R4y:_(3)3:1kN, Mpy = 372(3‘1.5—3):—0.5 kNm.
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Reakcije glede na lokalni koordinatni sistem v v&&ilh 3 in 4 zapsimo v stolpec
0 0
P =|-10], [P1=| 10]. (3.162)
—0.5 —0.5
ObteZba v vozlstu 3 glede na globalni koordinatni sistem je (glej @ma3.133)
Fsx (M) = —1kN, Mzsz(M)=0.5kNm.
ObteZba v vozlitu 4 glede na globalni koordinatni sistem je

Fyx(M)=1KkN, Myz(M)=0.5kNm.

Element 3

Ker ne element 3 ne deluje nobena zunanja ime so reakcije in obie na ustrezna voslia enaki
nic.

Element 4

Za element 4 uporabimo rezultate iz preglednice 1.5 za trikra€statedoldeni nosilec obteen s
konstantno linijsko obtbog = 3 kNm (slika3.49

ng:*%, MR2:(]1[:, R4y:*%a MR4:q1[;'
a) b)
by q YA
\
éHHHiHlHHig P Mo
| | FZ;‘) Iy
Ly q y
MJ‘MHHHHHHW}%
2/ A
R, 4m Ry,

Slika 3.49:a) Reakcije zaradi obtbe na nosilec  b) Akcije nosilca na vadi
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Dobimo
3.4 342
Ry, = = —6 kN, Mpy = TH 4 kNm,
3-4 342
R4y:—T:—6kN, Mpy = — 3 = —4 kNm.

Reakcije glede na lokalni koordinatni sistem v v&&il 2 in 4 zap§imo v stolpec

0 0
F =16, )= 6]. (3.163)
4 —4

Obtezba v vozlstu 2 glede na globalni koordinatni sistem je (glej &ma3.133)
ng(q) = —6 kN, Mgz<q) = —4 kNm.
Obtezba v vozlstu 4 glede na globalni koordinatni sistem je

F4y(q) =—6 kN, M4z(q) = 4 kNm.

Element 5

Silo F; = 3.5 kN na elementu 5 razdelimo na komponettp = 3.1305 kN, ki je pravokotna na os
nosilca in na komponentb, = —1.5653 kN, ki je vzporedena z osjo nosilca (sliBa50

Slika 3.50:Silo F' razdelimo na dve komponenti in uftevamo princip superpozicije

Za silo I, izracunamo reakcijiy, in Rs, (slika3.51)
F,(Ls—1) F,1
Ls ’ B ’
Pri dolcCanju reakcij zaradi silé’, moramo r&iti enkrat staino nedol@eno konstrukcijo. Reakcijka,
in Rs, sta (slika3.51)

Roy =

R(Ls—1) . _ Bl
—_—, 5o = — .
Ls Ls
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Dobimo
3.1305 - 3.4721 3.1305 - 1
— 0 2l 94305 kN Ry = —2""° ~ — _0.7kN
2y 4.4721 ’ 5y 4.4721
oziroma
—1.5653 - 3.4721 —1.5653 -1
- _ — 1.2153 kN = — =~ 0.35kN
oz 4.4721 53 kN, FRsa 4.4721 0-35

Slika 3.51:a) Reakcije zaradi obtbe na nosilec  b) Akcije nosilca na vadi

Reakcije glede na lokalni koordinatni sistem v v&&il 2 in 5 zap§imo v stolpec

1.2153 0.35
)= |2.4305], [FP]= o7 |. (3.164)
0 0

Upostevamo princip superpozicije iz dobimo silo v v&lh 2 in 5 glede na globalni koordinatni sistem
(glej en&bo (3.133) (slika3.5])

Foy (F1) = —2.717T4kN,  Fsy(F) = —0.7826 kN.
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Sedaj lahko zagemo obtébo na vozfca. Pri tem upstevamo tudi reakcijéy, Y7 in X3, Y3, M3 v
vozlisgih 1 in 3 (slika3.52).

5
Pk
2 @ 4
NIRRT NN
B ! "
(,\
@ @
1l X %3?(3
\ \
i 4

Slika 3.52:Reakcije v podprtih vozitih 1 in 3

) (X1 —0.5185 ) —1.4815 ) X3—1
[F1] = Y1 , [Fo] = | -8.7174|, [F3] = Y3 ,
0.4444 —4.8889 Ms +0.5
- (3.165)
) 1 ) 0
[Fy] = |—6|, [F5]= |-0.7826].
4.5 0

Enaba za celotno konstrukcijo je:
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348 3 Metoda pomikov

Sistem ravnotenih en&b (3.166 reSimo tako, da upgtevamo znane pomike in zasuke podpor. Ker
poznamo pomika v vodtu 1 U1 x = Uy = 0) ter pomika in zasuk vo&ta 3 (Usx = Uzy = ®37 =

0), iz togostne matrike bsemo 1., 2. 7., 8. in 9. vrstico ter 1., 2. 7., 8. in 9. stolpec. Tudi v stolpct
desne strani bsemo 1., 2. 7., 8. in 9. element.

0.33  4.67 0 467 0 0 0 0 0 0 J[@12] [0.44447

467 678.616 140.87 4.67 —393.75 0 0 —28L.75 —140.87 0 ||Usx| [-1.4815

0 140.87 770.99 111 0  —0.55 111 —140.87 ~7044 0 |[Usy| |-8.7174

467 467 111 1229 0 111 148 0 0 0 || @2z |-4.8889
oo 0 393750 0 40736 0 -583 —105 0  —105||Usx|_| 1

0 0  —055 —L11 0 1750.55 111 0  —1050 0 ||Uy —6

0 0 111 148 -583 —111 2629 105 0 7 || ®uz 4.5

0 —281.75 —140.87 0 —10.5 0 105 29225 140.87 10.5 ||Usx 0

0 —140.87 —70.44 0 0 —1050 0 140.87 112044 0 |[Usy| |-0.7826

0 0 0 0 -15 0 7 105 0 14 |[®sz] | 0

(3.167)
Z resitvijo sistema engb (3.167 dobimo naslednje vrednosti: zasuk vz 1: &, ter pomike in
zasuke vozBC 2, 4 in 5:Usx, Usy, oz, Usx, Usy, @az in Usx, Usy, $5z. ReSitev zapsemo v obliki
stolpcev:

Urx [0.0 Usx —0.002130
[Uh] = |Uwy | = |0.0 : [Us) = |Usy | = |—0.000131 ,
(17| [0.004061 Doy —0.005040
[Usx] [0 Usx —0.002085
[Us] = |Usy | = |0, [Uy] = |Usy | = |—0.000090 , (3.168)
| P37 | |0 4y 0.002757
Usx]1  [—0.002200
[Us] = |Usy | = | —0.000091
| ®57]  [—0.001292

Reakcije izréunamo iz enéb, ki jih pri raCunu pomikov in zasukov nismo ugevali. Pri tem zopet
updstevamo robne pogojél;x = 0, Uy = 0, Usx = 0, Usy = 0in &3, = 0. Tako dobimo enébe

—4666.67 @1, — 3111.11 Usx — 4666.67 2y = X1 — 0.5185,
—700000 Usy = Y7,
~3111.11 Uyx — 4666.67 P4y = X5 — 1,
—700000 Uyy = Y,
4666.67 Uyx + 4666.67 D4z = Ms + 0.5.

Resitev je

X; =1.6380 kN,  Y; =9.1708 kN,
X3 =0.3620 kN, Y3 =6.3292 kN,  M; = —0.1862 kNm.
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Notranje sile v elementih glede na lokalni koordinatni sisteméanamo po erbah 3.131). Enabi
(3.137) zapBimo za posamezne elemente obravnavanega primera.

Element 1

] = [k TTTW [0 + [k 17O [U2] + ],

) = (K NTO [0 + (KD T[TV [0] + 8]
Element 2

] = [k N[ TP ) [Us] + (61T [U4] + [157),

na] = [k T[T [Us] + [k T[T U] + )]
Element 3

[na) = (KD 1T [U4) + 6] [T [U5],

s = (K1 [T U] + K [T ] [Us]
Element 4

[na) = [N T U] + [k [TO) [U4] + [157),

[na] = (KD T[TO ] U] + [ T 1TD ] U] + )]
Element 5

[na) = (KD 1T [Ua] + [k [T U] + [15)),

s = [k T[T [Us] + K 11T ] [Us] + )]

Ko v zgornje endbe vstavimo 3.150)—(3.156, (3.161)—(3.164 ter (3.168, dobimo vozl&tne sile za
elemente:

Element 1 - ) i o ) ]
Nig 9.1708 Ny —9.1708
[m] = |niy | = |—1.6380|,  [no] = |mngy | = |-0.3620] .
mi| [ 0 ma. | 29141
Element 2 - i o ) )
N3y 6.3292 T4y —6.3292
[n3] = | n3y | = |—0.3620| ,  [n4] = |nay | =| 0.3620].
m3.] [ —0.1862] ma.| | 1.1004]
Element 3
N4y 0.0741 N5y —0.0741
4] = | ngy | = 14171, [ns] = |nsy | = |—1.4171] .
My, 2.8342 M5y 0
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Element 4
N2y —1.7791 N4z 1.7791
[712] = ngy = 5.7449 s [714] = n4y = 6.2551
moy 2.9141 may, —3.9346
Element 5
N2y 2.7996 N5g —1.2344
[ng] = | N2y | = 2.4305 s [n5] = | N5y | = 0.7
mo, 0 ms5, 0

Dolocimo Se potek notranijih sil po elementih.

Element 1

Na sliki 3.53prikazujemo vozEcne silen; in [ns] ter obt&bo F, v smereh delovanja na element 1.

oA
9.1708
0.3620 y
—_—
2.914?L
~———]
2
T 3m
2m
- J~ -
Y 1.6380 )
9.1708

Slika 3.53:Vozligne sile in obtéba elementa 1
IzraCunamo notranje sile v zo@nih toCkah elementa:

N, =—-9.1708kN, za0<x <3

N, = 1.6380kN, za0 <z <2

Ny = —0.3620kN, za2<xz <3

M (0) =0, M (2) = —3.2761 kNm, M.(3 —0) = —2.9141 kNm.

Element 2

Na sliki 3.54prikazujemo vozEcne silens in [n4] ter obt&bo M v smereh delovanja na element 2.
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Z

6.3292

1.1004(!%0.362Q
(\3 T 3m

1.5m

Y 0.3620 Doqg@g

6.3292

Slika 3.54:Vozli&ne sile in obtéba elementa 2
IzraCunamo notranje sile v za@nih tockah elementa:

N, =—-6.3292 kN, za0<zx<3

N, =0.3620 kN, za0<zxz <3

M, (+0) = 0.1862 kNm, M,(1.5—0) = —0.3567 kNm,
M, (1.5 +0) = 1.6433 kNm, M, (3 —0) = 1.1004 kNm.

Element 3

Na sliki 3.55prikazujemo vozEcne sileny in [ns;] smereh delovanja na element 3.

o)

0.0741

|

2m

2.8342 l
=

-
1.4171

1.4171 Y
e

0.0741

Slika 3.55:Vozli&ne sile in obtéba elementa 3
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Izratunamo notranje sile v za@nih tockah elementa:

N, =—0.0741 kN, za0<zx <3
Ny, =—-1.4171 kN, za0<xz <3
M, (+0) = —2.8344 kNm, M,(2—-0) =0 kNm.

Element 4

Na sliki 3.56 prikazujemo vozEcne silens in [n4] ter obt&bog v smereh delovanja na element 4.

1 3kN/m
ST
17791 A/ \A 1.7791

5.7449 Am 6.2551

Slika 3.56:Vozligne sile in obtéba elementa 4
IzraCunamo notranje sile v zo@nih tockah elementa:

N, =1.7791 kN, za0<z <3

N,(+0) = —5.7449 kN, N, (4 —0) = 6.2551 kN,

M,(+0) = —2.9141 kNm,  M,(4 — 0) = —3.9346 kNm,

Ty, = 1.9150 m M., = 2.5865 kNm, M, (2) = 2.5757 kNm.

Element 5

Na sliki 3.57 prikazujemo vozEcne silens in [ns] ter obt&bo F; v smereh delovanja na element 5.

x
o
;4344

0.7

27996~

2.4305

Slika 3.57:Vozli&ne sile in obtgba elementa 5
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Izraunamo notranje sile v za@nih tockah elementa:
N, = —2.7996 kN, za0<z <1
N, = —1.2344 kN, zal <z < V20
N, = —2.4305 kN, za0<z <1
Ny, =0.7T kN, zal <z < V20
M,(+0) =0  M.(1) =2.4305 kNm,  M,(v/20 —0) = 0 kNm.
Na sliki 3.58prikazujemo diagrame notranjih sil in deformirano lego konstrukcije.
o@ 6.26
T{!\\MHHHHHHHHHHQ
— ~0.36 W
[ @
— —5.75
RO NP 6331 @
] @ 0.36
— 1.64
[Ve] . [N] A
2.43 —3.99
—2.911 & =
. =y 1.10
= Ul]glees —
f 2.59
—3.28¢
—0.36 1.64
E
[M,] @@.19 [deformirana lega]

Slika 3.58:Diagrami notranijih sil in slika deformirane lege konstrukcije
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4 Virtualni pomiki in virtualne sile

Oglejmo si dva izreka, s katerima lahko bodjimkovito re&Sujemo razline vrste nalog pri stani analizi
konstrukcij. Z izrekom o virtualnih pomikih izpeljenmavnotezne en&be ki ustrezajo podanim kine-
maticnim pogojem. lzrek o virtualnih pomikih imenujemo tudi izrek o virtualnem delu. Z izrekom ¢
virtualnih silah izpeljemd&inemati¢ne pogoje ki ustrezajo podanim ravnateim eng&bam. Izrek o vir-
tualnih silah pogosto imenujemo tudi izrek o dopolnilnem virtualnem delu. Uporabo izreka o virtualr
silah pri linijskih konstrukcijah prikazujemo poglavju 5

4.1 lzrek o virtualnih pomikih
Podprto deformabilno telo je oliteno s posinsko obtébop’s in s prostorninsko ob#oo o7 tako, da je
v ravnotezju. Mejno ploskev telesa’razdelimo na del,, kjer je predpisana posinska obtgbapys in
na del.7,, kjer so predpisani pomiki (slika4.1a)

S =Sy U S

Predpisani pomik na delr;,, ozn&imo z, (slika4.1b).

X ravnotezna lega
SO
L \ YK

Rt T KRS
55
oS
s
L

0

\g\J//

zaCetna lega

Slika 4.1:a) Z&etna lega telesa b) Ravnbta lega telesa

Napetostno stanje v poljubnem delgz, y, z) telesa (t6ki kontinuuma) ogemo z napetostnimi vek-
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