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Ker je virtualna obtba poljubna, je zadnja etlaa izpolnjena le¢e velja (glej prime#.4)

du N,
0 L: — =
ST dr EA,’
x=0: u(0) = up =0,
x=1L: uw(L) = ur,.

Dobili smo kinematni pogoj vzdot osi nosilca zapisan z notranjo silg, in kinemattna pogoja za
krajna prereza nosilca.

Primer 4.8 Nosilec je obten z vodoravno silé' (slika4.18. Zveza med napetostmi in deformacijami
je nelinearnas,, = F \/z., (F je konstanta). Doléimo pomik delca pri: = L v odvisnosti od sild!

b -

\
1 L 1
Yz

Slika 4.18:Prostole&eti nosilec je obtiéen s tékovno siloF priz = L

Virtualno obt&bo izberemo tako, da jeF';, # 0 in da je v ravnotgju (slika4.19).
oF OF,

Slika 4.19:Virtualna obté&ba je razktna od nt le v krajnih prerezih

Upostevamo, da je dopolnilno virtualno delo si@&y enako né, saj je pomik tam enak &i lzrek o
virtualnih silah zaggiemo za obravnavani primer takole:

5FLUL :/5Uxx€x$dv.
v

UpoStevamo, da j&V, = F'in o, = N, /A, = F/A, in dobimo

2 2
Os F

TR T ATEY

Ker morajo virtualne sile in napetosti zaati ravnoténim pogojem, j& N, = 6 Fy,, napetosto,, pa
0oz = 0FL/A,. 1zrek o virtualnih silah je
[ / §F, F? F2L
L
0

Ay 0 o,
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386 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

oziroma oy
OFT, <uL — A§E2> = 0. (4.99)
Ker je virtualna silad F;, poljubna, je enéba @.99 izpolnjena lege je
F?L
uy, = W

Iz prikazanega primera sledi, da z izrekom o virtualnih silah ¢mheo pomike na mestu delovanja vir-
tualne siled Fp,.
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5 Uporaba izreka o virtualnih silah

V poglavju 4smo izpeljali izreka o virtualnih pomikih in virtualnih silah. Oba sta zelo pomembna, s
lahko z njuno uporabo vpeljemd@imkovite metode za analizo deformiranja konstrukcij. V tem poglavju
prikazujemo uporabo izreka o virtualnih silah.

Na z&etku izpeljemo delo virtualnih napetosti na dejanskih deformacijah za upogib z osno silo, s
in torzijo. Te enébe zdraimo v en&bo za delo virtualnih napetosti v linijskem elementu pri poljubni
obtezbi. V naslednjem razdelku pokamo, kako lahko @namo pomike v posameznilti@ah stattno
doloCene konstrukcije. V tem razdelku je prikazanih dvajséurskih primerov z raztinimi lini-
jskimi konstrukcijami in obtgbami. V naslednjih treh razdelkih obravnavamo linearno éastvzmeti,
vpliv striznih napetosti zaradi ptaih sil na pomike linijskega nosilca in dd@anje pomikov ukrivljenih
stattno dolcenih linijskih konstrukcij. V drugem delu tega poglavja didmo notranje sile in pomike
stattno nedolgenih linijskih konstrukcij z metodo sil.

5.1 Pomiki in zasuki posameznih t@k statiCno dolaCenih linijskih kon-
strukcij
5.1.1 Delo virtualnih napetosti za upogib z osno silo in temperaturno obtéo

Izpeljimo izraz za delo virtualnih napetosti na résih deformacijah za ravni linijski nosilec s konstant-
nim pre&&nim prerezomy, in dolzino L! Predpostavimo, da je koordinatno izh8tk v teiSCu pr&nega
prereza in da osy in z sovpadata z glavnima vztrajnostnima osema&mpega prereza. Pri ddlanju
vpliva spremembe temperatufel” upcstevajmo, da se sprememba temperaf\fepo pr&nem prerezu
4, nosilca linearno spreminja

AT (z,y,2) = ATy (x) + AT, (z) y + AT, () =. (5.1)
Delo izrazimo z notranjimi silami v nosilcu.

Pri izpeljavi izraza za del6WV;} virtualnih napetosti na resinih deformacijah upstevamo enake pred-
postavke, kot pri izpeljavi osnovnih ettaza ravni linijski nosilec (glej poglavje 1). Uptevamo, da je
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388 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

v nosilcu enoosno deformacijsko in napetostno stanje:

Exx 7é 0, Eyy = €2z = Exy = Eyz = E2p = 07 (52)

Ope 0, Oyy =0 = 0Opy =0y, = 025 = 0. (5.3)
Ce v izrazu za vzddho deformacijc

1+v v
Exx = To'mc - E(Ua:x + oyy + Uzz) +ar AT

upcstevamo %.1) in (5.3), dobimo izraz za vzdaho deformacijo

Cop = % +ar (AT, + AT,y + AT, 2). (5.4)

Z o 0zn&ujemo linearni temperaturni razteznostni koeficient. Merimo g&/XJ oziroma (/°C).

Z upcstevanjem nstetih predpostavk (egbe 6.2), (5.3) in (5.4)) v izrazu za delo virtualnih napetosti
(en&ba (4.56)), zagiemo delo virtualnih napetosti v linijskem nosilcu za upogib z osno silo in tempe
aturno obtébo takole:

SWF = / Erp 00w AV = / (% +ar AT) 5040 AV, (5.5)
v v
Normalno napetost,, zaradi resrine obt&be izrazimo z notranjimi silamv,,, M,, M,

N, M, M.

_ Yz My 5.6
Oxx Aa: Iy z I, Y, ( )
normalno napetosio,, zaradi virtualne obtbe pa 2N, M, in 6 M.,
ON. oM, oM
80y = ——o + Yz— 2. (5.7)

A, 1, I.

V en&bi (5.5 updstevamo izrazex(4), (5.6) in (5.7) in dobimo delo virtualnih sil na restmih pomikih
izrazeno z notranjimi silami

1 (N, M, M,
* = - —= 4+ = AT, + AT, AT,
oWy /(E(Az—i_fyz I, y)—i—aT( + AT,y + z))

M _OM,
L. y) dV =
M, M,
— AT, | z — — ar AT,
)« (5w o) o= (g7 —oron) )

Y2— 5?4 y) dA, }dw.

II]@

m

L(
-1 <(
(52



5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 389

V en&bah 6.6) in (5.7) smo up&tevali, da sta osj in z glavni vztrajnostni osi v tezistu pr&nega
prereza«,. Zato so stalina momenta, = f% zdA, In S, = fd y dA, ter deviacijski vztrajnostni
momentl,, = fﬂ y zdA, enaki ng. Ce pri integriranju po pr&nem prerezu to ugbevamo, dobi
izraz za delo virtualnin napetosti na resmh deformacijah naslednjo obliko:

SW(Ny, My, M., AT) =
L
N, M, M,
0
5.8)

Ker smo upétevali zvezo med napetostmi in deformacijami @w6b.4)), ter napetosti izrazili z no-
tranjimi silami (en&bi (5.6) in (5.7)), je 6W,: zapisano z notranjimi silami.
5.1.2 Delo virtualnih napetosti zaradi striznih sil

DoloCimo delo virtualnih napetosti na resnih deformacijah zaradi p¢aih sil v, in N.! Pri tem
upcstevajmo, da vpliva na shmo napetost,,, le pre&&na silaN,, na napetost,. pa le préna silalV,
(glej end&bi (1.136) in (1.137))

) =G =T

Delo 6W,; virtualnih napetosti na resinih deformacijah zaradi p¢aih sil N, in N, je

SW;(Ny, N,) = /(2 Exy 002y + 265, 004,) dV.

/V
Ce updtevamo Hookov zakon
g ag
25:03/:%7 25902:%7

dobimo

X 6 x :(:25 xrz
5W;(Ny,NZ):/<U yGUy+U GU )dV.

Napetosti zaradi pamih sil 6N, in 6NV, raCunamo po enakih edbah, kot napetosti, ki jih povzéo
resntna obt&ba, saj morajo virtualne sile in napetosti z&dhdii ravnoténim pogojem

0N, Sy N S5(2")
By L T,

Al [H] [«
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390 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Tako dobimo

SW (N, ( / <N AU 9L 52\3’(55)( 2 v ]Z{jy)(z) 52{?;;)(;;))&@) dz —

_ <N ON. 142/ [P N=ON: Ay /[SZ(Z*)]2

Ay

T

Ce Sky IN K, 0zn&imo strizna oblikovna koeficientapreCnega prereza

Ky:Ax/ EHURI HZ:AQC/ ECRlan

12 ) [h*(y"))? 13 ) [be(=9)?
oy A
inz A, in A, strizna prereza
Ay = ﬁ? AZ = Axa
Ky Ky
dobimo
i Ny ONy N, 6N, ’ N, 0N, N, N,
* Ry ﬁz z z - y y z z
oW, (Ny, N) /( G A >dx—/< GA, + GA. )daf. (5.9)
0 0

Vecja sta stizna oblikovna koeficienta, in «., vegji je vpliv precnih sil na pomike.
Nekaj vrednosti za stthe oblikovne vrednosti:

— precni prerez pravokotne oblike:, = x, = 1.2,

— precni prerez okrogle oblikes, = x, = 10/9,

— tankostenski prerez v oblikirke I: x, ~ A,/As. A, je plosCina pré&nega prerezads pa platina
stojine prereza (slik&.1).

pasnici

Slika 5.1:Z A, ozn&imo plostino stojine prereza

t M. Stanek, Trdnost — Izvii iz teorije in r&Sene naloge, FAGG, Univerza Edvarda Kardelja, Ljubljana, 1989.
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 391

5.1.3 Delo virtualnih napetosti zaradi torzijskega momenta

DoloCimo delodW;f virtualnih napetosti na restnih deformacijah pri enakomerni torziji

SV (M,) = / (22y 602y + 2622 502) AV

v
Z upcstevanjem Hookovega zakona
Ox Ozxz
2oy =g 2= g
dobimo
SW*(M. / G (Opy 60y + 032 0042) dV.

Z G ozn&imo strzni modul materiala. Pri enakomerni torziji lahko izrazimo napetogfiin o,.. z
napetostno funkcije(y, z) (razdelek 2.3

M, Op(y, 2) M, 0p(y, 2)
Im 0z ’ a-xZ(y’ Z) T Ix 82/ .

U:vy(y> )

I, je torzijski vztrajnostni moment pé@ega prereza. Napetosti zaradi virtualne db¢edol@imo po
enabah

OM, Op(y OM, Op(y, z
50wy(ya ) Vi éz )7 5U:L’z(yaz):_ Vi éy )
Zato je
| 1 ([ My 6M, (0p\? MyoM, [dp\?
* Mx _ = x T vy T x vy
ion - [ 4 (Mg (52)" 2 (%)) av
v
oziroma

L
. M, M, oo\?  [0p\?
SW*(M,) = 2*[23:{/((8?;) +<8z> dA, b dz.
0 Ty

T

Integral po prénem prerezuz,, ki nastopa v zavitem oklepaju, @@sno oznamo z

do\?  [0p\? o 8@ d 8g0 Pp 0%
I= °F . A, = A,.
/ <(6y) + (62) d / Ay ay oz 9z\9:7) % Oy? + 022 d
Ay Ay

Ce upétevamo Greenov integralni izrek — ébha (2.58) €. je sklenjena krivulja)

0P, 0P,
%(Pydy—i—Pzdz)—/(ay aZ)dAQE

z x
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392 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

in kompatibilnostno erzbo enakomerne torzije za integracijsko paijeo,

dobimo

I:2/<pdAz+% <¢<g§d22¢d >>

x z

Za pré&ni prerez zN odprtinami je mejna&rtas,, (slika5s.2).

C=%UC,U ... U% ..

Slika 5.2: Mejnacrta,, pretnega prerezaz, z dvema odprtinama

S, ozn&imo mejnocrto okrog odprtined,,; v negativni (sourni) smeri. Tako dobimo

_ 0, 0 dpd: _Dpdy
1=2 [vasn f (o (G- 50 >>+Zi’§ on(Ged 5 )
o, .

T z

Ce updtevamo, da jeo, = 0 in enabe (2.72), (2.73) in (2.77) v poglavju enakomerna torzija nosilca
sledi, da veljajo za mejnérte pré&nega prerezé, in 6,; (dn = 0), nasledniji izrazi

dy 0z
B B B dz 0Oy ’
dz = ec, d¢ = acdc % g e

Sledi

1—2/ dA +2N: 7{ 90y, 0¢ 02 dC—Q/ dA +§: f&pdc

z nit i ni
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 393
Kompatibilnostni pogoji za mejnérte ¢,,; so (en&ba (2.81))

i

Tako smo pokazali, da je integralenak torzijskemu vztrajnostnemu momeiitu

N
I:2/<pdAx+22<pmAmsz,

o i=1
x

delo virtualnih napetosti na regmiih deformacijah pri enakomerni torziji pa

L
SW (M) = / M, oM
0

5.1.4 Delo virtualnih napetosti v linijskem elementu

Delo W ;¥ virtualnih napetosti na resinih deformacijah za linijski element dobimte s&tejemo enébe
(5.8,(.9in(5.1.3

L
N, N, 0N, N, ON. M., M.
6W;’;:/(< z x)(SNer it AT A A
) EA, GAy GA, G, (5.11)
M M

Ce je konstrukcija sestavljena iz ik linijskih elementov, izraunamodW,; tako, da sstejemo delo
virtualnih napetosti na resinih deformacijah za vse linijske elemente

L;
* Nﬂ?
W 22/(<EAx
el 0

M, M,

Ny (5Ny NZ 5Nz Maj 6M$
GA, ~ GA. TGl

(5.12)

Oznaka) _ pomeni, da moramo integrirati po vseh elementih konstrukcije CEn®.12) predstavlja
osnovno engbo za r&un pomikov konstrukcij, sestavljenih iz linijskih elementov.
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394 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

5.1.5 Dolcitev pomika in zasuka v ta@ki na osi ravnega linijskega nosilca

Dolotiti Zelimo pomikurs = iir - €5 toCke T' v smeri enotskega vektorig ter zasukvr; = Jr - €
tocke T okrog osi, ki je podana z enotskim vektorjein(slika 5.3).

Az
\fs \

Slika 5.3:ur, in wr, sta projekciji pomikair in zasukadr na premicos v smeri vektorjae,

Za dolcitev pomikau postavimo v téko T virtualno ta&kovno silod Frs = §Frs &,. Silo postavimo v
smeri iskanega pomika, to je v smeri enotskega vektrj&er mora biti virtualna obtéba v ravnotgju,
dobimo tudi pripadajoi reakcijid A in § B (slika5.4).

Slika 5.4:Virtualna obt&ba mora izpolnjevati ravnatee pogoje

Nato uporabimo izrek virtualnih silah
oW} = oW, (5.13)

Ker je pomiki4 = 0, pomik @z podporeB pa pravokoten na smer reakcﬁé, sta skalarna produkta
0A -iiaindB - i enaka nt. Delo virtualne obtébe na resiiinih pomikih je zato

SW} = 6Fp, - iy = 6Fps (€5 - tip) = 0Frs urs. (5.14)

Ker je velikostd Fp, virtualne siled Fr, poljubna, lahko vzamemo, da jgFr,| = 6Fp, = 1.0. Ce
upcstevamdase enabo (.13, sledi

Urs = (5VV;< (5FT5 = 1.0). (515)
| |

Pomikur, dobimo s skalarnim mrienjem vektorjev in ur

urs = 1.0 |tup| cos(€s, Ur). (5.16)
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 395

Zato pomeni morebitna negativna vrednost pomika, da se t6kaT pomakne v nasprotni smeri, kot
je smer vektorja&,; oziroma v nhasprotni smeri, kot je smer siér;.

Enabo za r&un zasukaurs okrog osi, ki je podana z enotskim vektorjeth dobimo, e ta&ko T
obtezimo z virtualnim t&kovnim momentond M, = § My, €, (slika5.5).

Az
\

Slika 5.5: Virtualni moments M, postavimo v tékoT' v smeri enotskega vektorja

Zapisemo delo virtualne obtbe na restiinih pomikih ter updtevamo izrek o virtualnih silatb(13
SW; = 6Mrps - G = My (€5 - &1) = My wrs. (5.17)
Ker je velikostd M7, poljubna, vzamemé M, = 1.0 in dobimo
wrs = OW, (0 Mps = 1.0). (5.18)

Morebitna negativna vrednostr, pomeni, da ima reséni zasukwr, smer, ki je nasprotna od smeri
virtualnega momentai ;.

V nadaljevanju delo virtualne obitbe na resi@nih pomikih in notranje sile zaradi virtualne sile velikosti
ena oznéimo s pré&ko. To pomeni, da pomik in zasuk nek&ke na osi nosilca tanamo po enzah

urs = W5, wrs = W/, (5.19)

delodW;* pa zapsemo takole:

L; _ _ _
. N, _N,6N, N.6N. M, M,
5anz;/<<EAx+aTAT“’)5N” ca, TTaa T arn ©
el

(5.20)

M, (M :
+ <.EIy + ar ATZ> 5My + <E,Iz — QT ATy> 5MZ> da:,

kier soN,., Ny, N, M,, M, in M, notranje sile zaradi dejanske obbe,dN,, 6N, 6N, §M,, §M,
in 0 M, pa notranje sile zaradi virtualne sile oziroma momenta velikosti ena.

Pri izpeljavi izrazadW, (ena&ba 6.11)) smo z z&etnimi predpostavkami o deformacijah in privzeto
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396 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

zvezo med napetostjo in deformacijo zanemarili vplivzstei napetosti,,, in o.. (en&ba 6.3)). To
pomeni, da bomo pri dofanju kinemafinih pogojev oziroma pomikov z izrekom o virtualnih silah
zanemarili vpliv teh napetosti na pomike.

Pomik oziroma zasuk izbrane t@&ke na osi linijskega nosilca izr&unamo tako, da dol&imo delo
dW¥ virtualnih napetosti na resnicnih deformacijah, ki ustreza obtezbi z virtualno silo §Frs = 1
oziroma z virtualnim momentom § Mp, = 1, na mestu in v smeri iskanega pomika oziroma zasuka.

Primer 5.1 DoloCimo navpEni pomikwg in zasukwp, toCke B na osi stattno dol@enega linijskega
previsnega nosilca (slik&.6)! Pri racunu zanemarimo vpliv ptae sileV,.

FBZ

——
X

[

ﬁ
ﬁ‘A B
A
Slika 5.6: Konzolni nosilec obtgen s siloFz,
Delo §W;* je podano z erizbo (6.20. Ker vpliva pr&ne sileN; ne updtevamo in so vse druge notranje
sile razen upogibnega momentg, enake ng, je )W,; enako
L

(SW* — My 6My

da.
g1,

raCunati moramo upogibni moment, zaradi resrine obtébe in upogibni moment), zaradi virtu-
alne obt&be. Upogibni moment/,, zaradi sileF. je (slika5.7)

M, = —Fg, (L — ).

7F32Lm\ (14,

’

Slika 5.7:Potek upogibnega momentd,,

Potrebujemdse upogibni moment)/, zaradi virtualne sile. Za tainwp navptnega pomika ttke B,
postavimo v to toko virtualno silod Fig, = 1 v smeri iskanega pomika (slika8).
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 397

’} ] et 7Lm
j ' [6.4,]
\

—-

A B 2

zy

Slika 5.8: Virtualna silad Fi 7 in potek upogibnega momenda/,

Za tako obt&bo je upogibni moment)/, enak
oM, = —(L —x).

Pomikw g izraCunamo po prvi izmed ega (5.19:

L L
_ M, 6M, Fg. (L — ) Fg. L3
wp = 0W* (6Fp, =1) = yydm:/B(:wdx: B

EI, EI, 3EL,

0
Pozitivni predznak pomeni, da ima pomikg isto smer, kot izbrana virtualna sidd's ...

Zasukwp, toCke B okrogy osi dobimo,ce zapsemo izrek o virtualnih silah za primer obte z virtu-
alnim momentond M g, ki deluje v t&ki B in ima smer iskanega zasuka (sl&#).

-1
] (B, AT 52
%A N (51
| I | OMpy=1
zy

Slika 5.9: Virtualni moments M, in potek upogibnega momenda/,

Pri taki obtezbi je od nE razlien le upogibni momerit)/,, in je enak 1 po celi ddini nosilca
SM, =1.

Zasukw g, tocke B izraCunamo po drugi izmed edh (5.19):

- M&M FZ — Fg, L?
why = OW (OMp, = 1) = /‘ l/ b ORR )

2E1,

Negativni predznak pomeni, da ima zasuk, tocke B nasprotno smer, kot je smer izbranega virtualnege
momentay M p,,.

Primer 5.2 Za prikazano pafije z uporabo izreka o virtualnih silah ddlono navptni pomik t@ékeC
ter vodoravni pomik téke B (slika5.10! Zunanja obtéba je sestavljena iz petih enakih Bil= 150 kN.
Pretni prerez in material je za vse palice enak; = 39.6 cn? in E = 21000 kN/cn?. Razdaljaa je
enaka 2 m.
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r ‘F ; : r
W‘ ® ©® O
a (9) @) B A4y B
JA B
- @ ® ¢ ® OREAN
«—a < a < a < a |

Slika 5.10:Pali¢je, obtgeno z navginimi silami

Ker je v palici edina od rii razlicna notranja koliina osna sila, ki je vzdalpalice konstantna, se izraz
za r&un pomika v izbranem vo&iu zelo poenostavi

L; _
N; §N; N SN; N;6N; L;
= d
v ; Ei Am’ v E Azz / Z E Azz ’
=lo

kjer zn ozn&imo Stevilo palic v pakju, z E; elasttni modul, zA,; plostino pr&€nega prereza, z; pa
doliigo palicei. Z N; in § N; ozn&imo osno silo v palici zaradi zunanje obibe in zaradi virtualne
sile. Ce imajo vse palice enak prerez in so iz enakega materiala, sledi

w =

1 n
T ZN SN; L;.

Velikosti notranjih sil zaradi zunanje olitiee in zaradi virtualnih ob#bedF, = 1.0in §Fp, = 1.0
prikazujemo v preglednid@.1 Tudi vsoto) , V; SN; L; izrabunamo v preglednid.1
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 399

Tabela 5.1: Notranje sile v palicah ter vsota produkdgw V; L;

1 a 0.0F 0.0 0.00F a 1.0 00Fa
2 a 1.5 F 0.5 0.7 Fa 1.0 1.5Fa
3 a 15 F 0.5 0.75F a 1.0 1.5 Fa
4 a 0.0F 0.0 0.00 F a 1.0 0.0Fa
5 a —15F —0.5 0.75 F a 0.0 00Fa
6 a —2.0F —-1.0 2.00 Fa 0.0 00Fa
7 a —2.0F —1.0 2.00F a 0.0 00Fa
8 a —15F —0.5 0.75F a 0.0 00Fa
9 a —2.0F —-0.5 1.00 F a 0.0 00Fa
10 a —15F —0.5 0.75F a 0.0 0.0Fa
11 a —1.0F 0.0 0.00F a 0.0 0.0Fa
12 a —15F —0.5 0.75F a 0.0 00Fa
13 a —2.0F —-0.5 1.00 F a 0.0 0.0Fa
14 | aVv2 | 1.5V2F 0.5v/2 1.5v2Fa 0.0 0.0Fa
15 | av2 | 05V2F 0.5v/2 0.5v2Fa 0.0 0.0Fa
16 |aVv2 | 05V2F 0.5v/2 0.5v2Fa 0.0 0.0Fa
17 | av2 | 1.5V2F 0.5v/2 1.5v2Fa 0.0 0.0Fa
S 16.16 F a 30Fa
Navpicni pomik tacke C je (glej preglednic®.1):
1 — 16.16 - 150 - 200
vodoravni pomik téke B pa
1 - 3.0-150 - 200
up = EAx ;]\A(SJVZLZ = m =0.11 cm.
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400 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.3 Za prostorsko pafije na sliki 5.11 dolo¢imo navptni pomik prijemalca sile
F. = —8 kN! Plo&ina A, pretnega prereza palic j@ cn?, modul elastinosti £ pa 200000 kN/cn?.

Slika 5.11:Palicje je sestavljeno iz treh palic

Notranje sile v palicah iz€&unamo iz ravnotenih pogojev za sile v voAtu prijemalsca sile F, (slika
5.12.

Slika 5.12:Na vozl&te 4 delujejo tri neznane in ena znana sila

Silo N, ki ucinkuje vzdoE premice, podane stkamaTl(xy,yr, z7) In Trr(xrr,y11, z17) IN iMma smer
od Ty proti Ty, zapsemo z enébo:

-~ N . 5 o
N = ’l (@11 — 1) € + (Y11 — yr) €y + (211 — 21) €3]

Al L] [a|]



5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 401

Z N je ozn&ena velikost silev, z d pa razdalja med fikamaT; in T;;. Ozn&imo z d; razdaljo od
totke 1 do t@ke 4, zd, razdaljo od tdke 2 do 4 in zl3 razdaljo od tdke 3 do 4 (slikeb.11). Razdalje
dy dods so:

di=V32+42=5m, do=+V32442+42=V41m, d3=+42+42=4v2 m.

Notranje sile v konstrukciji zaradi sil&€’, izraCunamo iz ravnotenih pogojev za izrezano vogtie 4
(slika5.12. Sile N1, Ny in N3 zapsemo z enébami:

= (e, 38,
*2—\]/\%( 48, —3¢E,,48),
Vs = :V\/i‘% (—4&, +4&,) = N;’ (“1&, +1&,).
Ravnoténi pogoji so:
4 4 1
Ziﬂ: —N15—N2E— 3\& 0,
D y= ngNz\/:jﬁ—O,

ResSitev ravnoténih en&b je:
Ny = —10 kN, N, =2v41 =12.81 kN, N3 =0 kN.
Notranje sile zaradiF, = —1 v vozlistu 4 izr&unamo na enak ga in dobimo:
6Ny = —1.25 kN, 6N, = 0.25v/41 = 12.81 kN, §N3 = 0 kN.

Navpicni pomikuy, tocke 4 je:

3
1 10-1.25 - 500 + 24/41 - 0.25v/41 - 100v/41
EA, P 200000 - 2

Primer 5.4 Izpeljimo izraz za integral produkta funkdfijz) in g(«) na intervalu odr 4 doz . Pritem
updstevajmo, da je funkcijg(x) linearna. Integrali produktov takih funkcij nastopajo v izraful1)
oziroma(5.20 za delodW;* virtualnih napetosti na reshih deformacijah. Notranje sil8N,, N,
6N, §M,, §M, in 6 M, zaradi ta&kovne virtualne sile so odsekoma linearne, notranjeSile N, N,
M, M, in M, zaradi zunanje obt&e pa so poljubne funkcije odvisneo(slika5.13).
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402 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

A

y‘ //
ol @ |
:**@*ﬁ**fag***x’
Yy

\ e
e |
L**@*”***@***x’
oz

Slika 5.13:Funkcijaf(x) je linearna, funkcijgy(x) je poljubna

Linearno funkcijof (x) lahko zapsemo v obliki
fl@)=mz +n,

kjer stamn in n konstanti. Iskani integral ozigamo z 1

rB B

[ 73f(:v) o) dz = /(mx +n)g(x)dz = m 7Bmg(x) dz + n/g(x) da. (5.21)

TA TA

Prvi integral v enabi (5.21) predstavlja stafini momentS,, lika, ki ga dolda funkcijag(x) in 2 0s na
intervalu odx 4 do z glede na 0s, ki poteka skozitko x = 0 in je pravokotna na os, drugi integral
pa je plaCina 4, istega lika

I'=mS;+nA,. (5.22)

Statni momentS, lika je produkt abcise #@&axr, lika in plostine 4,
Sy =79 Ay (5.23)

Enabo (.23 vstavimo v 6.22) in dobimo

I=A;(mxryg+n). (5.24)

lzrazm x4 + n predstavlja vrednost linearne funkcifepri « = z74, to je f(x74). Dobili smo enébo
I=A,f(zrg), (5.25)

ki pove, da je vrednost integrala produkta linearne funkgije) in poljubne funkcijeg(x) na intervalu
od x4 do zp enaka produktu pkEine A, lika g(x) na intervalu odr4 do xp in vrednosti funkcije

A4

f(zrg) Na mestu teista lika, ki ga dol@a funkcijag(z) (slika5.14).

t M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradiieaiin geodezijo, 1996
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 403

xT Ty

Slika 5.14:Integral fA (x) dx je enak produktu pEEine A, in vrednosti linearne funkcije
f(ary)

Sedaj si oglejmée primer, ko sta obe funkcifi(x) in g(z) linearni (slika5.15).

a)yA
\
\
\

Slika 5.15:Ce sta obe funkciji linearni,
a) dolctimo plastino pod funkcijog(z) , ali
b) plo&ino pod funkcijof (x) — primer b)

> v

V tem primeru lahko sami izberemo, za katero funkcijo bomoGarali pl&Cino in teziste
I'=Ag f(arg) = A g(xry). (5.26)

Ce linearni funkcijif () in g(z) izrazimo z robnimi vrednostmi, sledi

I_/f dx—/<fA+fBZfo)(gA+gB;gA1:>d:r.

Po integriranju in upstevanju, da j& = xp — = 4, dobimo

= % [fa (294 +9gB) + fB (298 + ga)]. (5.27)
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404 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Funkcijo g(z) lahko zapsemo kot vsoto konstantne in linearne funkgjjer) = ¢1(z) + g2(x) (slika
5.16). Integrall je v tem primeru enak

= / £(x) g(x) d = / £(2) () da + / F@) o) dz = Ay fi+ As fo. (5.28)

Pritem smo zA41, f1, As in fo ozn&ili naslednje izraze:

_ B S
Ar=gal, f=par B0 g, 98200, f2:fA+w,

katerih pomen prikazujemo na slikil6

yh
\
| | f5
LiifﬂifZ flﬁfL,,,,
Xy [ xp €T
yA |
\ \
| | Py P
94
L g9
[ .

Slika 5.16:0bmaje, ki ga dol&a funkcijag(z), razdelimo na pravokotnik in trikotnik

Ce funkcijog () zapBemo kot vsoto dveh linearnih funkgijz) = g3(z)+g4(z) (slika5.17), izratunamo
integral takole:

= / £() g3(a) dz + / F(2) galw) dz = Ay s + Ay fi. (5.29)
A A
yA
| | /B
| 5
SN N
Xy I | XB X
y4 \ |
\ 9a
L__ 98
[ t

Slika 5.17:0bmdje, ki ga dol&a funkcijag(z), razdelimo na dva trikotnika
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Z As, f3, A4 in fy 0zn&ujemo naslednje izraze:

L —
4=l o gy 20

gL
A = — =
3 ) 4 9 f4 fA+

2(fB — fa)
3 )

katerih pomen prikazujemo na slikil7.

V vseh prikazanih primerih (edhe 6.27), (5.28), (5.29) je vrednost integrald enaka, kar lahko bralec
sam preveri.

Primer 5.5 DoloCimo zasukv 4, toCke A in pomikw¢ toCke C' na prostoléetem nosilcu (slikéb.18)!
Vpliv pretne sileN, zanemarimo.

2

;%QHHUHH%;
. L

- L
2

zY

=3
Slika 5.18:Prostol&eti nosilec je obtéen s konstantno linijsko okitbo

Diagram upogibnih momentov zaradi konstantne linijske fie”, je prikazan na slikb.19

[0]

e

RBIF
8

Slika 5.19:Diagram upogibnega momenta zaraej

Za r&tun zasukav 4, obtezimo tatko A z virtualnim momentond M 4, = 1 (slika5.20).

SMyy =1
D B _
iy 7
zy

Slika 5.20:Virtualni momentj M 4, postavimo v tisto toko, za katero doltamo zasuk

Pripadaj@i diagram upogibnih momentov prikazujemo na sbi21
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- WFWWM I/
[0My (6 May=1)]

ez

Slika 5.21:Diagram upogibnih momentov zaraiil/ 4, = 1

Zasuk t@ke A izratunamo po erzbah 6.19 in (5.20:

L
M, 5 M, 1 2, L*2 1 2, L3
= d == - L . —— = — .
“Ay £, T EI, 8 3 2 21E1,
—_——— ——

plos¢ina vrednost linearne funkcije
parabole pod tezis€em parabole

Za ra&un pomikauc, obteZimo tacko C' z virtualno silod Fo, = 1 (slika5.22).

LéFCz =1
B— -

C T
|

A
%L %7”7””’

2

zY

Slika 5.22:Virtualno silod Fo, postavimo v tisto téko, za katero pomik doftamo

Pripadaj@i diagram upogibnih momentov prikazujemo na sbk23

W (638, (6Fe,=1)]

4

~

Slika 5.23:Diagram upogibnih momentov zaraif, = 1
Ker funkcijad M, pri z = L/2 spremeni naklon, moramo integral, s katerim &naamo pomikc:,
L _
M, 6M,

EI,
0

UCy = dx

izraCunati posebej na odseku 0do L /2 in posebej na odseku dd/2 do L. Zaradi simetrije diagramov
[M,] in [M,] je dovolj, Ce dold&imo vrednost integrala na odseludo L /2 in rezultat pomnaimo z
dva. TeiSex, in ploXina A, polovice kvadratne parabole (slika.24) sta dol&eni z engbama (glej
preglednico 1.1)
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! 7

i | vodoravna
}‘7%7@ %Taﬂ tangenta
1 a !

Slika 5.24:Tezi&te polovice kvadratne parabole

Velikost d M, (z1,) virtualnega momenta pri (glej slika24)

_sa_ 5L 5L
=g T8 2" 16
izraCunamo iz podobnosti trikotnikov na sliki25
SMy(z7y) L/4 . 5L
g 5M - —.
o rjz — OMulere) =5
6My (ng)

L
4
Ty

k———fé~———+

Slika 5.25:Velikost virtualnega momeni&\/,, pri razdaljizr,

Pomikuc, na sredini nosilca je

2 2,L°2L 5L 5 2, L1
u = — - . —_— = —_— .
“TFEL,_8 32 32 384 E1,
N—— ~—
ploscina vrednost linearne funkcije
parabole pod tezis¢em parabole

Na sliki 5.26 prikazujemo deformirano lego konstrukcije.

W

384 F1,

Slika 5.26:Deformirana lega konstrukcije
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408 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.6 DoloCimo navptni pomik t&ke D za nosilec na slikb.27. Vpliv pr&ne sileN, zanema-
rimo.

CFCZ Zi?mHHHHHB _—
~a Zv/ b W}WC*H

Slika 5.27:Prostolgeti nosilec s previsoma

Diagram upogibnih momentdw/,| od zunanje obtbe Fo. in 2, je prikazan na slikb.28

—Feza
/ﬁm A

SR

Slika 5.28:Diagram upogibnih momentov zaradi zunanje @bt

Za r&un pomikawp postavimo v téko D virtualno silod Fp, = 1 (slika5.29.

‘51702 =1

1 a < b e C—>]

Slika 5.29:Virtualna obteba za réun navpénega pomika ttke D

Pripadajd@i diagram upogibnih momentdv 7, prikazujemo na slikb.30

e,

TII77T.

[0y (6Fp.=1)]

Slika 5.30:Diagram upogibnih momentov zaradi virtualne sile
Iz prikazanih diagramov lahko ugotovimo, da bi bilo d&dmje pl&Cine in teisCa diagraméal, | zapleteno.
ReSevanje naloge se poenostag, up&tevamaorincip superpozicije, ki velja za majhne pomike in za
linearno elastini material. Princip superpozicije omagn da lahko pomik neke t&e konstrukcije
zaradi vpliva skupine sil iz&unamo kot vsoto pomikov te t&e zaradi vpliva vsake posamezne sile. V
obravnhavanem primeru z&gmo princip superpozicije takole

wp = ’LUD(FCZ) + IUD(@Z).
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 409

Dolotiti moramo torej diagrame notranjih sil za vsako ditte posebej. Diagram upogibnega momenta
M, zaradi sileF¢, je prikazan za slikb.31

*FCZ(L

mm\ (M, (Fes)]

VS

Slika 5.31:Diagram upogibnega momenta zaradi dile,

TI77T777.

Diagram}, zaradi zvezne linijske obtbe 2, je prikazan na slikb.32

R
8

Slika 5.32:Diagram upogibnega momenta zaradi linijske @b®es2,

Z updstevanjem teh diagramov pomika, (Fc.) in wp(£2,) enostavno izrédunamo

1 2,62

1 Fe,ab c c
(Fe2) EL,_ 2 3 (#2) EL,_8 3 2
—— ~— ——— ~—
plosc¢ina vrednost §M, plos¢ina vrednost §M.
My(F) v teziseu ]My(%) My(Z)  y teriseu My(&”

Pomik ta¢ke D dobimo,Ce up&tevamo zakon superpozicije

~ be
C 24E1I,

wD:wD(FCz)‘}'wD(yz) (4FCza_<@zb2)'

V primeru, da ne znamo ddidi plosCine in teisca diagramal/, ] tudi ob up&tevanju principa super-
pozicije, integriramo produkt funkcijZ, in 6 M, analiticno. Deformirano lego konstrukcije prikazujemo
na sliki5.33

N // pomik zaradi obtezbe .

pomik zaradi skupne obtezbe

™ pomik zaradi sile Fg,

Slika 5.33:Deformirana lega konstrukcije zaradi sile ,, obte&be £, in skupne obtébe
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Primer 5.7 Leva polovica prostoletega nosilca je obtena z enakomerno linijsko obt® #2,. Dolo-
¢imo navpeni pomikwc tockeC' (slika5.34)! Vpliv precnih sil na pomike zanemaring; I, = konst.

§>£;
NS
C}i
20t~
Prw
\
By

Slika 5.34:Konstantna linijska obt&a deluje le na levo polovico nosilca

Diagrama upogibnih momentov zaragh, in zaradié /., = 1 podajamo na slikb.35.

a) b) A I
32
W [y ()] W [, (2)]
212
i T

oF, =1
/

TI7ITT7.

W W [6My (BF,=1)]

Slika 5.35:Diagramal/,, in § M,

N

Vzdolz leve polovice nosilca integriramo produkt funkcij

32, L P,ax>
M, = —
Y 8 2
in .
oM, = =
Yy 2’

za desno stran pa lahko uporabimo&@ma®.24)

L/2
1 . L L 22 1 I?L12L b52,L*
/(33z et )xd Lz _ 27 (5.30)

T El, 8 9 2234
0

2T EI, 16 2231 768EI,
] [&]

wr
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Kljub temu, da izgleda, kot da naloge ne moreng&itrg uporabo enégbe 6.24), lahko diagram na sliki
5.3&razdelimo na linearni in kvadratni del kotdeaslika5.3% in z up&tevanjem principa superpozicije
problem hitro r&imo

1 [@ZLQL 1<2L> 2, I°L 2 1L 52,14
wr — -2 —

T EIL| 16 2 2\314 32 2 3 24| T68EI,
kar je enak rezultat, kot smo ga dobili z integriranjem produktain 51, (en&ba 6.30). Vrednost

2, L? /32, ki pripada kvadratnemu delu diagrama taraamo tako, kot da imamo prostbé&i nosilec
dolzine L /2, obte&en z enakomerno olitko preko celotne diine

2. (L)2)*  2.L?

8 32

Pok&imo zakaj lahko del nosilca, ki je olten z enakomerno olitieo, obravnavamo kot prostdiei
nosilec. Konstrukcijo na sliks.34spremenimo tako, da vi&o C' vstavimocClenek za zasuke (upogibni
Clenek) in ga tako podpremo, da prefuge navptni pomik (slika5.36).

2
A%\LHHHMJ‘\MC B __
A T

\
Yz

Slika 5.36:Spremenjena, vendar enakovredna konstrukcija

Ker smo v t@ki C' vpeljali Clenek, smo morali na spremenjeno konstrukcijo dodati momentndiudte
M. Ker konstrukcija na slikb.36v tocki C' ni podprta, je reakcij@’, = 0. Druge reakcije in moment
M izratunamo iz ravnotenih pogojev:

32, L 2. L 2. L?

My = —
g ' ¢ 16

Diagrami momentov so taki, kot na sliki.35 pri Cemer momentni diagram na levi strani nosilca
doloCimo kot vsoto momentov zaradi olitee M~ in momenta zaradi enakomerne dtite &2, (slika
5.37.
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Mm@ww% (M (Mc)]
2 IF .

16
W [My ()]
’ '?2[/2 e
32
A I?
32
AT EIII=2
> “RI?
ZL 6

Slika 5.37:Dolocitev momenta s superpozicijo vpliva obteZ, in Mq

Primer 5.8 Dolo¢imo navptni pomik t&ékeC (slika5.38! Nalogo re&Sujmo z izrekom o virtualnih silah.
UpaStevajmo, da je& I,, konstanta, vpliv prénih sil pa zanemarimo.

20|t~
oVl

Slika 5.38:Na nosilec deluje linijska obiba trikotne oblike

Pomik dol&imo po enabi

L _
M, 6 M,
= [ ——dx.
w Efy X
0
ReakcijaA, je
__ Ll Ll
‘ 2 2 4

Vrednost linijske obtébeq, (x) pri poljubnemz dolo€imo s slike5.39

@ _®© . _Zo(L
L/)2—z L)2 =7 \2 '
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Slika 5.39:Trapezno obtibo na datini = razdelimo na dva trikotnika

Upogibni moment na intervaltdl < = < L/2 zaradi zunanje obibe je

qo L qox2 2q0 (L rx qoL qor?  qoa?
My ==+ 23”5‘];( v)33= +

237 4 7 3 3L

2

Za raun navptnega pomika v ttki C, na to mesto postavimo virtualno si@’, = 1 (slika5.40.

Jéle

Slika 5.40:Virtualno silo§ F, = 1.0 postavimo v téko, katere pomikelimo dolditi

Upogibni moment za levo polovico nosilca zaradi virtualne &fte = 1 je
— 1
5My = 5 xZ.
FunkcijaM,(x) je kubicna parabola. P&ine lika pod kubtno parabolo in lege #5ta ne poznamo,

zato bomo pomikuc dolcgili z integriranjem produktaz, 6, Ker sta funkcijid, in 6 M, simetréni,
integriramo le do polovice nosilca, rezultat pa raimeo z dva

L/2 ) 3
1 oLz gz  qx’\x
we EIy/< 4 5 T3 )3
0
_ 1 (wle® aat g 2?77 3Lt
EI,\ 4 3 24 3L5)|, 640EI,

Primer 5.9 Na stojalu za perilo ssite perilo s t20 G = 100 N (slika5.4]). Teza je enakomerno po-
razdeljena po ddini vodoravnega nosilca. Ptai prerez palic ima obliko kitnega kolobarja z zunanjim
premeromy, = 1.5 cm in notranjim premeromp,, = 1.3 cm. Elasténi modul jeE = 2 - 107 N/cm?.
Vez v t@ki C je taka, da dovoljuje medsebojna zasuka nosiléé&vin BD, prepre&uje pa hjihove med-
sebojne pomike. Iztanajmo navgni pomik v t@ki £ Sirina in viina stojalastaenaki = H = 1 m.
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T ¢,=1.5cm
Y- ¢n=1.3cm

Slika 5.41:Stojalo za perilo

Enakomerna obibag na zgornji nosilec je

G 100
=—=—=1N .
=T T 100 fem
Plo&Cino in vztrajnostni moment péaega prereza izéanamo po ensbah
2 42 4 44

Diagrama notranjih sil zaradi zunanje obte prikazujemo na slils.42

Slika 5.42:0sna sila in upogibni moment zaradi zunanje @bt

Za dolcCitev navptnega pomika v ttki £ v to tocko postavimo navgno silodF, = 1. Diagrama
notranjih sil zaradi te sile prikazujemo na slki43
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