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1 Upogib z osno silo

1.1 Uvod

Osnovne engbe teorije elastinosti (kinematine enébe, ravnoténe enébe in Hookov zakon) upora-
bimo pri r&€unskem obravnavanju deformiranja poljubnega trdnega telesa. Obravniaviggkinosilec

Z ravno osjo. Geometrija nosilca je podana z diwlo in lego osi nosilca in obliko ter dimenzijami @reh
prerezov pravokotnih na os. Eeno obravnavamo dve vrsti olitee: upogib z osno silan enakomerno
torzijo. Pri upogibu z osno silo je nosilec olitn tako, da sta zasuk, okrog vzdoEne osi nosilca ter
torzijski momentM/,.s na strzno sredice’ enaka ni. Enakomerno torzijo, pri kateri je, # 0, obrav-
navamo vpoglavju 2

Upogib z osno silo razdelimo na ¥eazdelkov. Vrazdelku 1.2izpeljemo enaébe za rdun pomikov
uz, Uy iN u, ter vzdokne normalne napetosti,, zaradi osne siléV, in upogibnih momentow/, in
M. Pritem vpliv pré&nih sil Ny, in N, na pomike in vzddno normalno napetost zanemarimo. Pri
izpeljavi uporabimdinematicne en&bein Hookov zakon V razdelku 1.3zpeljemo enébi za r&un
striznih napetostv,,, in o,. v preénem prerezuz, ter en&bi za r&un pr&nih normalnih napetosti v
nosilcu s konstantnim péaim prerezom. Pri izpeljavi uporabimiavnotezne end&be za del nosilca. V
razdelku 1.4raCunamo glavne normalne napetosti v nosilcu s konstantnignpreprerezom. Stzni
in precni normalni napetosti v nosilcu s spremenljivim gmen prerezom obravnavamorazdelku 1.5
V razdelku 1.6ratunamo pomike nosilca tako, da @evamo tudi vpliv stidnih napetosti. Nosilec z
ukrivljeno osjo obravnavamonazdelku 1.7en&be za réun pomikov nosilca pri obibi, ki se sCasom
spreminja za@iemo vrazdelku 1.8

Ker so dimenzije prénega prereza bistveno maejod datine nosilca, je velikost ptmih normalnih
napetostio,,, 0. in strizne napetosti,. zanemarljiva v primerjavi z vzdaho normalno napetostjo
oz IN' S strznima napetostimay, in o,... Na sliki 1.1 prikazujemo napetosti, ki jih v nosilcu dlgjno
updstevamo.

T Glej tudirazdelek 2.6.1
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2 1 Upogib z osno silo

Slika 1.1:V nosilcu obtajno up&tevamo le vzddino normalno napetost,,, in strizni napetosti
Oy IN 0, Vravnini pr&€nega prereza

1.2 Pomikiin vzdolzna normalna napetost

V tem razdelku izrazimo notranjo siley in notran;i momentM v pre€nem prerezu, z vektorjem
napetostic’, in ponovno izpeljemo ravnoial enabi za nosilec, ki povezujeta zunanji obbé 2, .7
ter notranjo silaV in notraniji moment\. V nadaljevanju izrazimo pomike, , u,, u. in zasukav,, w.

poljubnega delca (fike kontinuuma) s pomiki, v in w 0si nosilca, izpeljemo diferencialne die za
racun pomikovu, v in w ter zapsemo normalno napetost, z notranjimi silamiN,, M, in M.

1.2.1 Opis oznak

Za nosilec je znéilno, da je njegova déina L bistveno véja od dimenzij prénega prerezaz, (slika

1.2
L > max | gy |. (1.1)

os linijskega
nosilca

@l 4’%4

Slika 1.2:Ravni nosilec doléajo pré&ni prerezie/, z mejnocrto &, in os linijskega nosilca z
dolzino L
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 3

Krajevni vektorp,, poljubne t€ke pré&€nega prerezaz, glede na téisCe 7), zapsemo s komponentami
takole:
Pz =Y Ey+ 2E,. (1.2)

vy

Koordinatni sistem postavimo tako, da potekaraskozi t&iSCa T, preCnih prerezov,. Pre&ni prerez
doloCa ravnina, pravokotna na vzdob osz. Mejno €rto pr&nega prerezaz, doloca sklenjena krivulja
6:. Z A, 0zn&imo plcCino pr&nega prerezaz,, s C, pa dokino mejneCrte ¢,. Ker so dimenzije
pretnega prereza bistveno maejod datine nosilca, ga obravnavamo z enodimenzionalniéamakim
modelom, ki ga doléaos nosilca Os nosilca je oldiajno krivulja, ki povezuje t&SCa T, vseh prénih
prerezove,. V tem razdelku obravnavamo linijske nosilce z ravno osjo in s spremenljivignjme
prerezom. Pri tem 0s nosilca sovpada z asjo

1.2.2 Zveza med napetostmi in notranjimi silami

Rezultanta napetostiy v prerezuey je notranja sila Ny, rezultiraj&i moment glede na izbranodko
On V prerezugz/y panotranji moment My t

Ny = /5NdAN (1.3)
Ay
MN: /ﬁNXENdAN (14)
Ay

Enota za notranjo silo je N (Newton), za notranji moment pa Nm (Newtonmeter). Zaiprereza, z
normaloe, ozn&imo notranjo silo zZV,., notranji moment pa 2/,. Oznako normale prereza @hino
izpustimo

N,=N = /ar dA,, (1.5)
oy
MEM:/@XQM% (1.6)
o,

Notranjo siloN razstavimo n@sno siloNN,, in precni sili N, in IV,
N =N, & + N, &+ N,é, 1.7)
notranji moment\/ pa natorzijski moment M, in upogibna momentaM, in M,

M = M, &, + M, &, + M,¢&,. (1.8)

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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4 1 Upogib z osno silo

Ce endbi (1.5) in (1.6) zapBemo v skalarni obliki, dobimo notranije sile in notranje momentezéma z
napetostmi (slikd..3) (upastevamo enzbi (1.7) in (1.8) ter

Pu X Oy = (yaxz - Zaxy) €r + 20 é’y —YOzx gz)
N, = /Jm dA, Ny = /ny dA,, N, = /sz dAg, (1.9)
oy Ay Ay

M, = /(yawz — 204y) dAy, M, = /zam dAy,, M, =— / Y Oz dA,. (2.10)
Ay Ay Ay

a)

Slika 1.3:a) Notranja silaiﬂ pripada ploskvil.<,
b) Notranja silalV in notranji moment\M v teziStu prerezad,

1.2.3 Ravnot&ne en&be za nosilec

Obravnavamo del nosilca dhe z, ki zavzema obmge #;, doloteno s ploskvamiz,g, 7, in #.
Odstranjeni desni del nosilca nadomestimo z notranjo/siia z notranjim momentond/ (slika1.4).

Slika 1.4:Na nosilec delujejo zunanja oliteaj’s in ¥ ter notranja silaV in notranji moment\/
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 5

Krajevni vektorr( tocke na osi nosilca, v kateri nosilec préeeno, ima smer koordinatne asi
70 = T €y. (1.11)

Ravnot&na pogoja za obravnavani del nosilca

—

R=0, M9=0 (1.12)

izrazimo z zunanJo poginsko obtébop’s, s prostorninsko ob#bo v, z notranjo silolV in z notranjim
momentomA/. Prvi ravnoténi pogoj je (zN( ) 0zn&imo mtegralfd ps dAz)

xT

N(0)+/ﬁgds+/mv+1\7:ﬁ(0)+/ /ﬁs(i,y,z)d0x+/U(E,y,z)dAw dz+N =0.

57 b2 0 \%. Ay
(1.13)
Izraz v integralufox v enabi (1.13 ozna&imo sZ(z) in ga imenujemdinijska obteZba
P(x) = / Ps dCy + / TdA,. (1.14)
G Ay
Tako je
= 0. (1.15)

wore [

Z odvajanjem engbe (L.15 po zgornji mejiz dobimo prvo izmedavnoteznih enatb ravnega linijskega
nosilca, ki smo jo izpeljalze pri Statiki (ravnoténa enéba za préni prerez)f

dN
dx

=1

+ P(x) = (1.16)

Tudi momentni ravnotni pogoj izrazimo z zunanjima oltkamapys in ¥ ter z notranjo silaV in no-
tranjim momentom\/ (z M (0) ozn&imo integralf%0 Pz X Ps dAyz)

M(o)+/fxﬁsds+/fxmv+foxﬁ+z\2
S V2
z (1.17)
= i)+ [ ([ Fx 5o a0+ [x @020 )az o+ fox N4 0T =0
R o,

t M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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6 1 Upogib z osno silo

kjer krajevni vektor opisuje t@ke v integracijskem obn#ju <7, :

F =7+ pa. (1.18)

Upostevamo engbi (1.2) in (1.18

M(O)+/(/fgxﬁsd0x+/ foxﬁdAm)d:E+/< /ﬁzxﬁgdCx+/p:xdeAz>dj+Fox]\7+M =0.
s\

(1.19)

T T x T

Vektor 7 je neodvisen og in z, zato ga lahko izpostavimo iz integralov go in <7,

M(o)+/fox </ﬁsd0x+/UdAx>di+/</p:zxﬁs dCZ+/ﬁxxﬁdAm>di+FoxN+M =0.
) .

%, oy 0 %, A,
(1.20)
Izraz v prvem oklepaju smo oztiéi s #(x), izraz v drugem oklepaju ozdBno z.4(x) in imenujemo
linjska momentna obtezba

M) = /p} X pg dCy + /p} X TdA,. (1.21)
C» Ay
Iz (1.20 dobimo
M@+/%xﬁ@@+/%@@%}xﬁ+ﬂ:6 (1.22)
0 0
Enabo (1.22 odvajamo po zgornji meji
B S . iy, < . dN dM
To(x) X 9(;U)+///(:U)+% X N + 710 X %—1—7 =0. (1.23)
Ker je (glej en&bo (1.11))
dry _
d{L‘ ! )
dobimo . .
- ~ dN ~ L= dM
7o X <9/_’(:c) + dx) + #(x)+ €y x N + T 0. (1.24)

Upostevamo prvo ravnobmo endbo (1.16) in dobimo drugoravnotezno enabo za nosilec, ki joze
poznamd

—— 4@ x N +.4xz)=0. (1.25)

t M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 7

Linijska obt&ba #(z) predstavlja nadomestno olite ra&unskega modela nosilca z enoto N/m. Lini-
jska momentna ob#ba.Z(x) pa predstavlja nadomestno momentno bbtez enoto Nm/m. Poginsko

in prostorninsko obt#o ps(z,y,z) in ¥(z,y,z), ki sta funkciji treh spremenljivk, integriramo po

preCnem prerezuz, oziroma vzdat njegove mejes, in tako dobimo funkciji ene spremenljivke. V

primeru ravnega nosilca je ta En&bi (1.14) in (1.21) zapsimo v komponentni obliki

P(x) = Pply + PyEy + P.Ex, (1.26)
AME) = MyCy + MyCy + ME,. (1.27)

Ce zapsemo v komponentni obliki tudi zunaniji ofitai g in &
ﬁs({L‘, Y, Z) = PSzx € + Psy gy + sz €z, 77(1‘7 Y, Z) = Uy € + Uy gy + vy €,

in upcstevamo enébe (1.14), (1.27) in (1.2), lahko izrazimo komponente linijske in linijske momentne
obte’be takole:

yx(m):/prdCx"i_/vdixy

C. Ay
Py(z) = /psy dCy + /vy dA, (1.28)
Cx Ay
2.0) = [ psedc,+ [ o.aa,,
Cn oy
tale) = [(wps: —2ps)dCo+ [(wo. 20, da.,
Cx Yo
My(x) = /nggc de—I—/zvx dA, (1.29)
s Ay
M(x) = —/ypsdex— /yvszx-
s Ay

V enabah (.16 in (1.25 so vse koltine odvisne le od spremenljivke To pomeni, da smo problem
prevedli na os nosilca. Kanski model obravnavane konstrukcije je toeepdimenzionalno“telo”.
Zapisali smo ravnotme enabe zdinijski nosilec.

Ce updtevamo zvezo

€.
0 |=-N.é +N,é,
N,

€ X N =

@2 oM

€z
1
N
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8 1 Upogib z osno silo

lahko zapsimo ravnoténe enébe (L.16) in (1.25 v skalarni obliki

dN, dN, dN.,

z — Y, =Y, z = 1.30
dr +Z 0 dx +2y=0 dr + & 0 ( )
dM, dM, dM,
+ .M =0, Y' — N, + .4, =0, ——= + Ny + .4, =0. (1.31)
dx dr dr

Enabe (.30 in (1.31) izrazajo ravnotgje v poljubnem prénem prerezu nosilca in povezujejo notranje
sile N, Ny, N, in notranje momenté/,,, M,,, M, z zunanjo obtgbo 2, 2, &, My, M, in MA,. Te
end&be smo izpeljalze pri Statiki. To so navadne diferencialne &ma prvega reda, ki jih BBmo tako,

da jih integriramo. 1z enéb (1.30 najprej izr&unamo notranje sil&/,, NV, V.. Z znano réitvijo zaN,,

N, in N, iz en&b (1.31) dolocimo Se notranje moment&/,,, M, in M.. Pri résevanju diferencialnih
end&b moramo upstevati robne pogoje. Pri%evanju diferencialne ebbe prvega reda potrebujemo en
robni pogoj, pri r&evanju diferencialne etibe drugega reda potrebujemo dva robna pogbjfazadnji
dve izmed enéb (1.31) odvajamo par in uporabimo zadnji izmed eth (1.30), dobimo

d? M, d.#, d? M, da,
_ _ ddz _ 1.32
dx? dx 0, dx? Py T 0 ( )

dx
Enabi (1.32 sta ravnoteni end&bi, iz katerih lahko z integriranjem izEanamo notranji moment/,
oziromal, neposredno iz linijske obkée in linijske momentne ohtée.

+ 2.+

Primer 1.1 Vodna zapornica, sestavljena iz naéih jeklenih nosilcev oblike C in vodoravnih hrastovih
plohov, se naslanja na vrsto nagpih jeklenih stebrov oblike I. Doiimo zunanjo linijsko obféo na
jekleni steber oblike | v trenutku, ko@aemo zapornico dvigovati (slika5)! Visina zapornice jé =

2 m, dimenzije stebra oblike | 0= 10 cm,h = 20 cm,t = 1 cm, razdaljae = 1 m med stebri je veliko
manpga odsirine zapornicel (L > a). Plo&Cina A, preCnega prerezar, stebra oblike | je

Ay =2bt + (h —2t)t = 38 cm? = 0.0038 m?.

Obtezba tek@ine pravokotno na plohe nd&a linearno z globino vode (slika5)

Ps.(x) =7 (H — 2),

kjer je speciftna t&a vodey, = 9.8 kN/m?. Sp, ozna&ujemo obtébo, s katero zapornica oziroma
nosilec oblike C ob dvigovanju zapornice zaradi trenja delujejo na bagmtebre. Ta ohtba je zato

psz(z) = psz(x) ki, (1.33)

kjer je p, normalna obteba, s katero zapornica pritiska na stelizes= 0.12 pa je koeficient trenja med
jeklenima povéinama (med nosilcem oblike C in stebrom oblike 1).
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

prerez

dvigovanje
zapornice

T

I Vo
\
\
|
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
|

L Y o
1\///\///\///\///\ /@/K/L//Mﬂ///\///\//

tloris

nosilec

py(x)

oblike C

steber oblike [

Slika 1.5:Voda preko hrastovih plohov oliteje navptne stebre oblike |

Prostorninska tea stebrov je

v = _7] 61‘7

kjer je; = 76.5 kN/m*. Na dokino pregrade, ki pripada enemu stebru, deluje okipe kot je prikazano

na sliki1.6a!

Ce obtébo tekdinep’, (), ki deluje nasirini a, nadomestimo z ob#o p. () nairino b stebra oblike
| in pri tem up&tevamo, da se porazdeli enakomerno, je steber oblike tebte (slikal.eb)

a

psz(x) = 3 Ps.(w) = %% (H — ).

b)
b

pird”

(@)
g
~ ps:

\
vz

Slika 1.6:a) Na steber deluje obitbap’, nasirini a
b) Obte&bop’;, nadomestimo z ob#bdo nasirini b

(1.34)

()

Linijsko obtezbo, ki deluje v t&iSCu stebra oblike | izieunamo po eribah (.28 in (1.29

Al [H] [«
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@:c(x):/prdCx‘i‘/Ua:dAzy

G oy
Py () :/psy dCy + /vy dAz, (1.35)
G A
2.0) = [ psedc,+ [o.aa,,
G Ay
tala) = [(ps: = 2psy) dCo+ [ (. = v,)dA,
G oy
My(x) = /zpsw dCx+/zvx dA;, (1.36)
G oy
M(x) = _/ypSdex_ /yvszx-
G oy

Povisinska obt&baps na steber oblike 1 (glej efti (1.33) in (1.39) je:

h a

robzz—g; pr:pSzkt:/y’U (H—$)gkt7
psy =0, . (1.37)
Psz = Yo (H — 33)5

drugirobovi:  ps, = psy =ps. =0

Prostorninska ob#bat na steber oblike | je:
Vp = —7Yj, Uy =10, =0, (1.38)

V ena&bah (.35 in (1.36) upcstevamo enzbe (L.37) in (1.38 ter dold&imo linijske obtébe na steber
oblike I:

b/2

P(z) = /fyv(H—a:)Zktdy—l—/—fyjdAx:
—b/2 Ay
= vy (H — 1) % kib—j Ay =98(2—x)-1-0.12 — 76.5 - 0.0038 = 2.061 — 1.176 z,
Py(x) =0,
b/2
Z,(x) = / %(H—x)%dy:%(H—a:)a:Q.S(Q—x)‘1:19.6—9.8x,
—b/2

Al [H] [«
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b/2
a
My(T) = / Yy (H —2) 5 dy =0,
—b/2
b/2
h a
Myw) =~ [ Sw(H—2) g kedy+ [ 2(—y;)dds =
—b/2 A,y
h
=5 (H—-z)aki=-010-9.8(2—x)-1-0.12=-0.235+0.118 z,
b/2
a
My(x) = / Yy (H — ) 3 ki dy — /y(—vj)dAm = 0.
—b/2 Ay

Linijska obtezba je torej
P(x) = (2.061 — 1.176 ) &, + (19.6 — 9.82) &,,
linijska momentna obtéa pa je
A(x) = (—0.235 + 0.118 7) &,.

1.2.4 Kinematicne en&be

Deformiranje razfino obteenih nosilcev lahko analiziramo na osnovi eksperimentalnih rezultatov. N
sliki 1.7 prikazujemo eksperiment, ki ga je opravil Galileo leta 1638

Slika 1.7: Galileov eksperiment na nosilcu

 J. F. Bell, The Experimental Foundations of Solid Mechanics, (Mechanics of Solids, ed. C. Truesdell,Volume |, Spring
Verlag, 1984) Galileo Galilei, italijanski astronom in fizik, 1564-1642.
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Ce je ravni nosilec tako ohiten, da je torzijski zasuk, okrog vzdokne osi nosilca enak @i
We = wy, = 0. (2.39)

lahko ugotovimo, katere deformacije so previadgdn katere zanemarljiveée na linijski nosilec
narSemo pravokotno mi® in ga obtéimo tako, da se ne pojavijo zasukj okrog vzdokne osi, ugo-
tovimo, da pride do opaznih spremembaplvzdoknih viaken, spremembe praih dimenzij nosilca in
spremembe pravih kotov pa so zanemarljivo majhne (4liga

Na osnovi rezultatov eksperimentalnih preiskav ugotovimo, da jeéreebd nt le speciftna sprememba
€. V Vzdolzni smeri, preostale deformacije pa so zanemarljive

Exx = 5:m:(xa Y, Z)a

(1.40)
Eyy N Epp R Eqy R Eyy R €4z = 0.
a)
B
TIZN 777,
Slika 1.8:a) Pravokotna mig na nosilcu pred deformiranjem
b) Mreza po deformiranju nosilca
Enabe (1.40 vstavimo v kinematine endbe'
ou L . . . . ﬁ
% =Ert WX €y =Egzp €yt Exy€y + Exz € + Wy €y + Wy €z,
ou L ﬁ . . . .
a—y =Ey + WX €y = Eyz € + Eyy €y + Eyz €; + Wy € + Wy, €, (1.41)
ou L q . q , ﬁ
% =&, FWX€E =€Exp€ytErey T 226 + Wag €y + Wyy€y
in zapSemo v skalarni obliki
Ouy
E = Exx, (142)
Ouy
aiy = Eyx + Wy = —Wy, (143)

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, 1998.
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%Zy = Epy T Wy = Wy, (1.45)
Ty =0, (1.46)
852' = Eay F Way = —wg =0, (1.47)
% = €0z + Wiz = —wy, (1.48)
(?;;z = Eyy T Wy, = wz =0, (1.49)
‘98“; - (1.50)

Iz en&b (1.46 in (1.47) sledi, da je pomiku, le funkcijaz, saj sta odvod@u, /Jy in du,/0z enaka
ni€. 1z endb (1.49 in (1.50 ugotovimo isto za pomik:,
Ouy  Ouy B Ou,  Ou,
Ty—g—()euy—uy(x), oy~ 0
To pomeni, da lahko ptma pomikau, in u. poljubne t@éke pr&nega prereza nosilca &eimo kar s
pomiki vzdokne t&istne osi (pomikiu, in u, vseh t@k pre&&nega prereza so enakiCe v engbah
(2.49 in (1.48 upcstevamo enebi (1.51), dobimo

wy = wy(z), wy = w,(x). (1.52)

=0 — u,=u(z). (1.51)

Izen&bey, = ¢.. = ¢,. = 0 sledi, da préni prerezs, ohrani obliko in velikost, iz ené (1.52
(oziroma zaradi,, = .. = 0) pa sledi, da ostane raven. Bnéprerez«, se zastie okrog osiy in z
kot togo telo. Ravninski p@ni prerezi ostanejo ravninski in pravokotni na vzaw os tudi po deformi-
ranju nosilca. To lastnost imenujerh@vierova hipoteza'

Za dolcCitev vzdoEnega pomika, poljubne t&keQ(z, y, z) glede naizbrano ttko7y(xo, 0,0) moramo

integrirati popolni diferencial pomika, od izbrane tékeTy(xg, 0, 0) na vzdokni tezistni osi do poljubne
totke Q(x,y, z)*

Q Q
/ du, = / (881;“ da + %1;1 dy + %t%) . (1.53)
To To
Zaradi enaéb (1.42 do (1.44) sledi
Q
uz(2,y, 2) = ug(0,0,0) + /(Em dr — w, dy + wy dz). (1.54)
To

t Claude Louis Marie Henri Navier, francoskienir, 1785—-1836.
¥ M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, 1998.
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Integracijsko pot od do @ lahko pri integriranju totalnega diferenciala poljubno izberemo. Mpjla
integriramo e celotno pot razdelimo na odseke, vzporedne koordinatnim osemifka

Slika 1.9:Integriramo po odsekilfy — 7', T — Q' in Q' — Q

Vzdolz odsekdly — T jedy = dz =0iny = z = 0, vzdok odsekdl’ — Q' jedx = dz =0inz = 0,
vzdol odseka)’ — Q padx = dy = 0. To updtevamo v enzbi (1.54) in dobimo

T Y z

Ug (2, Y, 2) = ug(x0,0,0) + /Em(a?,O,()) dz — /wz(:v,gj,O) dy + /wy(:v,y,z) dz. (1.55)
o 0 0

Ce vpeliemo oznako za vzdwii pomik v osiu, (z, 0,0) = u(z)

xT

(@) = s (20, 0,0) + / £2e(7,0,0) d7 (1.56)

x0

in upcstevamo, da sta zasukg in w, le funkcija odz (en&ba (1.52), dobimo
Y z
ug(z,y,2) = u(x) — /wz(m) dy + /wy(x) dzZ = u(x) — w,(2) y + wy(x) 2. (1.57)
0 0
Ker se pomikau, in u. po pr&€nem prerezu ne spreminjata (€ba (1.51)), zanju vpeljemo novi oznaki

uy () = v(x), uy(z) = w(x). (1.58)

Ko oznaki (.58 updStevamo v enébah (.49 in (1.49), izrazimo zasukay, in w, s pomikomav in w
osi nosilca

d
w(x) o, = dv(:c)'
dx
Pomik u, poljubnega delca linijskega nosilca izrazimo s pomiki osi nositea(l.59 updstevamo v

(1.56

(1.59)

dv(z) dw(x)
T Tdr VT T

Al [H] [«
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Deformacijoe,.,, izrazimo s pomiki delca na osi nosilage en&bo (1.60 vstavimo v (.42

du(z) d*v(x) B d*w(x)

dx dx? y dx? (1.61)

Exx =

Clenad?v/dz? in d?w/daz? dolotata linearni del ukrivljenosti deformirane osi nosilca. Elve (1.61)
predstavlja zvezo med vzdwio deformacija ., vlakna v okolici obravnavanega delca ter med pomiki
delca na osi nosilca. Iz edl (1.60 in (1.6]) sledi, da se pomik:, in deformacijes,, po pr&nem
prerezau spreminjata linearno (slika. 0.

Slika 1.10:Pomikwu,, in deformacijas,,, sta linearni funkciji koordinay in z

1.2.5 VzdoEkna normalna napetost in en&be za ra&&un pomikov

Pri izpeljavi engb (1.59), (1.60 in (1.61) predpostavimo enoosno deformacijsko stanje, kjer je le defor
macijae,, razlicna od nt. Ceprav iz pospldenega Hookovega zakona za enoosno deformacijsko stan
sledi, da so vse tri normalne napetosti réaé od nt

Ope = 2 L€z + NEge — Br AT — Bi €k, O—yy:Uzz:)\gmz_ﬁTAT_ﬁKEK7 (162)
pri izpeljavi en&b za pomikeu, v in w 0si nosilca ter erée za vzddno normalno napetost,, pred-
postavimo enoosno napetostno stanje

Oz # 0, (1.63)

Tyy R Ooy R Oy R Oy R 0y 0. (1.64)
Predpostavke1(63 in (1.64 privzamemo zato, ker pripeljejo do dim ki so dovolj preproste za
reSevanje in dajejo dovolj dobre rezultate zaenirsko uporabo. Izraza za g napetosti,, in o,

katerih pri linijskem nosilcu ne smemo zanemariti, izpeljemo iz ravirateen&b za delec (glejazdelek
1.3). Teh en&b e namré nismo up&tevali.

Vzdolzno normalno napetost,,. za upogib z osno silo izpeljemoe v pospl8enem Hookovem zakonu

za deformacija,,, |
1+v v
Exx = T Ogxgx — E (Ux:c + Oyy + Uzz) + ar AT + EK

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, 1998.
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updstevamo .64

1
Cox = 5 Ope + a7 AT + €. (1.65)

VzdolZzno normalno napetost,, izrazimo iz (L.65 in dobimo
Ope = E (egp — ap AT — k). (1.66)

Zaradi spremembe temperature okolice nosilca, se spremeni tudi temperatura nosilca. Kénso pt
dimenzije nosilca majhne v primerjavi z doto nosilca, oliajno predpostavimo, da se temperatura
nosilca po prénem prerezuz, spreminja linearno

AT (z,y,2) = ATy (x) + ATy (z) y + AT.(x) =. (1.67)

Z AT je ozn&ena sprememba temperature poljubnega delca v nosilcu. Koefidi#pfiAT, in AT,

se lahko vzdd osi nosilca spreminjajo.ée je sprememba temperature enaka za vsénprerereze
nosilca, saAT,, AT, in AT, konstante, Katerih vrednosti dgimo, Ce poznamo velikost spremembe
temperature treh delcev v @meem prerezwz,. Delci ne smejo Igati na isti premici. Enota\T,, je °C

ali K, enota zaAT,, in AT, paje°C/m ali K/m.

V nadaljevanju predpostavimo, da se deformagijjazaradi k€enja ali nabrekanja materiala spreminja
le v odvisnosti od koordinate:

ex = ek (x). (1.68)
Pri nosilcu iz betona obajno vzamemo, da je deformacijg odvisna le odasa: cx = cx (t). Ena&be

(1.61), (1.67) in (1.68 vstavimo v (.66 in dobimo:

d d? d?
UIw_E(dZ_d:;;y dlgz—aT(AT +ATyy+ATz)—€K)—

du d*v d*w
(% arat o) (25 varan) - (22 arar)).

Osno siloN, in upogibna momenta/, in M. izrazimo s pomiki osi nosilca&e (1.69 vstavimo v (.9)
in (1.10

_ <<ozTAT sK)A <d2 +aTAT>SZ (d2w+aTAT)S), (1.70)

(1.69)

dz? dz?
d*v d*w
((—CKTAT —€K>Sy+<d2+aTAT> _<d2+aTAT> >, (1.71)

d*v d*w
(-(G - oraTi-ex) st (Gararan) .- (S5 +aran) 1) @)
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V en&bah (.70 — (1.72 smo uporabili oznake za geometrijske karakteristik&pega prerezaz,

nosilca
A, = / dA,,

oy

Sy:/szx, S, :/ydAw, (1.73)
JoA oy

I, /deAx, I, = /y dA,, Iyzz—/yszx.

A A A

Pri tem A, ozn&uje pla&Cino pre&nega prerezay, stattni moment prénega prereza glede na@sS.
stattni moment prénega prereza glede nagsl,, vztrajnostni moment pmega prereza glede nags
I, vztrajnostni moment pmega prereza glede na o 1, deviacijski vztrajnostni moment pteega
prereza glede na ogiin z. Plo&ino merimo v M, stattna momenta v i vztrajnostna in deviacijski
moment pa v . R&Eunanje geometrijskih karakteristik &gimo v razdelkd.2.6

A4

Ce sta osy in z tezi&ni, sta statna moments),, in S, enaka nt,” enabe (L.70—(1.72 se poenostavijo

N, = EA, <ZU—O{TAT —5K> (1.74)
XT
d2v 2w
My:E<<d2+aTAT> —<d —|—aTAT> ) (1.75)
d?v d*w
MZ:E<<d2+OéTAT> <d2+aTAT> ) (1.76)

Iz en&b (1.74) do (1.76 izratunamo odvode pomikov

du N,

= 1.77
dr ~ EA, ( )
d*v 1 M. I,— My,
S = EY TYTYE G AT
da? " E I, L-12  TTW (1.78)

d*w 1 MyI, — M. 1.
— = —= = ap AT,.
&>~ B L L-13 T
Enabe (1.77) in (1.78 dolocajo zveze med pomiki, v, w, notranjimi silamiN;, M, M., spremembo
temperatureAT ter e deformacijo kEenja ali nabrekanja. Te etlze dol@ajo Bernoulli-Eulerjevo
teorijo upogibd. To so navadne diferencialne éme. Endba (1.77) je prvega reda, eai (1.79 sta

T M. Stanek, G. Turk, Statika |, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
 Jacob (Jacques) BernouBivicarski matematik in astronom, 1654—1705
Leonhard Eulersvicarski matematik in fizik, 1707-1783.
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drugega reda.

Navadno izberemo koordinatne asiy, = tako, da se tE5Cni osiy in z ujemata z glavnima vztrajnost-
nima osemay,, z, preCnega prereza. Takrat je deviacijski vztrajnostni mondgnprecnega prerezaz,
enak nt (glej razdelek 1.2.6):

Y=yy, 2=24 — I, =0. (1.79)
Enabe (L.77) in (1.78 so takrat:
du N, d>v M, d?w M,
d - BA, @2~ pr Ay e =gy, sl (180)

Enabe (.80 doloCajo zveze med pomiki, v, w, notranjimi silamiN,, M,, M., spremembo temper-
ature ter deformacije zaradidenja za primer, ko stain z glavni vztrajnostni osi prenega prerezaz,,

ki se lahko vzddt osiz spreminja. Navadna diferencialna €ba za pomiku: (prva izmed £.80) je
prvega reda, erthi za pomikav in w (druga in tretja izmed1(80) sta drugega reda. Etlae so lin-
earne in nepovezane (nesimultane). V prvi nastapadrugiv in v tretji w. En&be povezujejo pomike
delcev na t&i&tni osi nosilca in notranje sile. Prigevaniju (integriranju) diferencialnih eftamoramo
upcstevatirobne pogojeza iskane funkcije:, v in w. Robni pogoji so odvisni od vrste podpor. Eba
za pomiku je prvega reda (v etidi nastopa prvi odvod), zato za doitev funkcijeu potrebujemo en
robni pogoj. Preostali eiiai sta drugega reda, zato sta zéuia pomikove in w potrebna po dva robna

pogoja.

Ce sta osj in z tezi&ni in glavni vztrajnostni osi, zapemo upogibna momentfd,, in M, s pomikoma
v in w takole (glej endbi (1.71) in (1.72):

d2
M,=-EI, df EI,ar AT,
o (1.81)
M, = EL ~— +ELar AT,

Precni sili NV, in N, zapsemo s pomikoma in w, e v eng&bah (L.31) upcstevamo {.81)

2
Ny:—dMZ = (™ s L ar AT, | — 4.,
dx dx dx?
M J P (1.82)
_ Y _
N. = — = (Elyd2+EI aTAT>+/zy.
Ce se préni prereze, vzdolz osiz ne spreminja, zapemo (.82 takole:
3 AT,
N —F1, ﬁ ElL ar M — M,
33 @’ d(dAxT | (1.83)
N.=-El,—— - El,or dxz + My

Al [H] [«



1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 19

Enabi (1.83 veljata za glavni vztrajnostni osi vz&cu konstantnega pteega prereza/,.

V nadaljevanju izpeljimo alternativno obliko etta(1.80 za r&un pomikovu, v in w (ena&be (.80
veljajo za glavni vztrajnostni osi v Z&Cu pre&nega prereza). V ta namen jih z&ipio v obliki

EA;E% = Ny + E Ay (ar AT, + ek),
d2v

E.[zfi:Mz_EIzaTATlﬂ (184)
dx?
d*w

Eij e —My _ ElyaTATZ

ter prvo izmed enéb (1.84) enkrat odvajamo po, drugo in tretjo enébo pa dvakrat. Pritem ugtevamo
enabe (.30 in (1.31), ki povezujejo notranje sile in zunanjo obb® v pr&nem prerezu ravnega nosilca
dN, d>M da d?M, d4,
L= =P o = Py b= —p, — =
dx dx? Yooda’ dx? dxr ’
in dobimo diferencialno erio drugega reda za pomikin diferencialni enébi Cetrtega reda za pomika
win w:

(1.85)

d du d

—(FPA, — | = — —(FA AT,

da:( Idw) fgz:v"i_dx( x(aT ;r+5K)>7

d? d?v d.#, d?

—|\FEIl,— | = — ——=(F1, AT,), 1.86
dz? < da:2> Zy dx d;v2( ar ATy) (1.86)
d? d*w d#, d?

— (B, — | =2, + —L — —(EI,ar AT)).

dax? < v dx2> Fut dx d:cQ( y T )

Enecbe (1.86) veljajo tudi,Ce se prerez7, vzdolz osi nosilca spreminja. Ogiin z sta glavni vztrajnostni

osi v teZiStu pre&nega prerezae je pré&ni prerez konstanten, dobimo

Pu_ P, AL | dex
de2 ~ EA, " da da

d*v 1 d d? (AT,)

e |z, - 2 Y .
dz* FE1, ( Y dx > Tz (1.87)
d*w 1 d.#, d? (AT,)

- =— (2, Y ) el il 7

dx* ~ E1, < T > T g2

Enabe (.87 veljajo, Ce stay in z glavni vztrajnostni osi v tESCu konstantnega pteega prereza.
Pri integriranju prve izmed el (1.87) potrebujemo dva robna pogoja, pri integriranju druge in tretje
enabe pa pdstiri robne pogoje.

Pomikeu, v, w lahko r&unamo po erizbah (.80 ali po en&bah (.87). Ce uporabimo erébe (1.80),
moramo poznati potek notranjih silCe je konstrukcija statno nedol@ena, jo moramo pri uporabi
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end&b (1.80 spremeniti v statino dol@eno in up&tevatiSe dodatne robne pogoje (glej primera 1.7 in

1.9). R&unanje pomikov po ehah (.86 predstavlja metodo pomikov, ker ravnate enabe (1.85
izrazimo s pomiki.

Vzdolzno normalno napetost,, (1.69 izrazimo z notranjimi silami¢e up&tevamo enébe (.77) in

(1.79
CNe ML, Myl | ML - M.,

ar = 1.88
T =, L L-12 UL L-I2 (1.88)
Ce sta osy in z glavni vztrajnostni osi, sel(89 poenostavi
N, M, M,
oy = =% Y. 1.
o A L. Y+ 7, z (1.89)

Ker so notranje sile neodvisne gdh z, je potek normalne napetostj,. po pr&&nem prerezuz, linearen.

1.2.6 Robni pogoji

Robne pogoje delimo nkinemati¢ne in statiche Kinemattni robni pogoji pred@ejo vrednosti za
pomike in zasuke, stdtii pa za sile in momente.

Oglejmo si primer prostolatega nosilca in konzole (slikh.11). Vzemimo, da sta 0gj in z glavni

vztrajnostni osi ter, da se@7,,, AT in ¢ enaki nt!

2
, "

ez

Slika 1.11:a) Prostolé&eCi nosilec b) Previsni nosilec
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Prostolezeti nosilec

Kinemat&ni robni pogoji:
x=0: u(0)=0 in w(0) =0,

Statitni robni pogoji:

=0: M,(+40)=0,
v y(+0) (1.90)
¢=L: Ny (L—0)=0, M,(L—0)=0.

Statne robne pogoje izrazimo s pomike up&tevamo .80

du d?w
N, =FA;, —, M,=—-FI,—. 1.91
dx Y Y da? ( )

Ce (1.9) vstavimo v (.90, sledi:

d2
rz=0: 7@;} =0,
d2* [ (1)
2
r=1L: d—u =0, d—z;j =0.
dx (L—0) dz (L—0)
Previsni nosilec (konzola)
Kinemattni robni pogoji:
dw
x=0 w(0) =0, w(0)=0, wy(0)=-—| =0.
dx ©0)
Statni robni pogoiji:
r=1L: N(L—-0)=0, M,(L—-0)=0, N,(L-0)=0. (1.92)
Stattne robne pogoje izrazimo s pomiki v (1.92 upastevamo 1.80 in (1.83
du d*w d3w
N,=EA, —, M,=-FEI,—, N,=-EI, —. 1.93
dx Y Y da2 Y da3 ( )
Ce (1.93 vstavimo v (.99, dobimo:
2 3
Ll s
dx (L—0) dx (L—0) dx (L—0)
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Pri réSevanju nalog iz mehanike trdnih teles velikokrat ni enostavno datanp&tevati robne pogoje.
Nalogo pogosto poenostavimo tako, da robne pogoje le pniblizpolnimo in 8¢emo r&itev poenos-
tavljene naloge. Pri tem uptevamoSaint-Venantov princip,’ ki pravi: Ce obté&bo, ki deluje na delu
mejne ploskve telesa zamenjamo z drugo@tatenakovredno olibo, ki deluje na isti del mejne ploskve
telesa, imata obe obitbi enak mehanskitinek na dele telesa, ki so dovolj oddaljeni od dieteega dela
mejne ploskve.

Enabe (.80 in (1.86 uporabimo tudi pri raunanju pomikow:, v in w nosilca s spremenljivim po@im

prerezome,. V tem primeru s4,, I, in I, odvisni odz. Na sliki 1.12prikazujemo tri primere nosilcev
s spremenljivo \8ino. V vseh treh primerih os nosilca ni ravna.

=

Slika 1.12:0blike nosilcev s spremenljivim ptaim prerezom

Vzdolzno normalno napetost,,. takih nosilcev réunamo z enébo (1.89. Pri tem up&tevamo, da so
Az, Iy, I, in I, odvisni odz.
1.2.7 Geometrijske karakteristike precnega prereza

Pri obravnavanju ravnega grednega nosilca konstantnegagqga prerezaz, definiramo izraze, ki so
odvisni le od oblike in velikosti pi&nega prereza nosilca:

Ax:/dA:ca

o,
S, = /szx, S, = /ydAx, (1.94)
A, A,
I, = /deAm, I, = /yszm, I, = —/yszx,
A, A, A,

A, ozn&uje plaCino pr&nega prerezag, stattni moment prénega prereza glede na@sS. stattni
moment prénega prereza glede na esl, vztrajnostni moment piamega prereza glede na 9s1/.
vztrajnostni moment pmega prereza glede na esn I, deviacijski vztrajnostni moment ptaega
prereza glede na ogiin z. Plo&ino merimo v M, stattna momenta v i vztrajnostna in deviacijski
moment pa v rh. V literaturi je deviacijski vztrajnostni momentasih definiran z izrazond,, =

1) o, Y? dA,. Zato moramo pri uporabi vrednosti za deviacijski vztrajnostni moment izCrahklitabel
najprej ugotoviti, kako jd, . definiran. Tu smd, . definirali z negativnim predznakom zato, ker se vtem
primeru vztrajnostni momenti,, I, in I, transformirajo pri zasuku koordinatnega sistema po pravilih

T 1.S. Sokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity, McGraw-Hill, New York, 1956,
Adhémar Jean Claude Bé&rde Saint-Venant, francoski gradberidemir (1797-1886).
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tenzorskega fauna. Prikazane izraze nagleat vrednotimo za primere, ko je koordinatno iztssdi v

tezi&u T, pretnega prereza/, (slikal.13. Koordinati t&i&a izr&&unamo po eridbah’

yr, = S./As, 21, = Sy/As. (1.95)

Slika 1.13:Koordinatno izhodite je v t&iSu T, pretnega prereza

Geometrijska karakteristika, ki je definirana z izrazom

Ip—/(yz—i—zQ)dAx—/erAm—IZ—l—Iy,
A,y Ay

je polarni vztrajnostni moment pteega prereza. Razen navedenih geometrijskih karakteristhega
prereza uporabljam®e vztrajnostna polmera (merimo ju v m), ki sta definirana z izrazoma

. Iy . Iz
Zy = Ix, 1, = A7x

Vzporedna premaknitev koordinatnega sistema

Oglejmo si préni prereze, in izberimo na njem dve poljubni&ki O in O. Skozi ta&ko O potekata osi
y in z, skozi ta&ko O pa osiy in z. Osy je vzporedna z 0sjg, 0sz je vzporedna z 0sjo (slika1.14).

T je poljubna t@éka pr&nega prerezaz,. Koordinatiy, z totkeT sta
Yy=19+Yo, 2=2Z+ 25

Osna vztrajnostna momenta glede na @s z lahko izrazimo takole:

I, = /zszx: /deAx+2zO/szx+z2@/dAx,

A oA, oA, oAy
IZ—/yszx—/deAx+2yO/ydAx+y%/dAx
o, A, A o,

t M. Stanek, G. Turk, Statika I, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1996.
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24 1 Upogib z osno silo

Y
> Y4=—Ys—=
T AT
| TT
- %JL
Y S
| \
|
2¢ Yz

Slika 1.14:Koordinatna og je vzporedna osj, koordinatna og pa osiz

oziroma
I, =1I;+225 Sy + 23 A,
Yoy Tromy T ron (1.96)
I, = IZ+2yOS§+yOA$-
Za deviacijski vztrajnostni moment glede na 9sh z dobimo
Iyz = _/yZdAJ: = - /(yz+y02+20y+y020)dAac
A Ay
oziroma
12 = Iyz = y5 S5 — 26 5= — Y0 20 As- | (1.97)

Uporabili smo oznake

Iy:/ZZdAx, IZ:/deAx, Iyz:—/yszx, Sy:/szx, SZ:/ydAx.

Ly Ay oy Ay Ly
Enatbe (1.96) in (1.97) predstavljajo Steinerjevbpravilo za dol@anje vztrajnostnih momentov pri vz-
poredni premaknitvi koordinatnega sistema.

Ce je izhodgte O koordinatnega sistema z v tezi&tu T, pretnega prereza, potem oznakiz zamen-
jamo zyr in zr, 0znakiys in zg pa zyry in 27, (slikal.15.

Ker sta statna momenta pi@ega prereza naiscni osi enaka 1@, zapsemo vztrajnostna momenig
in I, ter deviacijski vztrajnostni momed},, glede na osj in z takole:

Iy=1, + 27, Ae,  L=1I+v} As,  L.=1I, —yr, 21, As. (1.98)

Pri pisanju enéb (1.98 smo z oznako T pri vztrejnostnih in deviacijskem momentu povdarili, da
kolitine ], I in I, ratunamo glede na ¥&kni osiyr, 21 preénega prereza/;. Iz endb (1.99 sledi,
da sta vztrajnostna momenIéT in I7 manpga od vztrajnostnih momentdy, in I, glede na poljubni

vzporedno premaknjeni 0gj z.

 Jacob Steinefvicarski matematik, profesor opisne geometrije, 1796—1gaRimivost: pisati se je nail pri 14 letih,
Solo je z&el obiskovati, ko mu je bilo 18 let.
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