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1.7.1 Tenzor deformacij glede na ukrivljene koordinate

Ce so tdke z&etne konfiguracije(&, n, ¢) podane z ukrivljenimi telesnimi koordinatagin, ¢, potem
zapBemo vektorlr z en&bo
or 7 or
dr = — d¢ + — dn + =
¢ a¢
Koordinate¢, n, ¢ doloCajo krivaCrtni koordinatni sistem. Bazni vektorji, g, in gc so definirani z
end&bami

d¢ = Ge d€ + Gy dn + Ge dC.

i O i

gf_aén 977_6777 gC_aC

Pri refereiinem opisu zagemo vektor”’, ki dolota lego t@k v trenutni konfiguraciji, z erébo
F,(Ea 7, Ca t) =7+ ﬁ(é_a mn, (7 t)

Diferencialdr’ vektorjar’ pri nekem izbranemiasut = t;, je:

(1.301)

8r or’ or’
—/ o
dr 8§ d€ + 77d Jr—ac d¢ = g£d£+gnd77+g<dg,
kjer smo uporabili oznake
ot , ot or
7l = G + — g, = Gp + —, =g+ — 1.302
Je = 9c + 5¢ =9t 5, gl =g ac: ( )

Kvadrat dokine vektorjadr izratunamo s skalarnim produktost - d7". Na kratko ga zagemo z enébo

(dr)? =di-dif =Y Y G- gjd&dé, i,j=4&n,.
v

Podobno zagiemo kvadrat ddine vektorjadr’

(dr')? = di’ -di’ = gl - Gjd&dg;, 1,5 =&m,C
i g

Izratunamo razliko kvadratov diih (dr’)? in (dr)2

(dr')? ZZ — G- §;)d&dg;, i,5 =& m.C.

Komponentek;; tenzorja velikih deformacij £ ] so definirane z izrazorn

N N "l S e A W
Eij:2<9i’-gj‘—gi-gj>=2((g"+a&>'<9j+a§j>_gi'gj):

\(od _  od _  dd O

:< > J=&mn¢

o6 Y T og, I T og o

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, 1998.
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176 1 Upogib z osno silo

Ce so speciine spremembe diih, spremembe pravih kotov in spremembe smeri majhnéikeljlahko
tretji Clen v oklepaju v zadnji eridi zanemarimo in zapemo izraz za komponentg;, (i,j = &£, 7,()
tenzorja majhnih deformadjg |

=5 (5 B+ged). wimtn (1.309
Ce vektor pomikai razstavimo v smeri baznih vektorjgy, g, in g;
U = ug G + un Gy + u¢ e,
zapsemo komponents;; tenzorja majhnih deformacij takole:
1 [(0u;  Ouy
=3 (50 + o

V primeru uporabe krivértnih koordinat je dimenzija komponent tenzorja odvisna od dimenzij &ringh
koordinat¢;. Zato so lahko dimenzije posameznih tenzorskih komponentraztned seboj. Tenzorske
komponente niso “fizikalne’komponente tenzorja (glej tudi primer 1.48xikalne komponenteé&;;
tenzorja deformacije | so definirane z erido '

) ;67 =61n,C (1.304)

Eyj= e i j=£m,C (1.305)
(gi : gz’) (gj 'gj)

1.7.2 Pomiki ter vzdoEna normalna napetost

Os nosilca dolda ravninska krivulja v ravnint, z. DolZzino od neke izbrane &&e O na osi nosilca, do
poljubne t@&ke T' na osi nosilca, ozri@mo s parametron§. Enotski vektor, ki I&i na tangenti na os
nosilca in ima smer nasaajoCe vrednosti parameti@ ozn&imo zé,. Enotski vektor v ravninic, z, ka
ga dobimo,Ce vektoreg zavrtimo v pozitivni smeri z& 7/2, ozn&imo z ;. Enotske vektorje, €,
in €; desnor@nega potujoega triroba vzddl osi nosilca izberemo tako, dagg vzporeden £, (slika
1.146.

\
\
\
\
}
+ z

Slika 1.146:Enotska vektorja potuftega triroba in é: na osi nosilca

T M. Saje, S. Srpi¢, Tenzorski raun, Katedra za mehaniko, FAGG, VTOZD Gradivi in geodezija, Ljubljana, 1988,
T.J. Chung, Applied Continuum Mechanics, Cambridge University Press, 1996.
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1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo 177

Kartezitni koordinatiz, zo tockeT" na osi nosilca izrazimo v odvisnosti od paramétra

Trog = 3:0({), zZ0 — Zo(f). (1306)
Krajevni vektorr je torej
’F() = ({L‘Q, 0, Z(]). (1307)

Enotski vektorjieg, €, in €; spremljaj&ega triroba so dolteni z enabami

5 dFo da,’() dZ() 5 N 5 N

¢ = di,g = <d§, ,d§> €n = (0, 1,0), ¢ = €¢ X €p. (1308)
Koordinate¢, n, ¢ dolotajo ortogonalni krivortni koordinatni sistem. V nadaljevanju izrazimo odvoda
enotskih vektorjev, in e; po parametry z upognjenostje: osi nosilca. V primeru ravninske krivulje
definiramo upognjenost z end&bama 1.349 in (1.359 (glej primer 1.39)

dée
= _ Lz 1.
i K €¢ (2.309)
oziroma takole:
d?z
dé. " W
k=225 = 0 _ 0 . (1.310)

Odvodde /d¢ izrazimo sk po endbi (1.349 (glej primer 1.39)

dé )

Z 7 ozn&imo krajevni vektor do poljubnega delca v nosilcu (slika47)

7=70(§) + (e = zo(§) €& + 20(8) € + e (§)- (1.312)

Bazna vektorja krivortnega koordinatnega sistema (slikkd47 sta definirana z ekdama {.30))

or or
Jr = — . §r = —. 1.313
Je =3¢ 9= 3¢ ( )
Ce updtevamo {.319 v (1.313, sledi
. dxo _, | dzo de¢ S
e i €r + @ €+ ¢ i Ge = €¢ ( )
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178 1 Upogib z osno silo

Slika 1.147:Ortogonalni krivé@rtni koordinatni sistem

Upostevamase prvo izmed eri@ (1.309 in end&bo (L.31]) ter zapsemo bazna vektorje takole

Ge=(1—CK)€,  gc=é- (1.315)
Pomik sestavimo iz pomika, na osi nosilca ter pomika x p¢ zaradi zasuka pomega prereza
i =1tp(§) + () x pe, U = ug(§) € +uc() e, (1.316)
kjer zd in pg ozn&imo
&(&) = (0,wy,0),  Pe(§) = (0,0,(). (1.317)

Pri tem predpostavimo, da yinei prerez ostane raven tudi po deformiranju. Komponeptin . sta
pomika t@&ke na osi nosilcaCe (L.317 upacstevamo v {.316, dobimo

U = (ug + Cwy) € + uc €.

Za komponente;; tenzorja majhnih deformacij (etba (1.303) potrebujemo odvode pomikov (glej
(2.309 in (1.31)

ou [ dug dwn % % . dec
5 (df +(— i >e§+(u§+Cwn) T + Tz €c + u¢ i
C (e B e (et cwn) s B (1.318)
= @ d Uc K | € Ug Wn) K d§ 647 :
ou .
674_ = wn eg.
Komponente tenzorja deformacij zapimo z upstevanjem1.315 in (1.318 takole:
ou duge dwy,
== — pr— — —_— 1 —
ou

€<c=yg'§<=wn55'5c=0,

1 /0u ou 1 du¢
€§C:2(az'§§ az gc> 2<wn(1§n)+(u5+gwn)n+d£)

1 dug¢
:i wn +U§H/+ df
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1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo 179

Ce updtevamdse Navier-Bernoullijevo hipteze = 0, dobimo:

e =0 — |wy=—usk——>| (1.320)

Napetosirg, izraCunamo po eribi
Oge = B &ge. (1.321)

Z g¢¢ je ozn&ena fizikalna komponenta tenzorja majhnih deformacij, ki jodaremo po ertzbi (1.309
(glej tudi primer 1.40)

= 23 et
Eee = —_—— = ——, (1.322)
V(e Ge) (G- ge) e - e
Skalarni produkge - ge zapsemo zaradi).319 takole:
e e = (1—Cr)% (1.323)

Vzdolzno normalno napetost, dobimo iz (L.321), Ce up&tevamol.322), (1.323 ter prvo izmed enzb
(1.319:

. E dug
Oge = m < dé —Uc kK —i—C dé > (1.324)

Osna silaNVg in upogibni momenf\/,, sta po definiciji podana z etbama:

. i du§ dAg dwn CdAg

i % % (1.325)
du5 CdAg dw CQ dAg .
Mn:/gagfdA£:E<d£—UCR)/l_CH—i—Edg (e
A A A
Ce uporabimo oznake
= dAg¢ 5 CdA¢ = (2 dAg
Ag_/l(/{’ S”_/lgm’ L = 1—(kK’
A ez 2
dobimo
d dwy,
N§:E<u5 u<n>A§+E
;lg j{ (1.326)
]\4,7—E<d§ UCKJ)S +FE— df
Iz en&b (1.326 izrazimo kinemafine kolEine s statnimi koliCinami:
dug fnn Ne Sy M,
ge Wk = 1. T G2\ 1.7 G2\’
dg E (A&j Iy — Sn) E <A£ Iy — Sn) (1.327)
dwn . Sn Ng Ag M77 .

d¢  E(A¢ly—S2)  E(AcI,—S2)
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180 1 Upogib z osno silo

Pomikau, in u¢ ter zasukw, izraCunamo iz enéb (1.320 ter (1.327). Izraz za normalno napetoste
dobimo,ce (1.327 vstavimo v (.329:

oec = : ((
7 (AgIy - 52)(1—Cr)

—fnn Ne — 577 Mn) +¢ (_Sn Ne + A& Mn)) =

! (1.328)
S (L — € 8y) Ne + (=S, + ¢ Ae) M)
(Ag Ly — S%) (1-Ck) " ! ! K
Ena&bo (1.329 preuredimo tako, da vpeljemo koeficientpo en&bi
= CdA£ mAg 2" CdAg
S 1-(Ck K - Ae 1-(Ck (1.329)
A CZ
Z A¢ je ozn&ena pl&ina pré&nega prerezaz. Izrazimose A in I, s koeficientomm:
- A - A
Agz/ 0 :/“"‘“ C"‘)dAgz/’””Cdf+/dA£:n~LA§+A§:
1-(k 1-(k 1-(k
o, o, o, o, (1.330)
=(m+1) A
in
_ CPdAg / 1 ¢ 1/ 1/ CdAg m Ag
I, = = —= - dA¢ = —— dA¢ + — = =
K 1-Ck K ¢ 1-Ck ¢ K ¢ 5+/€ 1-Ck 0+ K2
L2 7 o, L
_ mAe
=5
(1.331)

Upstevali smo, da potekaos skozi t&isCe pr&nega prerezaz;. lzraze, ki nastopajo v edhi (1.328,
zapsemo s koltinami A¢, m in «, Ce up&tevamo {.330, (1.33]) in (1.329:

_ _ mA m2 A2  m A2
Ag[rmfsaz(qul)Ag /{25— é: 25’

K2 K
_ m A m A m A
Iy — ¢Sy = QS_C ﬁ&z K2£<1_C"‘3>7 (1.332)

Sy A= TR ) A= 25 (- crym— ).

V izraz za normalno napetost, (1.329§ vstavimo (.332) in dobimo

K2 1 <m Ag

(1—C“)Nf—I:S[(I—C%)m—CK}Mn> _

o = mAg (1—-Cr) \ w2
_Nf K (kK
R (= Rl R
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1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo 181

Cem izrazimo s koléino e po end&bi

e m
mETeTe T e rae (1.333)

zapsemo normalno napetost; v obliki

Ng K C—e
=— 4+ ———M,. 1.334
T A T A T Cr)e (1.334)

Napetosto, zaradi upogibnega momentfd,, je enaka ri, ko je¢ — e = 0. To pomeni, da dolka
koliCinae razdaljo¢, pri kateri je napetost,, zaradi upogibnega momentd, enaka .

1.7.3 Strizna in preCnha normalna napetost

Vzemimo del nosilca od = 0 do & = ¢ ter ga odr&imo pri¢ = ¢* = konst (slika 1.149.

Slika 1.148:0Obravnavamo del nosilca dohe £ z delnim pré&nim prerezomz,

Zapiimo ravnoténo en&bo za ta del nosilca:

| msonodnct [ aencdes
¢ (0) EAG)
¢ (1.335)
[ ] mEaass [ aEnodac [ GEncas | dg=o
0 \&.© ¢ (€) Ce01()
Z s ozn&imo parameter, s katerim @&@mo lego tok na mejnicrti Gy Del v oglatem oklepaju
ozn&imo zﬁ*(g) in predstavlja nadomestno linijsko obt® zaradi zunanje obitbe na mejnirti ngz
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182 1 Upogib z osno silo

ter na delu prereza/” in zaradi napetosti; vzdolz meje?;
F7(&) = / P ds + / TdAe + / Geds =27 (€) + / G¢ ds. (1.336)
e () ¢ (€) Ce01(6) Ce01(6)
Sz *(5) ozn&imo zunanijo linijsko obtébo za del prereza”
77() = / o ds+ / FdAs. (1.337)
Ce.- () ¢ (€)

Enabo (1.339 krajSe zapsemo takole:

M‘
Ol

€
ﬁs dAg + / Ué‘ dAg + / (1338)
¢ (0) ¢ (&) 0

Z odvajanjem ravnotae enébe (.338 po ¢ dobimo (up&tevamo, da je prvlen konstanten)

a =k 8 — Xk —
(%/EgdAg—l-f :aé/ﬁgdA§+3” + / Feds =10. (1.339)
4 ”Q{S* ng()l

Z b* ozn&imo dokino mejee;’,, od tacke 0, do téke 1. Up&tevamo, da je7;" konstanten ter pred-
postavimo, da sé&. vzdolz meje%gj01 ne spreminja

/ ‘Z; dA¢ + P +G:b" =0. (1.340)
A
Iz ena&be (.340 izrazimog';
1 — % 80’5
O¢ = —— dA¢ | . 1.341
=" |7t / ge e (1.341)
%*

Po mnaenju (1.34]) z enotskim vektorjena;, dobimo izraz za stZno napetost ¢

1 . Ooee
Oce = 0¢¢ = —bf* @5 + / aé_ dA 5 (1342)
%*

Al L] [a|]




1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo 183

po mnaeniju (L.34]) z enotskim vektorjena; pa izraz za préno normalno napetost:

1 0
oo == 9<*+/g§<dA£ . (1.343)
%ﬁk

Pri izpeljavi endb (1.342 in (1.343 smo predpostavili, da sta stnia napetost,. ter pré&€na normalna
napetost ¢ vzdok Crte, ki je vzporedna 0sj, konstantni (slikal.149.

Slika 1.149:Strizna napetostig; v pretnem prerezuz;”

Primer 1.37 DoloCimo izraz za raun vzdatne normalne napetosti, v nosilcu z ukrivljeno osjo za
razlicha razmerja krivinskega polmeraproti viSin h prereza. Tako dobljene napetosti primerjamo z
rezultati za nosilec z ravno osjo. Pri izpeljavi ugevajmo, da je osna sild/s enaka nt in da ima
nosilec pré&ni prerez pravokotne oblike

Nosilec z ravno osjo

M, M,6 M,6 A
”ff(c:hm:W:: b :A:h: - 055]\2;:62.
Nosilec z ukrivljeno osja
. M, h/2-e o h
veelC =12 = e ¢ <1+h/(27~)>'
In{ —————=
1= h/(2r)
Enabo preuredimo in dobimo
h
h h h . r
P 1 <1—|—h/(2r)> 2r 1 <1+h/(2r))
Aer "\ 1w/ "\ 1w/
7€, h
o - h LAY P r
2r ) | " ) 1+h/(27) 2r ) 1+h/(2r)
\T=h/e) n(l—h/@ >)
[i]



184 1 Upogib z osno silo

Rezultate zaree A¢ /M, za razltna razmerja/h podajamo v preglednid.24

Tabela 1.24: Vrednosti izraza: A r/M,, za razltna razmerja/h

r/h | Ravna os| Ukrivljena os| Napaka [%]
1 6 9.14 34.4
12 14.40 16.7

3 18 20.24 11.1

4 24 26.17 8.3
10 60 62.06 3.3

Iz prikazane preglednice sledi, da pri razmerjs > 10 lahko uporabimo za fan normalnih napetosti
ercho, ki velja za nosilec z ravno osjo. Napaka, ki jo v tem primeru naredimo, jeSanan] 3.3%.

Primer 1.38 Za kljuko na slikil.150doloCimo potek vzdd@he normalne napetost, v preCnem prerezu
m — m! Pritem je silaF’ = 20 kN, velikosti razdalpy, bs, h, 71 iNn ro pa so:by = 4 cm,bs = 1 cm,
h=9cm,ry =3cminry, = 12cm.

T 7

\
\
\
\
\
Yz

pre¢ni prerez
AC
It T =y
T
i,ﬁ T e
I
1=<by
Slika 1.150:Geometrija kljuke
Vzdolzno normalno napetost, izraCunamo po eribi (1.339
N, —e) M,
055275+£(C e) My
Ag A§ (1 — <I€) (&
PloCina pré&€nega prereza, je
by +b 4+1
Ae = 1; 2h= ; 9 = 22.5 cm?.
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1.7 Nosilec z ukrivljeno osjo 185

> v

Razdaljar do teZista

. L bi42by b 4+42-1 9
r=r =rM+-—=""== - — = 6.6 cm.
R i+1 3

Izraz zam za pré&ni prerez trapezne oblike podaja Tigemko!

. L 72 (bl — bg) E B _ 1
m = Ag <(b2 + 7h ) In - (bl bg)) 1=
0.6 ((1 + 12(4_1)> miZ_ (4 - 1)> —1=0.153232,

T 225 9 3
razdaljae pa je (enéba (1.333)
m
‘T (1+m)

Ukrivljenosti osi x izraCunamo po erizbi x| = 1/r = 0.151515 cm~ L} Ukrivljenost « je lahko
pozitivna ali negativnaCe je vektor odvodae; /d¢ usmerjen v smeri vektorjé;, je ~ pozitivna, sicer
pa je negativnha. Razdaljaza obravnavani primer je:

0.153232

- — 0.876952 cm.
© = 0.151515 (1 + 0.153232) o

Za r&tun vzdokne normalne napetosti, potrebujemo koordinat{; = » —3 = 3.6 cmin( =
—(ro —7) = —5.4cm. KerjeNe; = F = 20 kN in M, = Fr = 132 kNcm, izr&unamo vzddno
normalno napetost na obeh robovih takole:
Ng K Cl — €
= —_— _——— M =
Jfé(C1) A{ + A{ (1 . Cl H) e n
20 n 0.151515 (3.6 — 0.876952) 132
225 225 (1 -3.6-0.151515) 0.876952
Ng K CQ —€
= — _—— M =
U€£(C2) Ag + Ag (1 - CQ H) (& K
2 15151 —5.4—0. 2)132
_ 0  0.151515 (-5 0.876952) 13 961043 kN /em”.
22.5 225 (1+5.4-0.151515) 0.876952

= 6.96113 kN /cm?,

Na sliki 1.151prikazujemo potek vzdahe normalne napetosti, v precnem prerezun — m.

T S. Timoshenko, Strength of Materials, Part 1, Third Edition, D. Van Nostrand Company, Inc., Princenton, New Yers
1958.
¥ M. Stanek, G. Turk, Statika Il, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za graditeniin geodezijo, Ljubljana, 1996.
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T =~ _ /6961
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= ¢
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1 Upogib z osno silo

Slika 1.151:Potek vzdatne normalne napetosti. v preénem prerezun — m

Primer 1.39 Zap&imo definicijo ukrivljenostk ravninske krivulje v ravnini, z (slika1.152).

Slika 1.152:Enotska vektorja&; in €,

Ukrivljenost zap$i z odvodomiz/dz! S £ ozn&imo dokino krivulje od izbrane téke O na krivulji, do

poljubne t@¢keT na krivulji.

Z ¢ ozn&imo enotski vektor, ki |2 na tangenti na krivuljo in ima smer n&tajcCega parametré. Z
a ozn&imo kot med pozitivno smerjo abcisne asin med vektorjene,. Pozitivha smer vektorjg; je
dolocena tako, da vektai; zavrtimo v pozitivni smeri za kdt70°. V tem primeru jeg; ||€,,. Vektorjaég

in €; zapsemo s kotonay

€¢ = cos € +sina e,

€, = —sina e, + cosa e,

Ukrivljenost ravninske krivulje definiramo z etlao

de

df = K,EC

Ce (1.344 odvajamo pc in updstevamo {.345, dobimo
dee _ (—sinaé. +cosa€)d—a =€, da
e v g Tt dg
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Iz primerjave med.346 in (1.347 sledi, da je

_ da

=& (1.348)

K
Ukrivljenost, ki jo definiramo z er@o (1.346, je lahko pozitivna ali negativna kdina ali pa je enaka
nic." Ce en&bo (1.345 odvajamo p& in updstevamo {.344 in (1.349, dobimo

i _ da

d
i (—cosaé, —sinaéy) d—z = —é i3 = —K €. (1.349)
Vzemimo sedaj primer, da je krivulja ddlena z enébo
z = f(x). (1.350)
Ker dolcta odvodiz/dx = 2’ = f'(x) smerni koeficient tangente
2 =tga, (1.351)
sledi
a = arctg?’. (1.352)
Enabo odvajamo pa:
da  d(arctgz’) 1 d
de dx 1 —22 dx
in dobimo p L 4 .
(e z z
Zapisimo diferenciati&
3
dé =1+ 2?%dx dr = ——. 1.354
. B e (359
ter iz en&b (1.353 in (1.359 dobimo:
da  do 2"
— =142 =" 1.35
dr —aV T T (1.355)
izen&b (1.348 in (1.359 paizraz za ukrivljenost
"
oo 7 (1.356)

€~ Ja-2p

Primer 1.40 Dolocimo specifino spremembo dohe D, materialnega vlakna, ki ima pred deformiran-
jem smer os§. Kolicina Dy je definirana z enébo (glej en&bi 1.35in 1.46 v M. Stanek, G. Turk, Osnove
mehanike trdnih teles)

TV primeru prostorske krivulje ukrivlienosk definiramo tako, da je lahko le pozitivna kiiia ali pa enaka Bi
K = |dég /dE|.
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188 1 Upogib z osno silo

1 dg — 1] de

D¢ = — (1.357)
¢ |Ge| dg
Enabo (1.357 preoblikujemo
=/ |2 =/ =)
De = 19 _ 9el _ JE ey (1.358)
|G| Je - G
UpaStevamo enébo (1.302
L, . ou
ge = ge + €
in dobimo
PR L ou L ou oL L o0u 0u ou
Za majhne pomike in zasuke lahko nelineattene zanemarimo
- (L
95'96%9§'9€+29£'87§:95'95-1-2655. (1.359)

Enabo (1.359 vstavimo v (L.359

De— | de 2%y [y 2oy
Je - Ge Je - Ge

V primeru majhnih deformacij je drugdilen pod korenom majhen v primerjavi z 1. Kvadratni koren
nadomestimo s poténo vrsto in updtevamo le konstantni in lineardien:

Dy = ¢
ge - 9¢

Speciftna sprememba doihe D, je v primeru majhnih deformacij enaka fizikalni komponenti normailne
deformacijeD, ~ &¢¢. Zato je

1.8 En&be gibanja nosilca

V tem razdelku za@iemo enébe gibanja za linijski nosilec. S takimi eff@ami r&unamo pomike
nosilca, na katerega delujeta linijska dtita 2(z,t) in linijska momentna obfba.#(z,t), ki se s
Ccasom spreminjata. E@bo gibanja za delec telesa smo izpeljali v drugem razdelku knjige M. Stane

+
2

1
\/1ix:1ig— VCAREEEE

N =
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1.8 En&be gibanja nosilca 189

G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za grathernn geodezijo,
Ljubljana, 1998:

dé, 04, 00, 0%
Ty =p— 1.360
Ox 8y+8z v Poiz ( )
ki jo lahko zapgemo tudi takole
06, 05, 00, 0% .
— d—p—5 ) =0. 1.361
6x+8y+8z+<v paﬂ) 0 (1.361)

Izraz —p (0% /0t?) predstavlja vztrajnostno silo. V razdelku2.3smo za linijski nosilec definirali
linijsko obtezbo & z enabo (1.14)

P(x) = / Ps dCy + / TdA, (1.362)
%, A

ter linijsko momentno obi&ho./ z endbo (1.21)

—

Mz) = /ﬁx X g dCy + /ﬁm X TdA,. (1.363)
, o,

Ce vizrazih (.362 in (1.363 updstevamdse vztrajnostno silo, zag@mo linijsko obtébo Z * takole:
0%

P o
o,

—

P =P dA, (1.364)

linijsko momentno obtebo.Z " pa takole:

ot?

//z*://z_p/ﬁmx
g

dA,. (1.365)

Predpostavili smo, da se gostgteateriala ne spreminja. Ravnate en&bi (1.16) in (1.25 za nosilec z
ravno 0sjo, ki je obtéen tako, da se olitba stasom spreminja, dobimoe v (L.16 upastevamo {.3649,
v (1.25 pa (1.365:

oz ot? 12
A o,

]\7 — 24 — M — — 24 —
8+@(x)—p/MdA_o, %x—i-é'x]\f—i—e//l(:r)—p/p_’zx?dAx—O. (1.366)

Ce enbi (1.59 za pomikau, in u, ter en&bo (1.60 za pomiku,

dv dw
Uy =, U, = w, Upg =U— — Y — — 2

de ” dx
Al [H1] [&]



190 1 Upogib z osno silo

dvakrat odvajamo poasut

a2uy _ 872’0 0%, _ 0w 9%u, B 62714 B v B Pw ;
a2~ o2’ o2~ o’ o2~ o2 ozorr?  ozor”®

zapBemo drugi odvod pomiké po Casu z enébo

Pi_(Fu_ o Pw N o o
o2~ \ o2 ozorr?  ozor a2 v gz o

endahbi (1.366 pa v skalarni obliki takole (glej tudil(30), (1.31) in (1.59)

ON, 0%u
A,

Ox o2 =0,
ONy 0%v
Br TP Aae =0
N 2
0 z z pAm 671; = 07
63]@ ot (1.367)
e =0
oM, Pw
o Y _ N, +.4, -i-pfya 5 =0,
OM., v

N, + .4, —0.
gz TNt A plg s =0

UpacsStevali smo, da stg in z 0os glavni vztrajnostni osi v BSCu pr&nega prereza. Z uptevanjem
(1.86 in (1.367, zapBemo endébe gibanja za nosilec takole (spremembo temperaturedienje ne
upcstevamo)

0 (9u 0*u

H? 0% 0% v oM,
W<E132)+pA o Plgmar ~ v gy =0
0? 0w 0w 0w oM,

5 | Ely A, I — P, - Y .
aﬁ( yax2>+” o Plvggen 7 g, 70

Vpliv Elenov p I, (8*v/0z% 0t%) in p I, (0*w/0x? 0t?) na pomikav in w je obitajno majher, zato
lahko zapsemo

2 2 2
9 <EI 07 >+pr8;’—<@y+a///Z:0,

322 027 ai 0z

o2 0w 0w .4
El A, T gy O

a2< ya2>+p o2~ 7 gy 0

T W. Nowacki, Dynamics of Elastic Systems, Chapman & Gall, Itd., London, 1963.
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1.8 En&be gibanja nosilca 191

Enabe, ki upétevajo tudi vpliv osne in pimih sil na pomikav in w ter en&bo gibanja zaradi torzijske
obte&Zbe podajata Nowacki pa tudi 8.

T W. Nowacki, Dynamics of Elastic Systems, Chapman & Gall, Itd., London, 1963,
V. Br€ic, Dinamika konstrukcija, Graevinska knjiga, Beograd, 1981.
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2 Enakomerna torzija

Pri upogibu z osno silo je nosilec ozt tako, da je zasuk, okrog vzdokne osi nosilca enak @i S
pojmomtorzija nosilca opisSemo tako deformiranje nosilca, da je zasykod ni¢ razlicen.

Enakomerna torzija ravnega nosilca je tako ol#en nosilec, pri katerem je torzijski momemt, kon-
stantenvzdok celotne osi nosilca. Razen tega je nosilec tako podprt, da nikjer ni pex@iebocitev
pretnega prereza.

2.1 Enabe enakomerne torzije

Raven nosilec s konstantnim grem prerezome, je obte&en le v krajgtih s takovnima torzijskima
momentomd\@% = —Mior €, IN MfL = Mo €, €nakih velikostiM,,, in nasprotnih smeri (slika.1)

ME + ME = 0. (2.1)

1/R
MxO

A
— - >
\
1
vZ

Slika 2.1:Nosilec je obtéen le v obeh kraitih s torzijskima momentomai % in M7

IzboCitev oziroma deplanacija kateregakoli pnega prereza ne bo ovirané nosilec podpremo z
vili¢asto podpora Taka podpora preptezasuk prénega prerezaz, in pomike v smerely in z. Na
sliki 2.2 je prikazan nosilec, ki je v ftki x = L obtezen s torzijskim momentom/,, v tocki z = 0 pa
podprt z vili€asto podporo.

tV primeru, ko je v nekem pimem prerezu preptena izbditev, nastane vzdbha normalna napetosi...
To pa je primerneenakomerne torzile Enakomerno torzijo imenujemo tudi neovirana torzija, neenakomerno
torzijo pa ovirana torzija.
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2.1 En&be enakomerne torzije 193

Slika 2.2:Vili tasta podpora pregiiele zasuk okrog vzddhe osi nosilca in pomika v péei smeri
prereza

V obravnavanem primeru je izmestih notranjih silv,, Ny, N., M, M, in M, od ni razlcen le
torzijski momentM,,
M, = M, = konst. (2.2)

Z opazovanjem tako podprtega in obt@ega nosilca ugotovimo, da se pojavijo le spremembe pravi
kotov v ravninah £, y) in (z, z), ostale deformacije pa lahko zanemarimo

Ezy 7 0, €zz # 0, (2.3)

Exa R Eyy R €45 R yy = 0. (2.4)

Iz end&b (2.3) in (2.4) sledi, da se pi@i prerez deformira le pravokotno na ravnino@rega prereza (se
izboCi), v ravnini prereza pa velikosti in oblike ne spremeni.

Enabe enakomerne torzije izpeljemoée ené&be @.3) in (2.4) updstevamo v osnovnih ethah lin-
earne teorije elasinosti (kinematine enébe, ravnoténe enaébe, Hookov zakon). Z ugevanjem
Hookovega zakonadobimo

00y =2Gewy, 00 =2GCeqs, (2.5)

Opg = Oyy = 04, = 0y, = 0. (2.6)

G je strizni modul materiala.
Ker je nosilec obtgen le s torzijskima momentome % in MfL, je prostorninska obiba enaka i
vy = vy = v, = 0. (2.7)

V ravnoteznih enacbah za poljubni delec znotraj nosilca utevamo engbe R.5—2.7) in dobimo

00zy 00,

oy 0z
Al [1] (4]

=0 (2.8)




194 2 Enakomerna torzija

ter 9 9
Ox Ozxz
8gjy =0 — Ogxy = Ua:y(ya Z)? O
Iz en&b (2.9 sledi, da mora biti ravnokma endéba @.8) izpolnjena v obmoju pre&&nega prerezaz,. 1z
end&b (2.9) sledi, da se stzni napetosti,, in 0,.. vzdolz osiz ne spreminjata, eg@a .5 pa pove, da
enako velja za stzni deformacijie,, in €.

=0 — 05 =0:(y2). (2.9)

€y = €y (¥, 2), Exz = €x2(Y, 2). (2.10)

Robni pogoji za mejno ploskev brez krajnih ploskex,, in <71, (plast nosilca):

Enotski vektor v smeri zunanje normale na mejno ploskev brez krajnih ploskeun <7, nosilca
0zn&imo z é,, v smeri tangente na mejrioto 4, preCnega prerezaz, pa ze (slika 2.3). Enotski
vektore, lezi v ravnini(y, z), vektoreg pa sovpada z vektorjedl.

&

Slika 2.3:Enotska vektorja v smeri zunanje normale na mejno ploskev nosilca in v smeri tangente
na mejnocrto pr&nega prereza

Ce updtevamo enébe @.6) in dejstvo, da je na mejni ploskvi z zunanjo normalpvektor zunanje
obtezbep, enak n€, zapsemo robne pogoje takole:

Pna = Ogy €ny + Ogzpz = 0, Pny = Oyz €nz = 0, Pnz = Ozx €z = 0. (2.11)

Ker je pri nosilcu s konstantnim ptaim prerezomz, smerni kosinusg,,,, enak n€, dobi robni pogoj za
enakomerno torzijo naslednjo obliko

Co: Ony(Y,2) eny + 022(y, 2) €y = 0. (2.12)

Robni pogoji za mejni ploskvie,g in <,

Za mejno ploskev, sta obtébi pz, in pz. enakovredni torzijskemu momentd§ (M2 = ME &,),
za mejno ploskews,;, pa sta obtgbi p,, in p,. enakovredni torziskemu momentw” (MF =
ME &) po en&bah (slika2.4)

Mﬁ) = / (yp:fcz - Zp:?:y) dAxa Mﬁ/ = / (ypxz - pry) dA;.
,!Z{z() ‘%L
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2.1 En&be enakomerne torzije 195

Slika 2.4:Obtezba na ploskev, ter .7, 1,

UpcStevamo, da j@; = 0y ez + Oyezy + 02 €z, IN Py = 0y egy + 0y ey + 02 es.. Sledi, da je
Piy = —Ogzy, D3z = — 0z OZIIOMAP,y = Oy, Pzz = 04 IN dObIMO

Mﬁ) = — / (YyOpz — 204y) dAy, MfL = / (YyOzz — 204y) dAy.
Hyo Ay,

Sedaj zagiimokinemati¢ne end&beza deformacije ob ugevanju enéb 2.4) in (2.10

e = O S0 = gy 2), (2.13)
ey = aauyy =0 —  uy=uy(z,2), (2.14)
€ry = 8;; =0 —  u,=u,(z,vy), (2.15)
2e4y(y,2) = ﬁuya(i,z) + auxéggj,z) — &Ly;i,z) =2¢e4y(y,2) — auxa(z’ Z), (2.16)
2ern(y,) = LEATY) | Qln) Q) QD (o)
re, 8uza(§,y) 8uya(;c,z) 0 auzé(;,y) _ _8uy(§j,z)7 2.18)
We = wys = % (8uz({§?aj,y) - 8“*’5?’”) , (2.19)
Wy = Wap = % <8“‘””8(i/’z) = 6”‘25;’::’”) , (2.20)
o=y = % <auy8(;:,z) - auxa(z,z)) 2.21)
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196 2 Enakomerna torzija

Iz end&be Q.16 vidimo, da jedu, /0x neodvisen o, kar pomeni, da je,(z, z) linearna funkcija od
x (a in b sta konstanti)

uy = f(2) (a +bx).
Iz en&be @.17) vidimo, da jedu./0xz neodvisen od:;, kar pomeni, da je..(z,y) linearna funkcija od
x (c in d sta konstanti)

u, = F(y) (c+dzx).

Enabo .18 vstavimo v .19

_ Oua(zyy) . Ouy(w,z2)
W= oy 0z

Iz end&be Q.22 sledi, da jedu, /0z neodvisen od. Zato jeu,(x, z) linearna funkcija ot (A in B sta
konstanti)

(2.22)

uy = (A+ Bz)(a+bx). (2.23)

Iz en&be Q.22 sledi tudi, da je)u./Jy neodvisen od,. Zato jeu,(z,y) linearna funkcija od; (C'in
D sta konstanti)
u, = (C+ Dy)(c+dx). (2.24)

Enabi (2.23 in (2.24) vstavimo v @.22) in ugotovimo, da je zasuk, linearna funkcija odx
wr = K+ ar =w,(z), (2.25)
kjer staK in o konstanti. Konstanta je specificni torzijski zasuk

o dwy

dx
En&bo Q.22 integriramo od téke 77 (0, z¢) do tatke T'(y, zp) znotraj pré€nega prerezaz, in dobimo
(slika2.5a)

(2.26)

Y

Y Y
8uz(a:7,gj) U= | we(x)dy=w,(x y —  ux(x —uy(x =w
0/ - dy—o/ () dg = >O/dy o)~ ) =wy. (220)

Upostevali smo, da je koordinatapri integriranju vzdat osiy konstanta in je zatdxz = 0

Ou, Ou,
du, = d
U oz T + oy

Uz

y y
dy: dex=0 — /aa_ dy:/duzzuz(x,y)—uz($,0).
Y
0 0

Ce (.22 integriramo odl’>(yo, 0) do tacke T'(yo, 2) znotraj.«z,;, dobimo (slika2.5b)

z z z

/Wdz = /—wx(x) dz = —ww(x)/ Az —  uy(z,z) —uy(2,0) = —w, 2. (2.28)
0 0 0

Upostevali smo, da je koordinataje pri integriranju vzdat osiz konstantna.
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2.1 En&be enakomerne torzije 197

Slika 2.5:a) Pot integriranja v smeyi b) Pot integriranja v smeri

Tocko, okoli katere se pimi prerez v primeru enakomerne torzije zésumenujemaorzijsko srediste
prereza in jo oznmo sC(yc, z¢).T Na sliki 2.6 je prikazan primer, ko &&e T, in torzijsko sredite
C pretnega prerezaz, ne sovpadata.

xr

z
xT
wx(o) =0 B L - C T )
Yy P

I

\

n

Y z z

I e

L/2
0

Slika 2.6: Torzijsko sredite C(yc, z¢) je totka, okoli katere se ptai prerez zavrti

Enabe za raun torzijskega sreéita podajamo v razdelki@.2 in 2.6. Pomikau, in u, torzijskega
sred&taC sta torej enaka i Ce to updtevamo v2.27) in v (2.28, dobimo

y=yo:  u(z,y0) = u(2,0) + weyo =0, (2.29)
z=zc: uy(z, 2c) = uy(x,0) —wz 2o = 0.
1z (2.29 izrazimo pomikau(x,0) in u,(z,0)
uy(x,0) = —wy Yo, uy(2,0) = wy 2¢
in ju vstavimo v enébi (2.27) in (2.28
uy(z,2) = —we (2 — 20), uz(z,y) = we(y — yo)- (2.30)

Pomikau, in u, v poljubni tacki 7" smo izrazili z zasukonw, in razdaljama te ttke od torzijskega
sreditaC (slika2.7).

t Koordinati torzijskega sre#a yc, z¢ sta geometrijski karakteristiki pteega prereza. To pomeni, da sta odvisni
le od oblike in dimenzij prénega prereza nosilc&e ima préni prerez simetrijsko os, Z&torzijsko sredice na tej osi.
Dolotanje koordinayc, z¢ je opisano v razdelki.2, 2.3 2.4in 2.6.
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198 2 Enakomerna torzija

Slika 2.7:Grafieni prikaz pomikowu,, in u, pri enakomerni torziji

Ce enébi (2.26) in (2.30 vstavimo v @.16) in (2.17), izrazimo strEni deformacijie;,, in €., S pomikom
ug IN S speciftnim torzijskim zasukona

) = 5 (255D - oz - 20)).

2
9y (2.31)
zz\Y, - 2 Oz Yy —Yc .
Popolni diferencial pomika, zapsemo zaradi ertde @.13 takole:
ou ou
= —o T dz. 2.32
du, By dy + 9, dz (2.32)

Ko end&bi (2.31) vstavimo v .32, sledi
duy = (2e4y(y,2) + a(z — 20)) dy + (2€4:(y, 2) — aly —yo)) dz. (2.33)

Pri re&Sevanju enéb enakomerne torzije moramo {tevatise zvezo med torzijskim momentoid,, ter
napetostimar,, in o, (slika2.8)

M, = /(Ju Y — Ozy2) dAy (2.34)
Ly

ter pogoja, da sta peei sili N, in NV, enaki nE

N, = /awy dA, =0, N, = /am dA, = 0. (2.35)
o, A,
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2.2 R&evanje ené enakomerne torzije po metodi pomikov 199

Slika 2.8: Torzijski moment)/, je definiran glede na kte pré&nega prerezaz,

ZapiimoSe enabi za zasukay, in w. (glej en&be .20, (2.21), (2.26 in (2.30)

1 (Oug(y,
wy_wzm_2<ua(g:z)_a(y_yc)>7
2.
Wy =w _ 1 M%—a(z—z) &
z — Wy — 9 8y C .

Prikazane ertbe enakomerne torzije lahkoStgemo panetodi pomikov ali po metodi napetosti Ce
ravnoténe enabe izrazimo s pomiki, potem e¢lae enakomerne torzijegejemo po metodi pomikov.
Ce pa ravnotene enabe izrazimo z napetostmi, moramo GpevatiSe kompatibilnostne pogoje, ki jih
tudi izrazimo z napetostmi. Rananje napetosti iz ravnaieih en&b in kompatibilnostnih pogojev je
metoda napetosti.

2.2 Re&evanje en&b enakomerne torzije po metodi pomikov

Ravnot&no ené&bo enakomerne torzij(8)

003y 00,

oy 0z =0

Ay -

izrazimo s pomikomu,, ¢e up&tevamo 2.5) in (2.31)

Ouy
0z

aw:QGew:G( —a(z—zc)>, UIZ:2G£M:G< —i—a(y—yc)). (2.37)

Tako dobimo
9%, n 9%,
oy? 072

Al L] [a&]
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Ce (2.37) vstavimo v @.12), potem tudi robni pogoj izrazimo s pomikoim

Ouy Oug
Cp - ( oy a(z— zc)) eny + (82 +a(y— yc)> enz = 0. (2.39)
Popolni diferencial pomika,.(y, z) (ena&ba @.33) izrazimo z izb@itveno funkcijo®(y, z) po en&bi
duy = ad®(y, z) = « ( dy + — dz> . (2.40)
Yy z

En&bo .40 integriramo od tokeT'(yo, zp), do poljubne tékeT'(y, z) znotraj prénega prerezav, in
dobimo
Uy — Uz = (D — D). (2.41)

Z ugzy = uz(yo,20) In &9 = P(yo, 20) Sta 0znéeni intagracijski konstanti. Egao @.41) vstavimo v

(2.39

02d 9P
Tt g5t gm0 (2.42)
inv (2.39
o0 O
Cr <5)y —(z— ZC)) eny + <8z +(y — yC)) enz = 0. (2.43)

Tudi koordinatiyc in z¢ torzijskega sredta C izrazimo z izb@itveno funkcijo®. Pri enakomerni
torziji sta pré&ni sili N, in N, enaki nt

N, = /owy dA, =0, N.= /am dA, = 0. (2.44)
o, A,

Napetostir,, in o, izrazimo z izb@itveno funkcijo®, Ce v 2.37) updastevamo 2.41)

0] d
Opy =2Gegy =G (6 (z—zc)>, 0p: =2G €4, = G <8

5 o - yc>) . (245)

En&bi (2.45 vstavimo v @.44) in dobimo

()
aG gydAa:_/ZdAa:"‘l_ZC’/dA$ =0,
Ay Ay Ay
aG dAg;—l—/ydAm—yc/dAQj =0.
Ay Ay oy
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2.2 R&evanje ené enakomerne torzije po metodi pomikov 201

Upcstevamo, da stél, = [, 2dA, =0in S, = [, ydA, = 0, ter dobimo engbi za r&un koordinat
torzijskega sredtayc in z¢

1 0P 1 0P
Yo = A7x / Dz dAy, zZc = _Ai dA. (2.46)

Ay
o, A

Koordinatiyc, z¢ torzijskega sredta C v en&bi (2.43 zapBimo z integralom vzddl mejnecrte .
To dos&emo,Ce v Greenovem integralnem izreku (éba (1.109)

oP, 0P,
/ ( TR >dAx - / (P, dy + P, dz) (2.47)

x x

upcstevamo, da j&, = 0 in P, = ®. Tako dobimo

9P 14, - / B dz. (2.48)
dy

Ay o

Ce pavzamemo, da je. = 0 in P, = ®, sledi

gq) dA, = / O dy. (2.49)

Ay e

Koordinati strznega sredta .46 izrazimo z integralom vzdal mejnecrte %, e 2.48 in (2.49

vstavimo v @.46)

1 1
= ) = () 2.
Yo dy, zo dz. (2.50)

x %fl)

Sedaj lahko robni pogopR(43 izrazimo z integralom vzdé@lmejnecrte ¢,

0P 1 0P 1
Cr ay—z—AI/(I)dz Eny + 6Z+y+A$/<I>dy enz = 0. (2.51)

Izbotitveno funkcijo® izratunamo iz diferencialne etbe @.42), ¢e up&tevamo robni pogoj(51).
Diferencialno enébo r&imo numeigno. Dolaanje izb@itvene funkcijed je ravninska naloga v ravnini
pretnega prereza/,. |zbocitvena funkcija je odvisna od oblike in velikosti [@reega prereza/,.

V enabi (2.34) upcstevamo 2.45 in dobimo

m—OgG/(;y +z +(9q)y—€g§z>dAm. (2.52)
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202 2 Enakomerna torzija

Z I, ozn&imo torzijski vztrajnostni moment

0P 0P 0P 0P
_ 2 2 0% 0% _ _
I, = / (y + 27+ 5. Y 3y z) dA; =1, + I, + / <8z Y i z> dA,, (2.53)
in dobimo enébo za ré&un speciftnega torzijskega zasuka
M,
o= oL (2.54)

ReSevanje en&b enakomerne torzije po metodi pomikov poteka takole:
- 1z (2.42 in (2.5)) izratunamo izboitveno funkcijo®

- 1z (2.46 izraCunamo koordinati in z¢ torzijskega sredtaC
- 1z (2.53 izraCunamo torzijski vztrajnostni momeng

- 1z (2.54) izratunamo specifini torzijski zasukx

- 1z (2.49 izraCunamo stini napetosti,,, in o,

- Deformacijie,,, in €, izraCunamo iz 2.5

- Torzijski zasukw, izraCunamo iz 2.25. KonstantoX dobimo,Ce up&tevamo, da je zasuk pre-
reza, v katerem je postavljena ¢iista podpora, enaki

- Pomiku, — ugg izraCunamo iz enébe @.41). Ce vzamemo, da je pomik;, tockeT'(yo, zo) enak
ni¢, dobimo iz2.41pomik u, glede na téko T'(yo, zo)

- Pomikau,, in u. izraCunamo iz enébe .30
- Zasukaw, in w, dobimo iz enébe .36

Na ta n&in izraCunamo vse neznanke;, uy, U, Wy, Wy, Wz, Ozy, Oz, Exy IN Ex2.

ObstajaSe druga definicija torzijskega sredi&Ca, ki jo opisujemo vrazdelku 2.6.2 Po tej definiciji
izratunamo koordinati torzijskega srééa po enabah

yoly +zc Ly = —loy,  yoly: +2c L. = lo.. (2.55)
Z Iy, in Iy, 0zn&imo
I<I>y = /Z(I)dA:m Iy, = /yédAxy (256)
oy Ay
kjer je @ izboCitvena funkcija. 1z 2.55 izraCunamo koordinati, z¢ takole:
I, I L, 1 I, I I, 1
yo= -t lples o Lyces ¥ s ley (2.57)
I, 1. —I2, I, 1. —I2,
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2.3 Re&evanje en&b enakomerne torzije po metodi napetosti

Pri reéSevanju enéb enakomerne torzije po metodi napetosti ézr@amo napetosti iz ravnaieih en&b
in kompatibilnostnih pogojev. Iz eghe @.31) vidimo, da imamo za &un pomikau,, iz deformacije,,,

in €5 na razpolago dve eahi. To pomeni, da sta deformaciji,, in .. med seboj odvisni. Odvisnost
med deformacijama,, in ¢,.. doloCajo kompatibilnostni pOgoji

%dum—o, fduw—o, (t=1,...,N). (2.58)
%p %pi
S ¢, je oznd&ena poljubna sklenjena krivulja znotraj integracijskega afjene,, N je Stevilo odprtin

p; V pre€nem prerezu,, 6,; So poljubne sklenjene krivulje, ki odprtine obkajo. Na sliki2.9
prikazujemo préni prereze/, z dvema odprtinamaz,; in ., ter sklenjene krivuljez,, €,1 in €.

Slika 2.9: Pre&tni prerez z dvema odprtinama
Izraz 2.33 vstavimo v prvo od enzb (2.58 in dobimo
fduw = j([ ((2 €y + (2 — zc)) dy + (2 €z —a(y — yc)) dz> =0. (2.59)
G G

Ce v Greenovem integralnem izrekR.47), ki ga zapsemo za obmitje 4, ki ga dol@a sklenjena
krivulja ¢, updstevamo, da je

Pz:25:cz_a(y_y0)a Py:25zy+a(2_ZC’)'
zapBemo enébo .59 takole:

?{dux = 74((2 oy +a(z — 20)) dy + (2€2. — a(y — yo)) dz) -

Cp ©»

Oe Oe
—9 rz Ty A, = 0.
/ < oy o “) e =0

P

(2.60)

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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Ker je €, poljubna krivulja znotraj integracijskega obria <7, je en&ba2.60identicno izpolnjena le,
cejel
Otz Ocgy

y 0z

Ay —a=0 (2.61)

za vsako toko znotraj obmoja <7,
Pri vetkrat sovisnih obmgjih (prerezi z eno ali v odprtin) morajo biti izpolnjeni kompatibilnostni

pogoji tudi vzdok sklenjenih krivulj¢y; (¢ = 1,...,N) (druga izmed enb (2.58). Za krivulje %,
(t=1,...,N) lahko izberemo tudi mejnérte %,; notranjih odprtine,; (slika2.10

fdux:o, (i=1,...,N). (2.62)
ani

Slika 2.10:Prerez«, dolotajo zunanja mejna krivulj&, ter notranje mejne krivulj&,;

Enabe .62 lahko z up&tevanjem erizb (2.47) in (2.59 zapBemo takole:
%(exydy—i—smdz) = a Api, (i=1,...,N). (2.63)
(gni

Z A,; ozn&imo plastino notranje odprtinez,;, ki jo dolota mejnacrta%,;. Enabi (2.61) in (2.63
izrazimo z napetostmi (ehi (2.5))

00y, Oy

oy : —24G =0, 2.64

ay 9z ¢ (2:64)

G 75<axydy+omdz)=2aGAm, (i=1,...,N). (2.65)
cgni

Enaba @.64) in en&be .65 predstavljajo pogoj za endlost pomikau,., izrazen z napetostima.

Da bi bilo reSevanje engb enakomerne torzij@m lazje, vpeljemo znotraj integracijskega ob@je.r, in

T M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998 (primer 1.10).
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