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na njegovi mejiCx napetostno funkcijoϕ(y, z) tako, da je ravnotězna enǎcba (2.8) identǐcno izpolnjena.

σxy(y, z) = αG
∂ϕ(y, z)
∂z

, σxz(y, z) = −αG ∂ϕ(y, z)
∂y

. (2.66)

Tudi robni pogoj za vsako mejnǒcrtoCz, Cni (i = 1, . . . , N ) (enǎcba (2.12)) izrazimo sϕ(y, z)

Cz, Cni :
∂ϕ

∂z
eηy −

∂ϕ

∂y
eηz = 0, (i = 1, . . . , N). (2.67)

Ugodno je,če enǎcbe (2.65) in (2.67) izrazimo v naravnih koordinatah (η, ζ) mejnih krivulj prěcnega
prereza

y = y(η, ζ), z = z(η, ζ).

Vsaki tǒcki mejnih krivulj Cz, Cni (i = 1, . . . , N ) pripadata pravokotna enotska vektorja~eη in ~eζ , ki
predstavljata normalo in tangento na mejno krivuljo (slika2.11). Normala~eη je usmerjena navzven.

Slika 2.11:Enotska vektorja~eη in ~eζ sta usmerjena v smeri normale oziroma tangente na mejno
krivuljo

Bazna vektorja~eη in ~eζ izrazimo glede na nepomično bazo~ey in ~ez z enǎcbama

~eη = eηy ~ey + eηz ~ez, ~eζ = eζy ~ey + eζz ~ez. (2.68)

Ker sta enotska vektorja~eη in ~eζ med seboj pravokotna in ležita v ravnini z normalo~ex, sledi

~eη = ~eζ × ~ex = eζz ~ey − eζy ~ez. (2.69)

Iz enǎcb (2.68) in (2.69) sledi (glej tudi sliko2.11)

eηy = eζz, eηz = −eζy. (2.70)

Ker so koordinate (y, z) in (η, ζ) med seboj odvisney = y(η, ζ) in z = z(η, ζ), velja

dy =
∂y

∂η
dη +

∂y

∂ζ
dζ, dz =

∂z

∂η
dη +

∂z

∂ζ
dζ. (2.71)

Prirastek poljubnega krajevnega vektorja~ρ v ravnini (y, z) lahko izrazimo glede na oba koordinatna
sistema

d~ρ = dy ~ey + dz ~ez = dη ~eη + dζ ~eζ . (2.72)



206 2 Enakomerna torzija

Enǎcbo (2.72) skalarno mnǒzimo z~ey oziroma z~ez in dobimo

dy = dη eηy + dζ eζy, dz = dη eηz + dζ eζz. (2.73)

Iz primerjave enǎcb (2.71) in (2.73) sledi

∂y

∂η
= eηy,

∂y

∂ζ
= eζy,

∂z

∂η
= eηz,

∂z

∂ζ
= eζz. (2.74)

Na enak nǎcin izpeljemo izraze za odvode∂η/∂y, ∂η/∂z, ∂ζ/∂y in ∂ζ/∂z, ki jih uporabimo v razdelku
2.4.1. Ker jeη = η(y, z) in ζ = ζ(y, z) sledi:

dη =
∂η

∂y
dy +

∂η

∂z
dz, dζ =

∂ζ

∂y
dy +

∂ζ

∂z
dz. (2.75)

Enǎcbo (2.72) mnǒzimo z~eη oziroma z~eζ :

dη = eηy dy + eηz dz, dζ = eζy dy + eζz dz. (2.76)

Iz primerjave enǎcb (2.75) in (2.76) sledi

∂η

∂y
= eηy,

∂η

∂z
= eηz,

∂ζ

∂y
= eζy,

∂ζ

∂z
= eζz. (2.77)

Enǎcbi (2.70) lahko sedaj zapišemo takole (upǒstevamo (2.74)):

∂y

∂η
=
∂z

∂ζ
,

∂z

∂η
= −∂y

∂ζ
, (2.78)

robni pogoj (enǎcba (2.67)) pa zaradi enǎcb (2.74) takole:

Cz, Cni :
∂ϕ

∂z

∂y

∂η
− ∂ϕ

∂y

∂z

∂η
= 0, (i = 1, . . . , N). (2.79)

Ko upǒstevamǒse enǎcbe (2.78), dobimo

Cz, Cni :
∂ϕ

∂z

∂z

∂ζ
+
∂ϕ

∂y

∂y

∂ζ
=
∂ϕ

∂ζ
= 0, (i = 1, . . . , N). (2.80)

Iz zadnje enǎcbe sledi, da je napetostna funkcijaϕ(y, z) konstantna vzdolž vsake mejněcrte prerezaCz,
Cni (i = 1, . . . , N ) (slika2.12)

Cz : ϕ = ϕz = K0, Cni : ϕ = ϕni = Ki, (i = 1, . . . , N). (2.81)

SK0 in Ki oznǎcimo konstante.
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Slika 2.12:Napetostna funkcija ima vzdolž vsake mejněcrteCz, Cni konstantno vrednost

Ker sta napetostiσxy in σxz odvoda napetostne funkcijeϕ(y, z), je dovolj,če dolǒcimo vrednosti funkcije
ϕ(y, z) le do konstante natančno. To pomeni, da lahko eno izmed konstantnih vrednosti vzdolž mejnih
črt Cz, Cni (i = 1, . . . , N ) poljubno izberemo. Običajno vzamemo, da je vrednost funkcijeϕ na zunanji
mejni črti Cz enaka nǐc

Cz : ϕz = 0. (2.82)

Konstantne vrednosti napetostne funkcije vzdolž notranjih mejniȟcrt pa dolǒcimo iz kompatibilnostnih
pogojev (2.65), ki jih zaradi enǎcb (2.66), (2.71) in (2.78) zapǐsemo takole:

Cni : −
∮

Cni

(
∂ϕ

∂z

∂z

∂η
+
∂ϕ

∂y

∂y

∂η

)
dζ = 2Ani, (i = 1, . . . , N). (2.83)

V (2.71) smo upǒstevali, da je vzdolž Cni diferencialdη enak nǐc. Ob upǒstevanju pravila za posredno
odvajanje(∂ϕ/∂η = (∂ϕ/∂z) (∂z/∂η) + (∂ϕ/∂y)(∂y/∂η)) dobimo

Cni :
∮

Cni

∂ϕ

∂η
dζ + 2Ani = 0, (i = 1, . . . , N). (2.84)

Če zapǐsemo enǎcbe (2.64) in (2.65) z napetostno funkcijoϕ(y, z), dobimo

Ax :
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 = 0, (2.85)

Cni :
∮

Cni

∂ϕ

∂η
dζ = −2Ani, (i = 1, . . . , N). (2.86)

Še enkrat poudarimo, da namesto notranje mejnečrte Cni lahko vzamemo poljubno krivuljoCpi, ki
odprtinoAni obkrǒza.† V tem primeru je na desni strani enačbe (2.86) ploščinaApi obmǒcja Api, ki ga
določa krivuljaCpi. Enǎcba (2.85) je Poissonova diferencialna enačba enakomerne torzije. Napetostno

† M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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funkcijo ϕ(y, z) izračunamo iz enǎcb (2.85), (2.86), (2.81) in (2.82). Rěsevanje teh enačb predstavlja
ravninsko nalogo v ravnini prečnega prerezaAx. Poissonovo diferencialno enačbe enakomerne torz-
ije (2.85) rěsujemoanaliti čno ali numerično. Analitične rěsitve lahko dolǒcimo le za preproste ob-
like prěcnega prereza (krog, elipsa, pravokotnik,. . .). Najpogosteje uporabljeni numerični metodi sta
difereňcna metoda in metoda končnih elementov. Pri poljubni obliki prečnega prereza je primernejša
metoda koňcnih elementov.

Specifǐcni torzijski zasukα izrazimo s torzijskim momentomMx in napetostno funkcijoϕ (enǎcbi (2.34)
in (2.66))

Mx = αG

∫
Ax

(
−∂ϕ
∂y
y − ∂ϕ

∂z
z

)
dAx = αGIx. (2.87)

V enǎcbi (2.87) definiramo torzijski vztrajnostni moment prečnega prerezaIx

Ix = −
∫
Ax

(
∂ϕ

∂y
y +

∂ϕ

∂z
z

)
dAx. (2.88)

Običajno ga izrazimo v naslednji obliki

Ix = −
∫
Ax

(
∂

∂y
(ϕy) +

∂

∂z
(ϕz)

)
dAx +

∫
Ax

(
ϕ
∂z

∂z
+ ϕ

∂y

∂y

)
dAx. (2.89)

Uporabimo Greenov integralni izrek (2.47) in dobimo

Ix = −
∮
Cx

(ϕy dz − ϕz dy) + 2
∫
Ax

ϕdAx (2.90)

Pri věckrat sovisnem obmǒcju je sklenjena krivuljaCx sestavljena iz zunanje mejnečrteCz in notranjih
mejnihčrt Cni (i = 1, . . . , N ) ter iz pomǒznih povezovalniȟcrt (slika2.13)

Cx = Cz ∪ Cn1 ∪ . . . ∪ CnN . (2.91)

Z upǒstevanjem smeri sklenjene krivuljeCx dobimo

Ix = −
∮
Cz

ϕz(y dz − z dy)−
N∑

i=1

∮
−Cni

ϕni (y dz − z dy) + 2
∫
Ax

ϕdAx.

Smer integriranja okrog notranjih odprtin je nasprotna od smeri krivuljCni. Integrali vzdoľz povezoval-
nih črtah se oďstejejo. Ko upǒstevamǒse, da jeϕz = 0 (enǎcba (2.82)) in zamenjamo smer integriranja
vzdoľz notranjih mejniȟcrt, dobimo

Ix =
N∑

i=1

ϕni

∮
Cni

(y dz − z dy) + 2
∫
Ax

ϕdAx. (2.92)
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Slika 2.13:MejnačrtaCx trikrat povezanega območja (prereza z dvema odprtinama)

Po ponovni uporabi Greenovega integralnega izreka (2.47)

N∑
i=1

ϕni

∮
Cni

(y dz − z dy) =
N∑

i=1

ϕni

∫
Ani

(
∂y

∂y
+
∂z

∂z

)
dAx =

N∑
i=1

ϕni

∫
Ani

2 dAx = 2
N∑

i=1

ϕniAni,

dobimo koňcno obliko izraza za torzijski vztrajnostni moment prečnega prereza

Ix = 2
∫
Ax

ϕdAx + 2
N∑

i=1

ϕniAni. (2.93)

Specifǐcni torzijski zasukα izračunamo iz enǎcbe (2.87)

α =
Mx

GIx
. (2.94)

Enǎcbi za strǐzni napetosti (2.66) lahko zaradi (2.94) zapǐsemo tudi takole:

σxy =
Mx

Ix

∂ϕ

∂z
, σxz = −Mx

Ix

∂ϕ

∂y
. (2.95)

Potek rěsevanja enǎcb enakomerne torzije po metodi napetosti

- Iz (2.81), (2.82), (2.85) in (2.86) izračunamo napetostno funkcijoϕ

- Iz enǎcbe (2.93) izračunamo torzijski vztrajnostni momentIx

- Iz enǎcbe (2.94) izračunamo specifǐcni torzijski zasukα

- Strižni napetostiσxy in σxz izračunamo iz enǎcb (2.66) ali iz (2.95)

- Strižni deformacijiεxy in εxz izračunamo iz enǎcb (2.5)
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- Torzijski zasukωx izračunamo iz (2.25). KonstantoK dobimo,če upǒstevamo, da je zasuk pre-
reza, v katerem je postavljena viličasta podpora, enak nič

- Zasukaωy in ωz dobimo iz enǎcbe†

~ω(T ) = ~ω(T0) +

T∫
T0

(
(~∇× ~εx) dx+ (~∇× ~εy) dy + (~∇× ~εz) dz

)
, (2.96)

če upǒstevamo, da sta leεxy in εxz različni od nǐc

ωy = ωy(T0) +

T∫
T0

(
−∂εxz

∂x
dx+

∂εxy

∂z
dy +

∂εxz

∂z
dz

)
= ωy(T0) +

T∫
T0

(
∂εxy

∂z
dy +

∂εxz

∂z
dz

)
,

ωz = ωz(T0) +

T∫
T0

(
∂εxy

∂x
dx− ∂εxy

∂y
dy − ∂εxz

∂y
dz

)
= ωz(T0)−

T∫
T0

(
∂εxy

∂y
dy +

∂εxz

∂y
dz

)
.

(2.97)

Konstantiωy(T0) in ωz(T0) še ne poznamo.

- Pomikeux, uy in uz določimo iz zasukovωx, ωy, ωz in deformacij po enǎcbi

~u(T ) = ~u(T0) +

T∫
T0

((~εx + ~ω × ~ex) dx+ (~εy + ~ω × ~ey) dy + (~εz + ~ω × ~ez) dz) , (2.98)

če upǒstevamo, da sta pri enakomerni torziji leεxy in εxz različni od nǐc

ux = ux(T0) +

T∫
T0

( (εyx − ωz) dy + (εzx + ωy) dz ) ,

uy = uy(T0) +

T∫
T0

( (εxy + ωz) dx− ωx dz ) ,

uz = uz(T0) +

T∫
T0

( (εxz − ωy) dx+ ωx dy ) .

(2.99)

Konstantiuy(T0) in uz(T0) v enǎcbah (2.99) določimo, če tǒcko T0(y0, z0) izberemo v prěcnem
prerezux = xpz, v katerem je preprěcen torzijski zasukωx (na primer v prerezux = 0). V tem
primeru sledi iz enǎcb (2.30), da sta konstantiuy(T0) in uz(T0) enaki nǐc

uy(T0) ≡ uy(xpz, z0) = −0 (z − zC) = 0, uz(T0) ≡ uz(xpz, y0) = 0 (y − yC) = 0.
† M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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Izračunati moramǒse konstantiωy(T0) in ωz(T0). Konstanti izrǎcunamo iz enakega pogoja, kot
smo izrǎcunali koordinatiyC in zC torzijskega središčaC pri metodi pomikov. To je, da sta prečni
sili Ny in Nz enaki nǐc (2.44)

Ny =
∫
Ax

σxy dAx = 0, Nz =
∫
Ax

σxz dAx = 0. (2.100)

Napetostiσxy in σxz v (2.100) izračunamo tako, da najprej določimo deformacijiεxy in εxz iz
enǎcb (2.99), nato pa iz Hookovega zakona strižni napetostiσxy in σxz. V izrazih σxy in σxz

nastopata konstantiωy(T0) in ωz(T0), konstantaux(T0) pa pri odvajanju odpade. Ti napetosti
vstavimo v (2.100) in dobimo dve enǎcbi za konstantiωy(T0) in ωz(T0). S tem dobimo enako
rěsitev, kot pri metodi pomikov in sicer pomikeux − ux(T0), uy in uz, zasukeωx, ωy in ωz,
napetostiσxy, σxz ter deformacijiεxy in εxz.

Vidimo, da pri rěsevanju enǎcb enakomerne torzije po metodi napetosti koordinatyC in zC torzijskega
sredǐsčaC ne potrebujemo. Pri metodi napetosti je robni pogoj bolj preprost, kot pri metodi pomikov,
zato je metoda napetosti ustreznejša,če želimo izrǎcunati le strǐzni napetosti ter zasukωx. Obstaja pa
tudi mǒznost, da izbǒcitveno funkcijoΦ izračunamo iz napetostne funkcijeϕ po enǎcbi (2.158). Nato
pa dolǒcimo yC in zC po (2.46), pomikux − ux0 po (2.41), pomikauy in uz po (2.30) ter zasukaωy in
ωz po (2.36).

2.3.1 Analitična rěsitev za eliptǐcno obliko prečnega prereza

V primeru eliptǐcnega prereza (slika2.14) je zunanja mejaCz določena z enǎcbo (vzemimo, da jea > b)(yr

a

)2
+
(zr
b

)2
= 1. (2.101)

Slika 2.14:Eliptični prerez dolǒcata doľzini a in b obeh polosi

Določiti moramo napetostno funkcijoϕ(y, z), ki zadǒsča kompatibilnostni pogoj (2.85)

Ax :
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 = 0 (2.102)
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in ima vrednost nǐc vzdoľz zunanje mejněcrteCz (enǎcba (2.82))

Cz : ϕz = 0. (2.103)

Kompatibilnostno enǎcbo (2.102) zadǒsča poljubni polinom 2. reda, vendar moramo zaradi robnega
pogoja (2.103) izbrati polinom naslednje oblike

ϕ = K

((y
a

)2
+
(z
b

)2
− 1
)
. (2.104)

Če vstavimo zay in z robne vrednostiyr in zr, sledi iz enǎcb (2.101) in (2.104), da ima napetostna
funkcija vzdoľz zunanjega robu vrednost nič (enǎcba (2.103)). KonstantoK v enǎcbi (2.104) določimo
tako, da zadostimo kompatibilnostni pogoj (2.102)

∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 = 2K

(
1
a2

+
1
b2

)
+ 2 = 0.

Tako dobimo

K = − a2 b2

a2 + b2
, (2.105)

oziroma

ϕ = − a2 b2

a2 + b2

(
y2

a2
+
z2

b2
− 1
)
. (2.106)

V primeru eliptǐcnega prereza z eliptično odprtino (slika2.15), ki jo določa enǎcba( yn

k a

)2
+
( zn
k b

)2
= 1, 0 ≤ k < 1, (2.107)

dobimo naslednjo vrednost napetostne funkcije vzdolž notranjega robu

y = yn, z = zn : ϕn = − a2 b2

a2 + b2

(
y2

n

a2
+
z2
n

b2
− 1
)

= − a2 b2

a2 + b2

(
k2

(
y2

n

k2 a2
+

z2
n

k2 b2
− 1
k2

))
oziroma

ϕn =
a2 b2

a2 + b2
(1− k2). (2.108)

Vidimo, da je vrednost napetostne funkcije vzdolž poljubne podobne elipse (2.107), konstantna. To
pomeni, da v tem posebnem primeru ostane funkcijaϕ(y, z) (enǎcba (2.106)) nespremenjena tudi pri
prerezu z odprtino.

Torzijski vztrajnostni moment dolǒca enǎcba (2.93)

Ix = 2
∫
Ax

ϕdAx + 2ϕnAn. (2.109)
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Slika 2.15:Eliptični prerez z odprtino

Z upǒstevanjem enǎcb (2.106), (2.108) in (2.109) ga izrazimo takole:

Ix = −2
a2 b2

a2 + b2

 1
a2

∫
Ax

y2 dAx +
1
b2

∫
Ax

z2 dAx −
∫
Ax

dAx − (1− k2)An

 . (2.110)

Če upǒstevamo, da velja (glej enačbo (2.101) in sliko 2.16) integrale v enǎcbi (2.110) rěsimo z uporabo
polarnih koordinat:

y = r cosϕ, z = r sinϕ, dAx = r dr dϕ.

Slika 2.16:Meje integriranja v radialni smerirn(ϕ) in rz(ϕ)

Zunanjo mejo integriranjarz(ϕ) določimo iz enǎcbe (2.101)(yz

a

)2
+
(zz
b

)2
= 1 → (rz cosϕ)2

a2
+

(rz sinϕ)2

b2
= 1 → r2z =

1
cos2 ϕ
a2

+
sin2 ϕ

b2

,

notranjo mejo pa s preprosto zvezo

rn(ϕ) = k rz(ϕ) =
k

cos2 ϕ
a2

+
sin2 ϕ

b2

.



214 2 Enakomerna torzija

Integrali v enǎcbi (2.110) so:

Iy =
∫
Ax

z2 dAx =

2π∫
0

rz(ϕ)∫
rn(ϕ)

r2 sin2 ϕ r dr dϕ,

Iz =
∫
Ax

y2 dAx =

2π∫
0

rz(ϕ)∫
rn(ϕ)

r2 cos2 ϕ r dr dϕ,

Ax =
∫
Ax

dAx =

2π∫
0

rz(ϕ)∫
rn(ϕ)

r dr dϕ.

Rěsitve teh integralov so:

Iy =
π a b3

4
(1− k4), Iz =

π a3 b

4
(1− k4), Ax = π ab (1− k2), An = π ab k2.

Torzijski vztrajnostni momentIx je torej

Ix = −2
a2 b2

a2 + b2

(
π ab

4
(1− k4) +

π ab

4
(1− k4)− π ab (1− k2)− (1− k2)π ab k2

)
oziroma

Ix =
π a3 b3

a2 + b2

(
−1− k4

2
− 1− k4

2
+ 2(1− k2) + 2(k2 − k4)

)
=

π a3 b3

a2 + b2
(1− k4). (2.111)

Če prěcni prerez nima odprtine, jek enak nǐc. Strǐzni napetostiσxy in σxz določata enǎcbi (2.66)

σxy =
Mx

Ix

∂ϕ

∂z
= − 2Mx

π a b3
z

1− k4
σxz = −Mx

Ix

∂ϕ

∂y
=

2Mx

π a3 b

y

1− k4
. (2.112)

Rezultirajǒco strǐzno napetost označimo sτx in izračunamo po enǎcbi

τx =
√
σ2

xy + σ2
xz =

2Mx

π a b(1− k4)

√
y2

a4
+
z2

b4
→ τx,ekst =

2Mx

π a b2
1

(1− k4)
. (2.113)

Pri tem smo upǒstevali enǎcbo (2.101) z2
r/b

2 = 1− y2
r/a

2

τx =
2Mx

π a b(1− k4)

√
y2

r

(
1
a4
− 1
a2 b2

)
+

1
b2
,

∂τx
∂yr

=
2Mx

π a b(1− k4)

yr

(
1
a4
− 1
a2 b2

)
√
y2

r

(
1
a4
− 1
a2 b2

)
+

1
b2

= 0.
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Ker je a > b sledi, da jeyr,ekst = 0 in je s tem enǎcba (2.113) dokazana. Na sliki (2.17) je prikazan
potek strǐznih napetostiσxy in σxz.

Slika 2.17:Strižni napetostiσxy in σxz se spreminjata linearno z razdaljo od središčaS

Specifǐcni torzijski zasukα določimo z enǎcbo (2.87)

α =
Mx

GIx
=
Mx

G

a2 + b2

π a3 b3(1− k4)
, (2.114)

kotni deformaciji pa sta po Hookovem zakonu in enačbah (2.112)

2εxy =
σxy

G
= −2

Mx

G

z

π a b3(1− k4)
, 2εxz =

σxz

G
= 2

Mx

G

y

π a3 b(1− k4)
. (2.115)

Pomikux določimo iz enǎcbe (2.33), če upǒstevamo, da stayC in zC zaradi simetrije prereza enaka nič:

dux = (2 εxy +α(z−zC)) dy+(2 εxz−α(y−yC)) dz = (2 εxy +α z) dy+(2 εxz−α y) dz. (2.116)

Če upǒstevamo enǎcbe (2.114), (2.115) in (2.116), dobimo

dux =
Mx

G

((
−2 z

π a b3(1− k4)
+

a2 + b2

π a3 b3(1− k4)
z

)
dy +

(
2 y

π a3 b(1− k4)
− a2 + b2

π a3 b3(1− k4)
y

)
dz

)
.

Po ureditvi sledi

dux =
Mx

G

b2 − a2

π a3 b3(1− k4)
(z dy + y dz). (2.117)

Enǎcbo (2.117) integriramo po pravilih za integriranje totalnega diferenciala od točkeC(0, 0), do poljubne
točkeT (y, z). Integracijska pot je poljubna. Vzemimo, da najprej integriramo v smeri osiy (z = 0),
nato pa v smeri vzporedno z osjoz (slika2.18):

ux(y, z) = ux(0, 0) +
Mx

G

b2 − a2

π a3 b3(1− k4)

( y∫
0

0 dȳ +

z∫
0

y dz̄

)
= ux(0, 0) +

Mx

G

b2 − a2

π a3 b3(1− k4)
y z.
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Slika 2.18:Pot integriranja od torzijskega središča do poljubne tǒcke prereza

Zaux(0, 0) = 0 dobimo

ux =
Mx

G

b2 − a2

π a3 b3(1− k4)
y z. (2.118)

Pomikux(y, z) določa deplanacijo (izbǒcitev in vbǒcitev) prěcnega prereza. Na sliki2.19je zaa > b in
Mx > 0 prikazana z izohipsami. To so hiperbole (y = K/z), katerih asimptoti sta osiy in z.

Slika 2.19:Deplanacija prěcnega prereza (a > b, Mx > 0)

Ker sta koordinatiyC in zC enaki nǐc, izrǎcunamo pomikauy in uz iz (2.30) takole:

uy = −ωx z, uz = ωx y. (2.119)

Zasukaωy in ωz dobimo iz (2.36), če upǒstevamo (2.114) in (2.118)

ωy =
1
2

(
∂ux(y, z)

∂z
− α y

)
=

1
2

(
Mx

G

b2 − a2

π a3 b3(1− k4)
y − α y

)
= − Mx a

2 y

Gπ a3 b3(1− k4)
,

ωz = −1
2

(
∂ux(y, z)

∂y
+ α z

)
=

1
2

(
−α z − Mx

G

b2 − a2

π a3 b3(1− k4)
z

)
= − Mx b

2 z

Gπ a3 b3(1− k4)
.

Izpeljane enǎcbe veljajo tudi za prěcni prerez v oblikikro žnega kolobarja, če vzamemo, da jea =
b = rz. Iz enǎcbe (2.118) sledi, da se pri krǒznem prerezu prěcni prerez ne deformira (ux = 0), ni
deplanacije.
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Iz enǎcbe (2.106) sledi izraz za napetostno funkcijo

ϕ = −1
2
(y2 + z2 − r2z).

Iz enǎcbe (2.111) dobimo izraz za torzijski vztrajnostni momentIx

Ix =
π r4z
2

(1− k4),

iz enǎcbe (2.112) strižni napetostiσxy in σxz

σxy = − 2Mx

π r4z(1− k4)
z, σxz =

2Mx

π r4z(1− k4)
y,

iz enǎcbe (2.113) rezultirajǒco strǐzno napetost

τx =
2Mx

π r4z(1− k4)

√
y2 + z2 → τx,max =

2Mx

π r3z(1− k4)
(2.120)

in iz enǎcbe (2.114) izraz za specifǐcni torzijski zasukα

α =
Mx

G

2
π r4z(1− k4)

.

V enǎcbah za prěcni prerez v obliki kolobarja jek = rn/rz, kjer je rz polmer zunanje krǒznice,rn pa
polmer notranje krǒznice kolobarja. Na sliki2.20prikazujemo potek rezultirajǒce strǐzne napetosti.

Slika 2.20:Rezultirajǒca strǐzna napetost se linearno spreminja z oddaljenostjo od središča

Rezultirajǒco strǐzno napetostτx za prěcni prerez v obliki kolobarja (slika2.21) določa enǎcba (2.120).
Taka napetost povzroči torzijski momentMx

Mx =
∫
Ax

τx r 2π r dr = 2π

rz∫
rn

τx r
2 dr = 2π

2Mx

π r4z(1− k4)

rz∫
rn

r3 dr.

Čim věcji je r, tem věcja staτx in r ter tem věcji torzijski momentMx prěcni prerez prevzame. Največji
del torzijskega momenta prevzame del prečnega prereza, ki jěcim bolj oddaljen od torzijskega središča
C. Iz stalǐsča prihranka materiala so za prevzem enakomerne torzije primerni nosilci s tankostenskimi
prěcnimi prerezi (razdelek2.4). Izkǎze se, da so za prevzem torzijskega momenta nosilci z zaprtim
tankostenskim prěcnim prerezom primernejši od nosilcev z odprtim prěcnim prerezom (primer2.2).
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Slika 2.21:Rezultanta strǐzne napetostiτx za prěcni prerez v obliki kolobarja

2.3.2 Analitična rěsitev za pravokotno obliko prěcnega prereza

Rěsitev enǎcb enakomerne torzije prečnega prerezapravokotne oblike (slika 2.22) velikostia in b (b ≥
a) lahko zapǐsemo v obliki neskoňcne vrste.†

Slika 2.22:Prěcni prerez pravokotne oblike

Napetostno funkcijoϕ zapǐsemo z neskoňcno vrsto†

ϕ(y, z) =
a2

4
− y2 − 8 a2

π3

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
cosh (λnz)

cosh (λn b/2)
cos(λny), (2.121)

kjer oznakaλn pomeni

λn = (2n+ 1)
π

a
.

† V.V. Novozhilov, Theory of Elasticity, str. 316–320, Pergamon Press, Oxford, 1961.
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Strižni napetostiσxy in σxz izračunamo iz enǎcbe (2.95) †

σxy = −Mx

Ix

8 a
π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
sinh (λnz)

cosh (λn b/2)
cos(λny),

σxz =
Mx

Ix

(
2 y − 8 a

π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
cosh (λnz)

cosh (λn b/2)
sin(λny)

)
.

(2.122)

Graf napetostne funkcijeϕ in strižnih napetostiσxy in σxz v ravniniy, z prikazujemo na sliki2.23.

Slika 2.23:Napetostna funkcijaϕ(y, z) in strižni napetostiσxy in σxz

Torzijski vztrajnostni momentIx izračunamo po enǎcbi (2.109) †

Ix =
a3 b

3
− 64
π5
a4

∞∑
n=0

tanh (λn b/2)
(2n+ 1)5

. (2.123)

Pomikux zaradi izbǒcitve prereza izrǎcunamo po enǎcbi (2.33) oziroma (2.116) †

ux =
Mx

GIx

(
y z − 8 a2

π3

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
sinh (λnz)

cosh (λn b/2)
sin(λny)

)
. (2.124)

Ker vsota v izrazu za torzijski vztrajnostni momentIx hitro konvergira, věckrat upǒstevamo le prvǐclen
vsote

Ix =
a3 b

3
− 64 a4

π5
tanh

(
π b

2 a

)
.

Na sliki 2.24prikazujemo potek strižne napetostiσxy vzdoľz osiy = 0 ter potek strǐzne napetostiσxz

vzdoľz osiz = 0.

† V.V. Novozhilov, Theory of Elasticity, str. 316–320, Pergamon Press, Oxford, 1961.
I.S. Sokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity, McGraw–Hill Book Company, New York, 1956.



220 2 Enakomerna torzija

Slika 2.24:Strižne napetosti vzdolž koordinatnih osi

Črte enakih pomikov za prečni prerez pravokotne oblike terMx > 0 prikazujemo na sliki2.25.

Slika 2.25:Izbočitev prěcnega prereza pravokotne oblike

Črte enakih pomikov za prečni prerez kvadratne oblike terMx > 0 prikazujemo na sliki2.26.

Zaradi ob̌sirnosti analitǐcnih izrazov zaϕ, σxy, σxz, Ix in ux zapravokotni prerez v praksi velikokrat
računamo te kolǐcine z vrednostmi, ki so za različna razmerja višine in širine pravokotnika podane v
preglednicah. V preglednici2.1 sta podana koeficientak1 in k2 za rǎcun torzijskega vztrajnostnega
momentaIx in najvěcje strǐzne napetostiτmax

†

b ≥ a : Ix = k1 a
3 b, τmax =

Mx

k2 a2 b
.

† S. Timoshenko, J.N. Goodier, Theory of Elasticity, Third Edition, str. 312, McGraw–Hill, New York, 1970.
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Slika 2.26:Izbočitev prěcnega prereza kvadratne oblike

Tabela 2.1: Koeficienti za računτmax in Ix za pravokotni prěcni prerez nosilca

b/a 1 1.2 1.5 2 2.5 3 4 5 10 ∞
k1 0.141 0.166 0.196 0.229 0.249 0.263 0.281 0.291 0.312 0.333
k2 0.208 0.219 0.231 0.246 0.258 0.267 0.282 0.292 0.312 0.333

Iz preglednice vidimo, da jeIx kvadrata enak

Ix = 0.141 a4.

Najvěcja strǐzna napetost pa je

τmax =
Mx

0.208 a3
.

Če jeb dosti věcji od a (b/a→∞) velja

Ix =
a3 b

3
, τmax =

3Mx

a2 b
,

kar v nadaljevanju izpeljemo za tankostenske prereze (enačba (2.165)).

Torzijski vztrajnostni moment za prečni prerez, ki je sestavljen izn pravokotnikov (slika2.27), včasih
računamo po naslednjem približnem postopku (vrednosti koeficientak1 podajamo v preglednici2.1):

Ix =
n∑

i=1

k1i a
3
i bi. (2.125)
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Slika 2.27:Prěcni prerez je sestavljen ižstirih pravokotnih delov

Poudariti moramo, da je enačba (2.125) zelo priblǐzna. Za primer na sliki2.28a je tǒcna vrednost torz-
ijskega vztrajnostnega momentaIx enaka 0.162, po enačbi (2.125) pa dobimo vrednost 0.127, kar je za
21.6% prenizka vrednost. Za primer na sliki2.28b pa je tǒcna vrednost enaka 1.587, po enačbi (2.125)
pa dobimo 1.057, kar je za 33.4% prenizka vrednost. Razlika je manjša,če so prerezi tanjši oziroma je
razmerjeb/a večje. Tǒcno rěsitev smo izrǎcunali po difereňcni metodi (glejrazdelek 2.6).

Slika 2.28:Geometrijski podatki dveh prečnih prerezov

2.3.3 Membranska analogija

Tanko membrano napnemo na okvir, ki ima obliko prečnega prereza nosilca in jo v smeri pravokotno na
membrano obtězimo z enakomernim tlakomp. Če se omejimo na majhne pomikew ter predpostavimo,
da je membrana napeta z enako siloS v vseh smereh, ti pomiki zadoščajo diferencialni enǎcbi in robnim
pogojem, ki imajo enako obliko kot diferencialna enačba in robni pogoji za rǎcun napetostne funkcije
ϕ pri enakomerni torziji. To pokǎzemo, če zapǐsemo ravnotězno enǎcbo za elementarni del mem-
brane velikostidy dz, na katerega deluje enakomerni tlakp (slika 2.29) in upǒstevamo, da je membrana
enakomerno napeta v vseh smereh.



2.3 Rěsevanje enǎcb enakomerne torzije po metodi napetosti 223

Slika 2.29:Enakomerni tlakp povzrǒci pomike membranew

Ravnotězna enǎcba za elementarni del membrane za smerx:

S dz sinαj − S dz sinαi + S dy sinβl − S dy sinβk + p dy dz ≈

≈ S dz
∂w

∂y

∣∣∣∣
j

− S dz
∂w

∂y

∣∣∣∣
i

+ S dy
∂w

∂z

∣∣∣∣
l

− S dy
∂w

∂z

∣∣∣∣
k

+ p dy dz ≈

≈ S dz
∂w

∂y

∣∣∣∣
i

+
∂

∂y

(
S dz

∂w

∂y

∣∣∣∣
i

)
dy − S dz

∂w

∂y

∣∣∣∣
i

+

+ S dy
∂w

∂z

∣∣∣∣
k

+
∂

∂z

(
S dy

∂w

∂z

∣∣∣∣
k

)
dz − S dy

∂w

∂z

∣∣∣∣
k

+ p dy dz =

= S dz
∂2w

∂y2
dy + S dy

∂2w

∂z2
dz + p dy dz = 0.

Po kraǰsanju zdy dz sledi
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2
= − p

S
. (2.126)

Če izrazimo pomik membranew s tlakomp, natezno silo v membraniS in z napetostno funkcijoϕ
takole:

w =
pϕ

2S
,

dobi enǎcba (2.126) enako obliko, kot v primeru enakomerne torzije

p

2S
∂2ϕ

∂y2
+

p

2S
∂2ϕ

∂z2
= − p

S
→ ∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= −2. (2.127)
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Tudi strǐzni napetostiσxy in σxz izrazimo z odvodoma pomikaw membrane

σxy = αG
∂ϕ

∂z
= αG

2S
p

∂w

∂z
, σxz = −αG ∂ϕ

∂y
= −αG2S

p

∂w

∂y
. (2.128)

Torzijski vztrajnostni momentIx je premosorazmeren prostornini, ki jo določajo pomiki membrane

Ix = 2
∫
Ax

ϕdAx = 2
2S
p

∫
Ax

w dAx =
4S
p

∫
Ax

w dAx. (2.129)

Če bi membrano iz gume napeli na okvir, ki ima obliko prečnega prereza nosilca in jo obtežili z enakomernim
pritiskomp, ter izmerili velikost natezne membranske sileS, pomike membranew in odvoda pomikaw
poy inw poz, bi lahko izrǎcunaliIx po enǎcbi (2.129). Nato za izbrani torzijski momentMx izračunamo
specifǐcni torzijski zasukα iz enǎcbeα = Mx/(GIx). Strižni napetostiσxy in σxz izračunamo iz
(2.128).

2.3.4 Zveza med izbǒcitveno in napetostno funkcijo

Iz primerjave med izrazi (2.45) in (2.66) sledi

∂Φ
∂y

=
∂ϕ

∂z
+ (z − zC),

∂Φ
∂z

= −∂ϕ
∂y

− (y − yC). (2.130)

Izberemo poljubno tǒckoP (yP , zP ) in (2.130) zapǐsemo takole:

∂Φ
∂y

=
∂ϕ

∂z
+ (z − zP ) + (zP − zC) =

∂ΦP

∂y
+ (zP − zC),

∂Φ
∂z

= −∂ϕ
∂y

− (y − yP )− (yP − yC) =
∂ΦP

∂z
− (yP − yC)

(2.131)

kjer je
∂ΦP

∂y
=
∂ϕ

∂z
+ (z − zP ),

∂ΦP

∂z
= −∂ϕ

∂y
− (y − yP ). (2.132)

Totalni diferencial izbǒcitvene funkcijeΦ(y, z) zapǐsemo z upǒstevanjem (2.131) takole:

dΦ =
∂Φ
∂y

dy +
∂Φ
∂z

dz =

=
∂ϕ

∂z
dy − ∂ϕ

∂y
dz + (z − zP ) dy + (zP − zC) dy − (y − yP ) dz − (yP − yC) dz

(2.133)

in integriramo od tǒckeT0(y0, z0) do tǒckeT (y, z)

Φ = Φ0+

T∫
T0

(
∂ϕ

∂z
dy − ∂ϕ

∂y
dz

)
+

T∫
T0

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz)+

T∫
T0

(zP−zC) dy−
T∫

T0

(yP−yC) dz.

(2.134)
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Uporabimo oznakoΦϕ

Φϕ =

T∫
T0

(
∂ϕ

∂z
dy − ∂ϕ

∂y
dz

)
(2.135)

in upǒstevamo, da je
T∫

T0

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) = −2AP , (2.136)

kjer zAP oznǎcimo plǒsčino ploskveAP , ki jo določajo krivulja odT0 do T , ter premiciTP in PT0

(slika2.30).

Slika 2.30:PloščinaAP

Tako dobimo

Φ = Φ0 + Φϕ − 2AP + (zP − zC) (y − y0)− (yP − yC) (z − z0). (2.137)

Če uporabimo oznake

ΦP =

T∫
T0

(
∂ϕ

∂z
dy − ∂ϕ

∂y
dz

)
− 2AP = Φϕ − 2AP , (2.138)

A = zP − zC , B = yP − yC , c = −(zP − zC) y0 + (yP − yC) z0, (2.139)

zapǐsemo izraz (2.137) v obliki

Φ = Φ0 + ΦP +Ay −B z + c. (2.140)

FunkcijaΦP je pomǒzna izbǒcitvena funkcija. Dokǎzimo enǎcbo (2.136)! Ker je vrednost integralov

P∫
T

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) ,

T0∫
P

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) (2.141)
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enaka nǐc, lahko drugi integral v2.134zapǐsemo takole:

T∫
T0

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) =

T∫
T0

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) +

P∫
T

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) +

T0∫
P

( (z − zP ) dy − (y − yP ) dz) .

(2.142)

Da je prvi izmed integralov (2.141) enak nǐc pokǎzemo,čey in z oznǎcimo z ȳ in z̄

P∫
T

( (z̄ − zP ) dȳ − (ȳ − yP ) dz̄) (2.143)

ter upǒstevamo, da je (glej sliko2.31)

z̄ =
z − zP
y − yP

(ȳ − yP ) + zP , dz̄ =
z − zP
y − yP

dȳ. (2.144)

Slika 2.31:Integral vzdoľz premiceTP

Izraz (2.144) vstavimo v (2.143) ter integriramo (y in z sta konstanti)

P∫
T

[ (z̄ − zP ) dȳ − (ȳ − yP ) dz̄] =

=

P∫
T

((
z − zP
y − yP

(ȳ − yP ) + zP

)
− zP

)
dȳ −

P∫
T

(ȳ − yP )
z − zP
y − yP

dȳ =

=
(
z − zP
y − yP

ȳ2

2
− yP

z − zP
y − yP

ȳ + zP ȳ − zP ȳ

)∣∣∣∣yP

y

+
(
−z − zP
y − yP

ȳ2

2
+ yP

z − zP
y − yP

ȳ

)∣∣∣∣yP

y

= 0.
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Na enak nǎcin pokǎzemo, da je drugi izmed integralov (2.141) enak nǐc. Če v Greenovem integralnem
izreku (2.47) ∫

Cx

(Py dy + Pz dz) =
∫
Ax

(
∂Pz

∂y
− ∂Py

∂z

)
dA

upǒstevamo, da jePy = (z − zP ) in Pz = −(y − yP ), zapǐsemo (2.142) takole:

T∫
T0

[ (z − zP ) dy − (y − yP ) dz] =
∫

AP

(−1− 1) dA = −2AP . (2.145)

Pomikux zapǐsemo takole (enǎcba (2.41)):

ux − ux0 = α (Φ− Φ0). (2.146)

Z ux0 je opisan premik nosilca v smeri osix kot togega telesa. Izrazux− ux0 predstavlja pomik v smeri
osix zaradi deformiranja nosilca (relativno glede na točkoT0). Ta pomik oznǎcimo zūx. Če upǒstevamo
(2.140) v (2.146), zapǐsemo pomik̄ux takole:

ūx = ux − ux0 = α (ΦP +Ay −B z + c) = αΦP + αAy − αB z + α c. (2.147)

Izraze (2.231) za torzijsko središče v razdelku2.6.2zapǐsemo s pomikom̄ux zaradi deformiranja nosilca∫
Ax

ūx dAx = 0,
∫
Ax

y ūx dAx = 0,
∫
Ax

z ūx dAx = 0. (2.148)

V enǎcbe (2.148) vstavimo izraz (2.147)∫
Ax

(αΦP + αAy − αB z + α c) dAx = 0,

∫
Ax

y (αΦP + αAy − αB z + α c) dAx = 0,

∫
Ax

z (αΦP + αAy − αB z + α c) dAx = 0

(2.149)

in upǒstevamo, da sta osiy in z v težišču prěcnega prerezaAx. Tako dobimo iz prve izmed enačb (2.149)
konstantoc

c = − 1
Ax

∫
Ax

ΦP dAx, (2.150)

iz druge in tretje izmed enačb (2.149) pa enǎcbi

AIz +B Iyz +
∫
Ax

yΦP dAx = 0, −AIyz −B Iy +
∫
Ax

zΦP dAx = 0. (2.151)
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Če vpeljemo oznake

SΦP =
∫
Ax

ΦP dAx, IΦPz =
∫
Ax

yΦP dAx, IΦPy =
∫
Ax

zΦP dAx (2.152)

zapǐsemo konstantoc iz enǎcbe (2.150)

c = −SΦP

Ax
, (2.153)

in izbočitveno funkcijoΦ (enǎcba (2.140))

Φ = Φ0 + ΦP +Ay −B z − SΦP

Ax
. (2.154)

Enǎcbi (2.151) zapǐsemo z upǒstevanjem enǎcbe (2.152)

AIz +B Iyz = −IΦPz, B Iy +AIyz = IΦPy. (2.155)

Rěsitev sistema enačb (2.155) je

A = −
Iy IΦPz + Iyz IΦPy

Iy Iz − I2
yz

, B =
Iz IΦPy + Iyz IΦPz

Iy Iz − I2
yz

. (2.156)

Če (2.156) vstavimo v (2.139), sledi

yC = yP −
Iz IΦPy + Iyz IΦPz

Iy Iz − I2
yz

, zC = zP +
Iy IΦPz + Iyz IΦPy

Iy Iz − I2
yz

. (2.157)

Izbočitveno funkcijoΦ (enǎcba (2.154)) zapǐsemo,̌ce upǒstevamo (2.157) in (2.153), takole:

Φ = Φ0 + ΦP −
Iy IΦPz + Iyz IΦPy

Iy Iz − I2
yz

y −
Iz IΦPy + Iyz IΦPz

Iy Iz − I2
yz

z − SΦP

Ax
. (2.158)

Pomikux − ux0 izračunamo z enǎcbo (2.146). Specifǐcni torzijski zasukα izračunamo iz enǎcbe (2.54),
torzijski vztrajnostni momentIx pa z enǎcbo (2.53) ali (2.93). Enǎcbe (2.157) in (2.158) bomo uporabili
pri nosilcih s tankostenskim prečnim prerezom, uporabimo pa jih lahko za poljuben prerez nosilca.

2.4 Enakomerna torzija nosilcev s tankostenskim prerezom

Inženirske konstrukcije so velikokrat sestavljene iz nosilcev s prečnim prerezom, ki ima debelinot
stene prěcnega prereza veliko manjšo odširine ali vǐsine prěcnega prereza (slika2.32). To sonosilci
s tankostenskim prěcnim prerezom.
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Slika 2.32:Nekaj primerov nosilcev s tankostenskim prerezom:
a) I prerez b) cev c)̌skatlasti prerez

Ker se enǎcbe enakomerne torzije za take nosilce precej poenostavijo, jih v nadaljevanju obravnavamo
posebej. Pri tem lǒceno obravnavamo nosilce z odprtim tankostenskim prečnim prerezom in nosilce z za-
prtim tankostenskim prěcnim prerezom. I prerez na sliki2.32je primer nosilca z odprtim tankostenskim
prěcnim prerezom, cev iňskatlasti prerez sta primera nosilca z zaprtim tankostenskim prečnim prerezom.

2.4.1 Nosilci z odprtim tankostenskim prěcnim prerezom

Posebej obravnavamo ozek pravokotni prerez in odprti tankostenski prerez poljubne oblike.

Ozek pravokotni prerez

Na sliki 2.33prikazujemo ozek pravokotni prečni prerežsirinet in višineh nosilca, za katerega velja, da
je

Slika 2.33:Ozek pravokotni prerez ter potek napetostne funkcijeϕ

Prikazujemo tudi potek napetostne funkcijeϕ vzdoľz osiy in z. Obliko napetostne funkcije določimo
z analitǐcno rěsitvijo za pravokotni prěcni prerez. Enaki zakljǔcki sledijo z upǒstevanjem membranske
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analogije. Če membrano napnemo na okvir v obliki ozkega pravokotnika in na membrano delujemo z
enakomernim pritiskom, ima deformirana membrana obliko, kot jo prikazuje slika2.33. Iz slike sledi,
da je pogoj

∂ϕ

∂z
≈ 0 (2.159)

izpolnjen v vseh tǒckah pravokotnika razen v neposredni bližini robov z = ±h/2. Ob upǒstevanju
(2.159) diferencialna enǎcba za dolǒcanje napetostne funkcije (2.85) dobi obliko

d2ϕ

dy2
+ 2 = 0. (2.160)

Po dvakratni integraciji

d

dy

(
dϕ

dy

)
= −2 →

∫
d

(
dϕ

dy

)
= −2

∫
dy → dϕ

dy
= −2 y + C1∫

dϕ = −2
∫
y dy + C1

∫
dy

dobimo izraz za napetostno funkcijoϕ

ϕ = −y2 + C1 y + C2. (2.161)

Z upǒstevanjem robnih pogojev

y = ±1
2
t : ϕz = 0

izračunamo konstantiC1 in C2

C1 = 0, C2 =
t2

4
.

Napetostna funkcijaϕ je torej kvadratna funkcija koordinate v prečni smeri

ϕ =
t2

4
− y2. (2.162)

Če enǎcbo (2.162) uporabimo v izrazih za rǎcun napetosti (2.66) oziroma (2.95), dobimo

σxy = αG
∂ϕ

∂z
= 0, σxz = −αG ∂ϕ

∂y
= −Mx

Ix

∂ϕ

∂y
=
Mx

Ix
2 y. (2.163)

Iz enǎcbe (2.163) sledi, da se strižna napetostσxz v smeri osiy linearno spreminja (slika2.34).
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Slika 2.34:Potek strǐzne napetostiσxz v ozkem pravokotniku vzdolž osiy

Napetostσxz ima ekstremni vrednosti vzdolž robovy = ±t/2, vzdoľz srednjěcrte (y = 0) pa je enaka
nič

σxz,ekst = ±Mx

Ix
t. (2.164)

Pri rǎcunu torzijskega vztrajnostnega momentaIx upǒstevamo, da se napetostna funkcijaϕ spreminja le
z y. Zato lahko prevedemo integral po prečnem prerezuAx na linijski integral vzdoľz koordinatne osiy.
Upǒstevamo torej, da jedAx = h dy. Zato je

Ix = 2
∫
Ax

ϕdAx = 2h

t/2∫
−t/2

(
t2

4
− y2

)
dy = 2h

(
t2

4
y − y3

3

) ∣∣∣∣t/2

−t/2

=

= 2h
((

t2

4
t

2
− 1

3
t3

8

)
−
(
− t

2

4
t

2
+

1
3
t3

8

))
= 2h t3

4
24

=
h t3

3
.

Torzijski vztrajnostni momentIx ter strǐzno napetostσxz,ekst ozkega pravokotnika sta torej

Ix =
h t3

3
, σxz,ekst =

3Mx

h t2
. (2.165)

Odprti tankostenski prerez poljubne oblike

Prěcni prerez odprtega tankostenskega nosilca opišemo ssrednjo črto Cs stene in z debelinot stene
nosilca. Lega tǒck srednječrte prěcnega prereza je določena z lǒcno koordinatoζ. Koordinataη je
pravokotna na srednjǒcrto prěcnega prereza. SCs je oznǎcena doľzina srednjěcrte tankostenskega
prěcnega prereza. Debelina stenet tankostenskega prereza je veliko manjša od doľzine srednjěcrteCs

(slika2.35)
t� Cs.
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Slika 2.35:Naravni koordinatni sistem in nekaj značilnih tipov odprtih tankostenskih prerezov

Če je debelina stenet tankostenskega prereza konstantna ali pa se le malo spreminja, se napetostna
funkcijaϕ spreminja le v odvisnosti od koordinateη

t ≈ konst. → ∂ϕ

∂ζ
≈ 0 → ϕ = ϕ(η). (2.166)

Ta pogoj ni izpolnjen le v neposredni bližini robov ζ = 0 in ζ = Cs. Najprej zapǐsimo Poissonovo
diferencialno enǎcbo (2.85)

Ax :
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 = 0

v naravnem koordinatnem sistemu. Pri tem upǒstevamo, da je

y = y(η, ζ), z = z(η, ζ). (2.167)

Prva odvoda napetostne funkcijeϕ poy in poz sta:

∂ϕ

∂y
=
∂ϕ

∂η

∂η

∂y
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂y
,

∂ϕ

∂z
=
∂ϕ

∂η

∂η

∂z
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂z
, (2.168)

druga odvoda napetostne funkcijeϕ poy in poz pa:

∂2ϕ

∂y2
=

∂

∂η

(
∂ϕ

∂y

)
∂η

∂y
+

∂

∂ζ

(
∂ϕ

∂y

)
∂ζ

∂y
,

∂2ϕ

∂z2
=

∂

∂η

(
∂ϕ

∂z

)
∂η

∂z
+

∂

∂ζ

(
∂ϕ

∂z

)
∂ζ

∂z
.

Če upǒstevamo zveze

∂

∂η

(
∂ϕ

∂y

)
=

∂

∂η

(
∂ϕ

∂η

∂η

∂y
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂y

)
=

=
∂2ϕ

∂η2

∂η

∂y
+
∂ϕ

∂η

(
∂2η

∂y2

∂y

∂η
+

∂2η

∂y ∂z

∂z

∂η

)
+

∂2ϕ

∂η ∂ζ

∂ζ

∂y
+
∂ϕ

∂ζ

(
∂2ζ

∂y2

∂y

∂η
+

∂2ζ

∂y ∂z

∂z

∂η

)
,

∂

∂ζ

(
∂ϕ

∂y

)
=

∂

∂ζ

(
∂ϕ

∂η

∂η

∂y
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂y

)
=

=
∂2ϕ

∂η ∂ζ

∂η

∂y
+
∂ϕ

∂η

(
∂2η

∂y2

∂y

∂ζ
+

∂2η

∂y ∂z

∂z

∂ζ

)
+
∂2ϕ

∂ζ2

∂ζ

∂y
+
∂ϕ

∂ζ

(
∂2ζ

∂y2

∂y

∂ζ
+

∂2ζ

∂y ∂z

∂z

∂ζ

)
,
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∂

∂η

(
∂ϕ

∂z

)
=

∂

∂η

(
∂ϕ

∂η

∂η

∂z
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂z

)
=

=
∂2ϕ

∂η2

∂η

∂z
+
∂ϕ

∂η

(
∂2η

∂y ∂z

∂y

∂η
+
∂2η

∂z2

∂z

∂η

)
+

∂2ϕ

∂η ∂ζ

∂ζ

∂z
+
∂ϕ

∂ζ

(
∂2ζ

∂y ∂z

∂y

∂η
+
∂2ζ

∂z2

∂z

∂η

)
,

∂

∂ζ

(
∂ϕ

∂z

)
=

∂

∂ζ

(
∂ϕ

∂η

∂η

∂z
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂z

)
=

=
∂2ϕ

∂η ∂ζ

∂η

∂z
+
∂ϕ

∂η

(
∂2η

∂y ∂z

∂y

∂ζ
+
∂2η

∂z2

∂z

∂ζ

)
+
∂2ϕ

∂ζ2

∂ζ

∂z
+
∂ϕ

∂ζ

(
∂2ζ

∂y ∂z

∂y

∂ζ
+
∂2ζ

∂z2

∂z

∂ζ

)
ter enǎcbo (2.166), dobimo

∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 =

d2ϕ

dη2

((
∂η

∂y

)2

+
(
∂η

∂z

)2
)

+

+
dϕ

dη

(
∂η

∂y

(
∂2η

∂y2

∂y

∂η
+

∂2η

∂y ∂z

∂z

∂η

)
+
∂ζ

∂y

(
∂2η

∂y2

∂y

∂ζ
+

∂2η

∂y ∂z

∂z

∂ζ

)
+

+
∂η

∂z

(
∂2η

∂y ∂z

∂y

∂η
+
∂2η

∂z2

∂z

∂η

)
+
∂ζ

∂z

(
∂2η

∂y ∂z

∂y

∂ζ
+
∂2η

∂z2

∂z

∂ζ

))
+ 2 = 0.

Upǒstevamo enǎcbe (2.70) in (2.77)

∂η

∂y
= eηy,

∂η

∂z
= eηz,

∂ζ

∂y
= eζy = −eηz,

∂ζ

∂z
= eζz = eηy.

ter (2.74)
∂y

∂η
= eηy,

∂y

∂ζ
= eζy,

∂z

∂η
= eηz,

∂z

∂ζ
= eζz

in sledi

∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
+ 2 =

d2ϕ

dη2
(e2ηy + e2ηz) +

dϕ

dη

(
∂2η

∂y2
(e2ηy + e2ηz) +

∂2η

∂z2
(e2ζy + e2ζz)+

+
∂2η

∂y ∂z
(eηy eηz − eηz eηy + eηz eηy − eηy eηz)

)
+ 2 = 0.

Ker jee2ηy + e2ηz = 1 in e2ζy + e2ζz = 1, sledi

d2ϕ

dη2
+
dϕ

dη

(
∂2η

∂y2
+
∂2η

∂z2

)
+ 2 = 0. (2.169)

Tudi strǐzni napetostiσxy in σxz zapǐsimo glede na naravni koordinatni sistemη, ζ:

σxy =
Mx

Ix

∂ϕ

∂z
=
Mx

Ix

(
∂ϕ

∂η

∂η

∂z
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂z

)
,

σxz = −Mx

Ix

∂ϕ

∂y
= −Mx

Ix

(
∂ϕ

∂η

∂η

∂y
+
∂ϕ

∂ζ

∂ζ

∂y

)
.
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Upǒstevamǒse enǎcbo (2.166) in dobimo

σxy =
Mx

Ix

∂ϕ

∂η

∂η

∂z
, σxz = −Mx

Ix

∂ϕ

∂η

∂η

∂y
.

Iz prve izmed enǎcb (2.97)b† in ob upǒstevanju (2.6) zapǐsemo strǐzno deformacijoσξη

σξη = σxy eξx eηy + σxz eξx eηz + σxy eξy eηx + σxz eξz eηx.

Smerni kosinusi so
eξx = 1, eξy = 0, eξz = 0 (2.170)

in zato izraz za strižno napetostσξη zapǐsemo takole:

σξη = σxy eηy + σxz eηz =
Mx

Ix

∂ϕ

∂η
(eηy eηz − eηy eηz) = 0.

Podobno velja zaσξζ (tretja izmed enǎcb (2.97)b v†)

σξζ = σxy eξx eζy + σxz eξx eζz + σxy eξy eζx + σxz eξz eζx.

Ob upǒstevanju vrednosti za smerne kosinuse (2.170) in enǎcbe (2.70) dobimo

σξζ = σxy eζy + σxz eζz = −σxy eηz + σxz eηy = −Mx

Ix

∂ϕ

∂η
(e2ηy + e2ηz) = −Mx

Ix

∂ϕ

∂η
.

Dobili smo

σξη = 0, σξζ = −Mx

Ix

∂ϕ

∂η
. (2.171)

V primeru, da srednjǒcrto prěcnega prereza nadomestimo sčrto poligonalne oblike, sta odvoda∂2η/∂y2

in ∂2η/∂z2 enaka nǐc in lahko diferencialno enačbo (2.169) za dolǒcanje napetostne funkcijeϕ zapǐsemo
takole:

d2ϕ

dη2
+ 2 = 0. (2.172)

Po dvakratni integraciji in upǒstevanju robnih pogojevη = ±t/2 → ϕz = 0 dobimo izraz za napetostno
funkcijoϕ

ϕ =
t2

4
− η2. (2.173)

Iz (2.171) in (2.173) izrazimo strǐzni napetostiσxη in σxζ takole:

σξη = 0, σξζ = −Mx

Ix

∂ϕ

∂η
=
Mx

Ix
2 η. (2.174)

† M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Univerza v Ljubljani, FGG, Ljubljana, 1998.
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