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Slika 1.15:Koordinatni osiyr in z7 potekata skozi t65te T, pretnega prereza

Zasuk koordinatnega sistema

Sedaj si oglejmo vztrajnostne momente glede na dva med seboj zavrtena koordinatnaigisiemac,
ki imata skupno koordinatno izhditie v poljubni t@ki O. Kot med osjoy in 0sjon ozn&imo z« (slika
1.16. Zvezo med koordinatami poljubnetie 7" v obeh koordinatnih sistemih podajata ébia(slika
1.16

n =ycosa+ zsinq, ( = —ysina + zcosa.

-~y

fe—n—>

Slika 1.16:Koordinatna og; je glede na og zasukana za kat

Osna vztrajnostna momenta in deviacijski vztrajnostni moment glede naogizratunamo z engbami:

I, = /QQ dA, = Izsin2a + 21, sina cos a +Iy0082 a,
Ay

I = / n?dA, = I, cos® a — 21, sina cos a + I sin®
Ay
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Ly = — / n¢dA; = (I, — I)sina cosa + Iy, (cos? a — sin? ).

Ay
Zadnje tri enébe lahko z upstevanjem zvez

1
sin o = 5(1—(;05204), 2

zapBemo z dvojno vrednostjo kota

1
cos”a = 5(1 + cos2a),

1 Upogib z osno silo

. 1.
sinacosa = §s1n2a

I,+1 I,—1
I, = y; 4 y2 “cos2a+ Iy, sin2a,
I, +1 I,— 1
I = y;— = y2 “cos2a — Iy, sin2a, (1.99)
I,—1
Ingz—%sin2a+lyzcos2a.

v

TezisCni vztrajnostni momenti enostavnih likov

A

V preglednicil.1l podajamo tgiscne vztrajnostne momente za ravninske like enostavnih oblik. Vztra
jnostne momente takih likov iz€anamo e up&tevamo engbe (.94, (1.98 in (1.99.

Tabela 1.1: T&iSCni vztrajnostni momenti

Pravokotnik T bh? A h?
1 b > y E ~ 12
T T = he? _ Ast?
- B n z 12 12
Y TT JL Il =0
1 A, =bh
\E
Trikotnik A, h? A2
b b Iy = ) ITz = 51
B A Y 879
2 2 A2
IT — X 4 2
\ h bh
| v=teiga, A=
e Up—n] b 2
\ h b
vz vr 3’ ur = ~(3 - 2v)
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

PREGLEDNICA 1.1 (nadaljevanje): T@5Cni vztrajnostni momenti

Enakokraki trikotnik T bh?  Ayh?
b v 36 18
Wl o Al
I ? 48 24
) h
l I,.,=0
bh h
Ap = —, =3
Vs 2 =3
Pravokotni trikotnik " A h? I Ay b?
18 # 18
r_ A
vz 18
pt
prord _mrt Al
Y 64 4 16
T md* T _ T
=<0 I=I
I, =0
d2
| A, = 0
Yz 4
Sesterokotnik T 5v/3at
v 16
IT _ 5\/§a4 IT _ IT
e =16 oo
af IT —
Yz
| \/ 3v/3a?
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1 Upogib z osno silo

PREGLEDNICA 1.1 (nadaljevanje): T@5Cni vztrajnostni momenti

Osmerokotnik o 1+2\/§T4
Yy
6
1422
-— T/T IZT:7+ f?‘4, Igzlg
y l/ 6
I],=0
\ A, =2v21?
Yz
Polkrog (T 8
T T —"\8 or
4
wr
L= 1.=0
2
wr
Ay = —
| T2
4r r
+Z 61:§, 62—5(37(—4)

€ €
T 4T 4 T _ 4T
- €1T Iz_ <16_97r>’ Iy_IZ
Y r
“ l 1T a4 1 s mr?
i vz 97 8 v =
z
62:L(37T—4), . :ﬂ
3T 1 3
Krozni izsek 4
=" (18 4 9y sin 2¢ — 32sin? )

<A
’
o]
]

y 720
r_ . T
I, = §(2g0 —sin2¢), I,,=0

z

Ax:Tz(p o — 2rsin e
Yz 3¢
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 29

PREGLEDNICA 1.1 (nadaljevanje): T@5Cni vztrajnostni momenti

Kvadratna parabola r  16ba’
(PO S ) Y175
4ab? T
e} ) e — I,,=0
g e N .
\ 4ab a
- €= —
V2 A = 37 5
Polovica kvadratne parabole r  8ba® T 19ab?
S v’ F 480
S . a2h2 A 2ab
id T IQ T Iyz = —760 y r = 3
~k T g a
U _ v 3a L3
e=—, =5
- epm 5 T8
Yz _3b g da
= 10

Ekstremne vrednosti osnih vztrajnostnih momentov

Velikost vztrajnostnih momentay, in I v (1.99 se spreminja v odvisnosti od kota I, in I imata
ekstremni vrednosti pri kotih, ki ju doiimo iz pogojev za ekstrem

dl,
T“:—(Iy—Iz)sin2a+21yz(3032a20.
(6%
Iz te en&be sledi 9
tg2 ay = — 2.
St A -

Z «a,, smo oznaili kot med osema in 7, pri katerem imal,, ekstremno vrednost. Podobno dobimo za
vztrajnostni moment,

dl
OTC =y —1I.)sin2a —21,,cos2a =0
Q
oziroma 97
tg2ar = —2 .
SR

a¢ je kot med osema in 7, pri katerem imal; ekstremno vrednost. Ugotovimo lahko, da smo dobili
enaka izraza za,, in o¢. Zato lahko uvedemo oznakg,

Qp = 0¢ = Qg.

Kot o izraCunamo iz enébe

(1.100)

tg2ay =
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30 1 Upogib z osno silo

in dobimo

21 1 21 T T
2, = arctg [ —2— k = —arct Yz k==a,+k—
g = arctg (Iy _Iz) +Ekr  —  qq 2arc g <Iy _Iz> + 5 Qg + 5 (1.101)

k=..-2,-1,012,...

Iz en&be (1.107) sledi, da imata vztrajnostna momeuniain I, ekstremni vrednosti glede na dve med
seboj pravokotni osi. Imenujemo glavni vztrajnostni osi in ozna&imo z,, (4, pripadaj&a vztrajnos-
tna momenta pglavna vztrajnostna momental,q, I¢,. Glavni vztrajnostni osi,, in ¢, izberemo tako,
da podobno kot enotski vekto@i,, €, in €. tudi enotski vektorjieg, ¢, in é: tvorijo desnostno bazo.
Na sliki 1.17 prikazujemo primera, ko smo v ettai (1.101) izbrali zak vrednost nt oziroma ena.

k=0
7
“y
"Z \gg

Slika 1.17:a) Kota, = a,, Ce jek =0 b)Kota, = a, + /2, Cejek =1

Velikosti I1; in I ekstremnih osnih vztrajnostnih momentov dobideq, iz (1.101) vstavimo v prvo
izmed enab (1.99, pripadaj@i deviacijski vztrajnostni moment pa iz tretje izmed éndl.99. Za kot
a = oy dobimo

I,+1, I,-1

hn=~5—+ "5 = cos2ay + Iz sin 2 ay, (1.102)

I,— 1.
Iy = _yT sin2 oy + I, cos2 a4 = 0. (1.103)

V en&bi (1.102 prenesemo pnilen na levo stran in eiao kvadriramo

I+ L\> (I,-1)?
(In— y; Z) Z(y42)Cos22ag+lgzsin22ag—|—(ly—Iz)Iyz sin2 oy cos 2 ay.

Ce pritejem kvadrat eride (1.103

I, —I1,)?
I3 = Wsin22ag+1’5200822ag — (I, —I,) I, sin2 oy cos2ag =0

in dobimo

I,+L\° (I, - L)
<In— y—; Z) = (Zy 1 2) (sin22ag+00522ag)+I§Z(sin22a9+00822ag).
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost
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Upostevamo, da jein®2«, + cos®2a, = 1. Pri korenjenju engbe moramo upitevati pozitivni in
negativni predznak. Zato dobimo dvéitwi, 111 in Ios:

L1202 =

I,+ 1L

I, — L\?

(1.104)

Z end&bama 1.100 in (1.109 dobimo le glavni smeri in velikosti glavnih vztrajnostnih momentov, ne
vemo pa, kateri glavni smeri pripadatjieoziroma margi glavni vztrajnostni moment iz etbe (L.104.
Zato smo uporabili novo oznakia; oziromalss za glavna vztrajnostna momenta. Eba (1.103 kaze,

da jedeviacijski vztrajnostni moment glede na glavni vztrajnostni osi enak ng.

Primer 1.2 Dolotimo deviacijski vztrajnostni moment za gméprerez«,, Ki je simetrten glede na eno

izmed koordinatnih osi.

Vzemimo, da je prerez simeten glede na os (slika1.18).

‘ j?d;zi

N

>

-

1) : T

zy

Slika 1.18:Preni prereza,, je simetréen glede na os

Rob simetrtnega prereza je podan z éhama

yi=r(2),  y2=—f(2)

Deviacijski vztrajnostni moment,, raCunamo po erbi

I, = —/yszI.

o

Integral po ploskvi prevedemo na dvojni integral

z f(2) ) f(z) 22
y2 |/
Iyzz—/yszI:/ / yzdyd,z:/z / ydy dz:/z 5 dz =
o, 21— f(z) a \of() 5 —f()

z2

- /; (f2(2) = f2(2)) dz = 0.

Z1

Al [H] [«



32 1 Upogib z osno silo

Dokazali smo, da je deviacijski vztrajnostni momépt enak n¢, Ce je ena od o0gj ali z simetrijska os
prereza. |z engbe (L.103 sledi, da sta 0gj in z v tem primeru glavni vztrajnostni osi girega prereza.

Primer 1.3 Doloc¢imo izraze za vztrajnostne momente glede na poljubni med seboj pravokagrinosi
¢, te poznamo vztrajnostne momente glede na glavni vztrajnostpims! Ugotovimo tudi, kaj dobimo
v primeru, ko sta glavna osna vztrajnostna momenta enakal!

Ce sta osy in z glavni vztrajnostni osi, j€y- enak nc. En&be (.99 se poenostavijo

_LAL L

I, 5 5 cos 2 a,
I,+1 IL,— 1
I = y—;z— y2 % cos2a,
I, — 1L
Iy = —% sin 2 a.

Ce sta glavna vztrajnostna momenta endka= 1.), iz gornjih en&b sledi

_ I, + 1,
2 )

To pomeni, da je v tem primeru deviacijski vztrajnostni moment glede na poljubni pravokotini©si

enak nt in sta zato tudi 0sj in ¢ glavni vztrajnostni osi. Taki liki so poljubni enakostréni mnogokot-
niki (enakostrariini trikotnik, kvadrat, pravilni petkotnik), krog, enakokrake zvezde in podobno.

L =0.

Primer 1.4 DoloCimo vztrajnostne momente glede na poljubniwsi z za pre&ni prerez, ki ga lahko
razdelimo na enostavne geometrijske like (preglednica 1.1). Beuanju naloge uporabi edbe za
vzporedno premaknitev koordinatnega sistema (dlik& enaba(1.98).

Vzemimo, da imamo pi&i prerez, ki ga lahko razdelimo na polkrm, trikotno in pravokotno posmo
in da sta osy in z vzporedni stranicam pravokotnika (slikal9).

Iz podanih enéb sledi, da so vztrajnostni momenti glede nazosi z za primer, ko smo prerez razdelili
nan enostavnih powin, enaki:

n n
=1 =1
n n
L=) Li=) (I} +ut, A, (1.105)
=1 =1
n n
Iyz = Zlyzi = Z(IyTzz — YTy ATy Agi).
1=1 i=1

Pri tem smo upstevali, da lahko integral po celotnem prerekurazdelimo na integrale po posameznih

delnih povBinah in tako dobljene vrednostidejemo. T&is&ne vztrajnostne momente za posamezne
enostavne like dobimo v preglednici 1.1.
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Slika 1.19:Pretni prerez razdelimo na enostavne like

V primeru, da ima prerez odprtino, lahko délmo vztrajnostne momente tako, da od vztrajnostnege
momental®° za lik brez odprtine oétejemo vztrajnostni mometi?d- odprtine. Za osni vztrajnostni
moment/, bi na ta n&in dobili:
b.o. d.
Ly =1 - I)".

Primer 1.5 Dolo¢imo glavne vztrajnostne momente ter smeri glavnih vztrajnostnih osi gledaisizete
za lik, prikazan na sliklL.2Q

=—6 cm—>=4cm==5cm—=

Slika 1.20:Dimenzije in oblika lika

Nalogo r&imo tako, da najprej doliimo vztrajnostne momente glede na poljubno izbranjyésiz, nato
pa z uporabo Steinerjevega pravila ianaamo vztrajnostne momente glede riadmi osi.
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34 1 Upogib z osno silo

1. Razdelitev prereza in izbira koordinatnega sistemdslika 1.21)

Slika 1.21:Pretni prerez razdelimo na polkrog, pravokotnik in trikotnik

2. Dolctitev lege t&ista

3 3
> Y1, Axi > 21, A
yr, = 7?13 ; 2T, = 71:13 :
i=1 i=1
Ax—g 2112 4+52—6_119549cm
us 5:6 6 1
== 12-4- = 9.
YT, (2 -6+ 6+ 5 3> 119519 = 5.50 cm,
- 6-5 5 1
= 12-4.-24+ — (44 = = 0.31cm.
Ty ( ( > * L ( * 3)) 119.549 e
RaCunanije lege t@5ta prik&imo Se v preglednici.2

Tabela 1.2: Dolbitev koordinatyy in zp

Agi | YT, 2T, | 2T Azi | YT, Az
56.55 | 6.000 | —2.546 | —144.00 | 339.29
48.00 | 6.000 2.000 96.00 288.00
15.00 | 2.000 5.667 85.00 30.00

119.55 37.00 | 657.29

Mlw N k|-

Koordinati teista sta
T, = S. /A, = 657.29/119.55 = 5.50 cm,
21, = Sy /Ay = 37/119.55 = 0.31 cm.
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 35

Vztrajnostna momentd,, I. in deviacijski moment,,, izraCunamo na dva ri@na. V prvem primeru
izratunamo te koltine najprej na osy in z, nato pa ju po eriah (.98 izraCunamo glede na Z&cni
osiyr in zp. V drugem primeru réunamo vztrajnostne momente takoj nzi$éni osiyy in zp.

3. Vztrajnostni momenti glede na osiy in z

8 4-6\%7-62 12-43 6552 5\26-5
I,=6*(2 - = 22.12. 44 22 4 (a442) 22 =
Y (8 97r>+<3-7r> > T2 T 18+( +3> 2
= 1267.47 cm?,
.64 62 4.1923 6562 6\26-5
L="" 16T <>

+6%-12-44 —— — )] —= =4938.69 cm*,

8 2 12 2 18 3 2
6-5\% 1 4.6 - 62 6 -6

I.=(—) ——-(-—— 2.12-44 - ) =1304

v ( 5 ) 13 < 5 6 +6 +3< ) 5 > 30.47 cm*.

Tabela 1.3: Réun vztrajnostnih momentov za ggin z

W\O‘!

R&tun vztrajnostnih momentov prikano Se v preglednici.3:

{ Ay IZ; IZ; I;;;z YT Ry y%m Agi Z%m Ay YTy Ry Ay
1 56.55 | 142.25 | 508.94 | 0.00 | 6.000 | —2.546 | 2035.75 | 366.69 —884.0
2 48.00 | 64.00 | 576.00 | 0.00 | 6.000 2.000 | 1728.00 | 192.00 576.0
3 15.00 | 20.83 30.00 | 12.50 | 2.000 5.667 60.00 | 481.67 170.0
> | 119.55 | 227.08 | 1114.94 | 12.50 3823.75 | 1040.36 —118.0

Vztrajnostna in deviacijski moment so (éhe (L.103)

I, = 227.08 + 1040.36 = 1267.44 cm?,
I, = 1114.94 4 3823.75 = 4938.69 cm?,
I

e = 12.5 — (—118) = 130.5 cm™.
4. Transformacija na tezisni osiyr in zp (en&be (.99)
Iy = I, — 27, Ay = 1267.44 — 0.31% - 119.55 = 1255.99 cm®,

IT =I. — y}, Ay = 4938.69 — 5.50° - 119.55 = 1324.83 cm®,
I}, = I. + y1, 21, Ay = 130.50 + 0.31 - 5.50 - 119.55 = 333.93 cm?.
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36 1 Upogib z osno silo

5. Ratun vztrajnostnih momentov glede na t&iscni osiyr in zp (end&be (.103)

Ratun vztrajnostnih momentov nazi&ni osi, ne da bi prej iz&unali vztrajnostne momente glede na
osiy in z, prikazujemo v preglednidi.4 (glej sliko 1.22):

Tabela 1.4: Vztrajnostni momenti zazt&ni oSiyy in zp

i Ag Ig; 1% I;;Zi YT T, | 21T, y%Tm. Agi Z%,Tm. Agi | Y11, 21T, Az
1| 56.55[142.25| 508.94| 0.00| 0.5019|-—2.8560 14.24 461.24 —81.06
2| 48.00| 64.00| 576.00| 0.00| 0.5019| 1.6905 12.09 137.17 40.73
3| 15.00| 20.83| 30.00|12.50|—3.4981| 5.3572| 183.55 430.49 —281.10
E 119.551227.081114.94|12.50 209.89 1028.91 —321.43

Vztrajnostna in deviacijski moment so (éhe (L.105)

I, = 227.08 + 1028.91 = 1255.99 cm?,
I, =1114.94 + 209.89 = 1324.83 cm?,
I, = 15.5 — (—321.43) = 333.93 cm*.

Slika 1.22:Razdaljeyr,1,, in zr,1,, glede na teigni osiyr in zp

6. Velikosti glavnih osna vztrajnostnih momentov glede na t&isCe pretnega prerezaenaba (L.104)

1256 + 1324.8 1256 — 1324.8
L1220 = +

2 2
I;7 = 1626.1 cm?®, Iy = 954.7 cm™.

2
) + 333.92,

Kot glavnih vztrajnostnih osi iz&@namo po enbi (1.100

2-333.9 k - 180°

AL e S—' 20, = —84.1°+180°%k — ay = —42.06° £
1256 — 13248 0 T 209 =78 50 e 06
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 37

Zak = 0, dobimo
1256 + 1324.8 1256 — 1324.8
+
2 2
Na sliki 1.23prikazujemo glavni vztrajnostni ogj, in (.

- cos(—84.1°) + 333.9 - sin(—84.1°) = 954.7 cm?.

Ing =

fy

Slika 1.23:Lega t&ista in smeri glavnih vztrajnostnih osia

Podobno izraunamo tudi drugi glavni vztrajnostni moment

1256 + 1324.8 1256 — 1324.8
2 2

Precni prerezi poligonalne oblike

- cos(—84.1°) — 333.9 - sin(—84.1°) = 1625.47 cm*.

Ieg =

Geometrijske karakteristike girih prerezov so definirane s ploskovnimi integrali. Z uporabo Green
ovega integralnega izreka oziroma Greenovo forrladbko povEBinske integrale izrazimo s krivuljnimi

integrali:
oP, 0P,
——2)dA, = [ (P, P, dz). 1.1
/<8y 8z>d /( y dy + P, dz) (1.106)

Funkciji Py(y, z) in P,(y, z) sta zvezni in imata zvezna odvod#, /0z in 0P, /0y znotraj in na robu
obmaja.«,. ¢, je zvezna mejna krivulja, ki dot@ pr&ni prereza,. Oglejmo si dva primera:

yk Zm—i—l
1.P=0P="——, km=0,1,2,...
m+1
V tem primeru dobimo z Greenovim izrekom
k ,m+1
k. m Yy z
dA, = — dy. 1.107
/y z / 1 W ( )
Ay Cx

3. Vrabec, Stokesov in Gaussov izrek |, Obzornik za matematiko in fiziko, 36, 1, 1-12, 1989,
J. Vrabec, Stokesov in Gaussov izrek Il, Obzornik za matematiko in fiziko, 36, 2, 33-44, 1989.
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38 1 Upogib z osno silo

yk+1zm
2.Py:O,PZ:k7+1; k,m=0,1,2,...
V tem primeru pa je
/ kym A, = / gy (1.108)
Y ) k+1 T '
A, Cx
Sedaj si oglejmo pkni prerez poligonalne oblike (slika24).
< Yi+1 >
1 Yy |
e Ayt Yi -

z
Zit1
AZ.L

1+1

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
y
Slika 1.24:Rob pré&nega prereza data poligonaln&rta

Ugotovimo lahko, da veljajo naslednje zveze:

Y=y +y, 2=z +2z, Ayi = yiv1 — Yi, Az = zip1 — 2.
Iz podobnosti trikotnikov sledi
= Ay; 5
Y AZZ' '
S tem sta doléeni zveziy = y(z) in z = 2(y)
Ay; _ Az _
Yy =1+ ZS;;'Z, 2 =2z; + Zgié'y.

Sedaj si oglejmo primer, da j@ = 0, £ = 0 in uporabimo en&bo (1.109:

Zit1

/dAx:Ax:/ydz:Z/ydz,
=13

kjer je n Stevilo robov poligonalnega pteega prereza. Integral izrazimo z novo spremenljivko

z=z — z=0, Z=2ziy1 — Z=zip1— 7 = Az
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 39

Ce updtevamo, da jéz = dz in izrazimoy z z, dobimo
n

Ay; _ _ ] ) AyzAZZQ _
(T PR e

=1

n

Yi+1 — Yi 1
= Z Az <yz = 5 ) 3 Z(yi-H +4i) (zir1 — 2i).

i=1

Pri re&Cunu moramo up&tevati, da j&y,+1 = y1, 2n+1 = 21-

V nadaljevanju prikaemo primere za rafihne vrednostin in k. Pri tem predstavlja prvi integral izraz
po en&bi (1.107), drugi integral pa po er@di (1.109.

m=0, k=0 — Ax:/zdy:/ydz,
Cx

8

(1.109)

PodErtani so tisti integrali, s katerimi iz€anamo geometrijske karakteristike, podane v nadaljevanju:

n

Ay = 2 ;(ym + i) (zig1 — 2i),
-
1 n
Sy = 6 Z(yiJrl —4i)(#h + 2z + 27),

i=1
n

1
S, == Z(Zi+1 — 2)) (Y21 + Vi Vis1 + YP),
i=1
1 n
I, = 1 (Wit — i) (21 + 2240 i + 21 2] + 2)),
i=1
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40 1 Upogib z osno silo

n

Z Zit1 — yl+1 + yz+1 Yi + Yi+1 yz + Y; )
—1
1
I,. = ~5 (z,H_l —2) (2ir1 (B Y2y +2yir1 v +¥2) + 2B YE + 2 vir1 ¥ + Y1)

=1
Pri vseh izrazih velja

Yn+1 = Y1, Zn+1 = Z1-
Kordinati tezi&ayr, in z7, doloCimo iz en&b (1.99
y S, B Sy
Ty = T, = 5 -
p Al‘ P Am

Vztrajnostni momenti glede na vzporedno premaknjeniygsizr skozi t&ise T;, pretnega prereza
izraCunamo iz enéb (1.98):

Ig :Iy_zjz“pAa:v IZ :Iz—y%pr, IZ;; = ly: +yr1, 2T, Ay
V primeru, ko ima préni prerez notranje odprtine, moramo v&za sklenjene krivuljes,, podati tako,

kot kaze slikal.25 Po robu prereza vedno potujemo tako, da je material na levi strani, praznina pa
desni.

Slika 1.25:Rob pr&nega prereza obktamo v pozitivni smeri

1.2.8 R&unanje pomikov in zasukov

Primer 1.6 Izracunajmo upogibnico za konzolo, obt®o s konstantno linijsko ofiteo 22, (slika1.26)!
Osiy in z sta glavni vztrajnostni osi. Nalogo$ano po enébah(1.80 in (1.87).

Za reSitev diferencialne eride upogibnice za navjmi pomikw (en&ba (.80)

d*w M,
dz? ~  FEI,’
potrebujemo upogibni moment,. V obravnavanem primeru je
P, 2
M, = ——=".
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost

=konst.
EHHMUHHL .
= L 1

Yz

Slika 1.26:Konzola je obtéena s konstantno linijsko olitieo 22,

d (dw) _ -2’
dr \dz ) 2EI,

mnazimo zdzx in integriramo (nedoléeno integriranje)

dw P, 2 dw 2,23
dl == = d — = 4.
/ <da:> 2L, T @ 6B, !

Zadnjo enéboSe enkrat mndimo zdzx in integriramo

gg 4
/dw_/(GEI )dw —  w= BT, + Cirz + Cs.

KonstantiCy in Cy izraCunamo izcobnih pogojev

Diferencialno enébo upogibnice

r=L: w=0 in d—w =0.
dx
Robna pogojaX.112 izrazimo s pomikomw (enabi (1.110 in (1.110)
2, L* 2, L3
L = _— =
24Efy+cl + Cy =0, 6EIy+C1 0
in dobljeni en&bi re&Simo
2, L3 @2, L*
Cl = - 9 2 = .
6E1, 8EI,

41

(1.110)

(1.111)

(1.112)

(1.113)

Konstanti (.113 vstavimo v (.110 in (1.11]) in dobimo izraz za navpni pomik w in za zasukv,

(en&ba (.59) za poljubno téko na osi nosilca

dw P
—4L3z+3L% =—— == (L3 -2%).
=55, " vH3LY, == =g, )
Pomikw, in zasukwy,, toCke A pri z = 0 sta:
2, L4 2, L3
w e w = .
AT REL’ YT GBI
Nalogo ré&imoSe po enébah (.87
d*w 2,
dz*t  EI,

Al [H] [« (<] [«] ] [D>
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Enabo (1.114 Stirikrat integriramo (nedol&eno integriranje)

Bw Pz
d3 ~ EI, + O
dPw P, x?
— = C C
dr? 2EIy+ 1T+ Cg,
3 ) (1.115)

dw _ 207 0T yri
o il x
de ~ 6EIL, 2 7 5

P, x5 z2
UJ—24EIy+01F+CQ?+ng+C4.

Ker reSujemo diferencialno edho Cetrtega reda, nastopajo \&itwi Stiri konstante. Upgtevati moramo
Stiri robne pogoje
r=0: M,=0, N,=0,

(1.116)
r=L: w=0, wy = 0.

Ker sta pogoja prk = 0 izrazena s silami, sta tstatiCha robna pogoja Pogoja pric = L staizr&ena s
pomikom in zasukom in sta zakinemati¢na robna pogoja Stattna robna pogoja izrazimo s pomikom
w, e up&tevamo enzbi (1.81) in (1.83

2w dBw
a2 Ve Bl

V obravnavanem primeru lahko z&pimo stafina robna pogoja takole:

M, =—EI, + A, (1.117)

d?w _ d3w

220 e
dxz? ’ dxz3

VseStiri robne pogoje1.119 zapBemo z upétevanjem erizbe (1.115

Cy=0,
C, =0,
2, L4 L3 L2

- - L =
24EIy+Cl 5 + Cy 5 +C3L+Cy =0,
2, L3 L2

—- L = 0.
6Efy+01 5 +CoL+C3=0

Enatbe r&imo in dobimoCy, = 0, Cy = 0, C3 = —2, L3/(6 E 1)), Cy = 2, L*/(8 E 1,). Konstanti
C1, Cy, C3in Cy vstavimo v (L.119 in dobimo izraz za navphi pomikw in za zasukv, za poljubno
toCko na osi nosilca

2 4 3 4 dw 2 3 3
= — 4Lz +3L == L? —a?).
=B, vH3LY, ey == = e, E )
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 43

Dobili smo enak rezultat, kot v primeru, ko sm&ewali diferencialno ertdo drugega reda. Riwo silo
N in upogibni momeni\/, lahko izr&unamo iz pomikav po en&bah (.117)
dPw d*w P, x?
NZ:_EIywz_@va My:—EIyW:— 9
Primer 1.7 Izratunaj pomike in notranje sile za enkrat statd nedolden nosilec = 3+1—-3-1 = 1)
na sliki 1.27 Glavni osi pr&€nega prereza sovpadata s koordinatnima osgriraz

Z=konst.
jHHHlHH%,?
T

Slika 1.27:Nosilec je obtgen s konstantno linijsko obtbo 22,

Diferencialna enaba drugega reda
Konstrukcija je statino nedoléena.Ce jo réujemo z diferencialno eiho drugega reda
d*w M,
dx? EIl,’
jo moramo spremeniti v sté&tho dol@&eno konstrukcijo. To lahko naprimer naredimo tako, da odstranim
desno podporo in njen vpliv nadomestimo z reakdjg, katere velikostse ne poznamo (slikh.28.

2 =konst. MNZ Z
HH‘LHHHHL,R %{m
:Z L ﬁz }«Lxﬂle

Slika 1.28:Statitno doldena konstrukcija je obtena s podano olitbo &2, in neznano sildB

Upogibni moment\/, je

Diferencialno enébo upogibnice

d*w P, ([2—2Lx+ 22
Elydx2: = 5 )+BZ(L—x)

dvakrat integriramo:

d P 3 2
EI w:Z<L2x—Lx2—|—x>+Bz <Lx—x>+01,
X
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Tri neznanke”, Csy in Bz izratunamo iz robnih pogojev:

Iz prvega pogoja sledi, da &> = 0, iz drugega, da j€'; = 0, iz tretjega pa, da jB; = —3 22, L/8.
Tako dobimo:

w = 4f2x;y(3L2 —5La+22%),

wy = —‘% = —48‘@;2(%2— 15 Lz +8z?),
M, = —Efyf;;;’ = —%(—L2+5Lx—4x2),
NZ:—Elyﬁ+///y:,@z (58L—x>

Preeno silo dol@a linearna funkcija. Robni vrednosti sta

5, L

32, L
8 7 ’

N.(+0) = <

N.(L—0) =

Upogibni moment doléa kvadratna funkcija. Vrednost pri= 0 je M, (+0) = -2, L?/8,priz = L
paM,(L — 0) = 0. Mesto ekstremne vrednosti dobimo iz

AM 5L
7dﬂvy =N, +.4,= 2, <8 —CU) =0 — Tkt = K =0.625 L.

My kst = 0.0703125 2, L2

Diagrama za pi&no silo in upogibni moment prikazujemo na slikR9

- 2
[ V2] 521, 012521 [ My]
, T8 ,
4 m@
4
8 0.0703.2 17
~—0.625 L —= ~—0.625 L —=

Slika 1.29:Diagram préne sileNN, in upogibnega momenta/,
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1.2 Pomiki in vzddina normalna napetost 45

Navpicni pomikw:

Mesto ekstremne vrednosti pomikaizraCunamo iz pogoja:

d P
d£:48EzI (6L2z—15L2%+82%) =0 — a(6L*—15Lz+82%) =0.
€L Yy

Resitev jerx; = O ter
15L+ V15212 —4-8-6L2

IL‘273 = 16 — 9 = 1.296 L, xTr3 = 0.578 L = Tekst -
Ekstremna velikost pomika:
2, L*
= 0.00541
Wekst = 0.005416 BET,

VeljaSe:z =0: w=0inxz = L: w = 0. Potek pomikav prikazujemo na slikiL.3Q

—0.578 L—

Slika 1.30:Potek navpinega pomikav

Ker B poznamo, lahko reakcije iztanamo iz ravnotenih en&b za sile, prikazane na sliki28ali pa
iz ravnot&nih pogojev za podporid x = —N,(0), Az = —N.(0), M4, = —M,(0), By = N.(L).

Nalogo r&imoSe po enébi Cetrtega redal(87)

d*w L,
g . 1.118
dz*  E1I, ( )
En&bo (1.119 Stirikrat integriramo
d3w
Elyw:yzx“‘ch
d2 2
Ely%:y2£+clx+c27
z 2 , (1.119)
LY 5" o it
Y dx - z 6 1 2 2 3
EI 2 et L L oaeC
y W = 2274—’— 1@‘1— 2?4— 3L + Cy.

Ker reSujemo diferencialno eaoCetrtega reda, nastopajo \sitwi Stiri konstante. Up§tevati moramo
Stiri robne pogoje (tri kinematne in en sta@ini robni pogoj)
dw
=0: 0)=0 0)=——| =0
z w(0) =0, w)(0) == =0,

xr=L: w(L)=0, My(L-0)=0.
] [«
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Staticni robni pogoj izrazimo s pomiki
d>w
dx (L—0)

Izraze (.119 vstavimo v robne pogoje in izéanamo konstant€; do Cy:

52, L 2, L*
C)=——27, Cy = 2, C3 =0, Cy = 0.
8 8
Dobimo enak rezultat kot prej:
_ 2, a* 2 2
w_48EIy(3L —5Lxz+2z%).

Notranje sile lahko izri@unamo iz pomikaw po en&bah (.81) in (1.83), reakcije pa iz ravnoimih en&b
za podpori.

Primer 1.8 Raven konzolni nosilec konstantnegagorega prereza je vpet vihki A, v tockahC' in B pa
deluje obteébaFc,, Fo., Mgy in Fpy, Fp., Mp, (slika1.31)! DoloCimo pomikau in w ter zasukv, v
krajistu B! Glavni osi pr&€nega prereza sovpadata s koordinatnima osgrimaz.

MCy MBy
Y A\ oo ‘\ Fﬂx*
T4 @ C ® B\l/ x
} FCz FBz
f«—0Cc — ; |

Slika 1.31:Konzola je obt#ena s t6kovnimi silami in s tékovnima momentoma

Pomikau in w ter zasukw, dolotamo z integriranjem diferencialnih e®(1.80 in (1.59

du N, d*w M, dw

& B4 @ EBL T d

PloCina pr&€nega prerezal,, in vztrajnostni moment piaega prerezd, glede na og se vzdok osix
ne spreminjata.

Osno siloN,, in upogibni moment\/, izraCcunamo za vsako polje posebe;.
Polel0 <z <o):
N, = Fo, + Fpg, My:MBy—i-MCy—FBZ(L—w)—FCZ(C—QT).

Polie2 ¢ <z <L)
N, = Fg,, M, = Mp, — Fp.(L —x).
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Integracijsko obmgéje moramo razdeliti na odseke (polja), znotraj katerih sta notrangikoliv,, in M,
zvezni funkciji. R&un pomikau v smeri osiz opravimo za vsako polje posebej

(1) (2)
EAde:FCm+FBma EA:tdL:FBx
dx dx
Enabi pomn&imo zdz in integriramo
EAuY =Fepa+ Fpea+Ci,  EAu® = Fgyo+ Co. (1.120)

Za primere, ko integracijsko obrije razdelimo na polja, integracijske konstante dotw iz robnih
pogojev in izpogojev geometrijske skladnosti S pogojem geometrijske skladnosti $g@ino zveznost
pomikov in zasukov na meji med poljema. Pri dgtei konstantC in Cy v ena&bah (1.120 je robni
pOgoj

z=0: vW=0 — C, =0,

pogoj geometrijske skladnosti pa je

2)

r=c: ul=qyl — Fopec+ Fpye=Fprze+Cy — Oy =Fpoye.

Pomikwu v polju 1 je
1
1 —
u A (Fey + Fpy)z,

pomik« v polju 2 pa

1
u® = 1 (Fpzx + Fogc).

T

Pomik tacke B je

=u®(z=L)= ——(Fps L+ Fcy0).
up =u(z ) EAI( Bz L + Foy €)
Tudi ratun pomikaw v smeri 0siz opravimo za vsako polje posebej
d2w® P2w®
yide :—MBy_MCy+FBZ(L_$)+FCZ(C_£U), EIyW:_MBy+FBZ(L_$)

Enabi dvakrat integriramo

dw® 2 2
EIS— = _Mpyo— Moyz+ Fp. (Lo — = ) + Fe. (ca — = ) + Dy,
dx 2 2
332 1'2 1’2 .’133 .I'z 1’3
(1.121)
dw? x?
Ely I :_MByw"i'FBz <Lx—2>—|—D3,
2 2 3
EIyw(Q):—MBy%JrFBZ <L2—2>+D3x+D4
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KonstanteD; do D, doloCimo iz robnih pogojev in pogojev geometrijske skladnosti. Robna pogoja
tocki A zapemo z engbama:

— - 1 2 1 2
r=c: wh=w? wé)—wé) — = .

Ce endbe (L.121) vstavimo v robna pogoja in pogoja geometrijske skladnosti, lahkdtiz@mo neznane
konstanteD; do Dy:

02 2 CS

C
Dy =0, Dy =0, DSZFCZE*MCyCv D4:MCy§*FCzE-

Pomikw v polju 1 je

1 z2 x? 2 28 2 28
W= _— (-Mp,— - Mcy—+Fp. (L= =) +F, ).
v Ely< By ~ Moy BBy T )T Re 0y T

pomik w v polju 2 pa

1 22 2 23 Fo, 2 Me, c
2 Vi C c
w():%(_ By?"‘FBz <L2—6>+ = (3$—C)+ 2y (C—2$)>
Pomik tke B je
1 L? L3 2Lc—c? 3L —-¢c3
—wP(r=0)= — (-Mp,— + Fg.— — Mg, ="~ yF,, 22~ "),
wp = w'(z ) Fl, ( By~ + Fg, 3 Cy 5 + Feo, 5

Zasukw, v polju 1 je

dw™) 1 z? z?
mn_ 2= - — 2 )= -z
Wy . 7, <M3yx—|—MCy:U Fp, <L1: 2) Fe, <cx 2)),

zasukw, v polju 2 pa

dw(z) 1 1'2 02
2 — - F [ — — | = Fo,— + M
,?(J ) — i Iy <M3y X Bz ( x > Cz 9 Cy C> .

Zasukwp, tocke B je

dw® (z = L) 1 L? c?
- _ - Mp, L — Fg.— + Mgy ¢ — Fo o) .
“By iz EIy< By b= =g+ Moy € 022>
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Pomike in zasuke v fiki B zapBimoSe v matréni obliki

up L 0 0 Fpa
EA, \ ,
L L
w = 0 — F +
7 3EL, 2EI, b
0 L2 L
wBy i 2B, EI, My
. -
0 0 @
EA, ,
n 0 3L ¢ 2Lc—c? r
6E1, EI, ©
0 62 C
i 2E1, g1, |\ Mey
ali krajse
{up} = [DpBl{FB} + [Dpc{ Fc}- (1.122)

Ce na konzolo deluje le olitba{F}, je pomik {up} enak

{us({FB}) } = [Desl{FB}.

Ce pa deluje le obba{ F-}, je pomik{up} enak

{us({Fe}) } = [Dpol{Fc}-

Ce delujeta obe obibi istotasno, velja erba (L.129). Vidimo torej, da veljazakon superpozicije ki
ga zapgemo z enébo

{us({Fp} + {Fc}) } = {us({Fp}) } +{up({Fc}) }-

To pomeni, da lahko pomik nekedke konstrukcije zaradi vpliva skupine sil iZxanamo kot vsoto
pomikov zaradi vpliva vsake posamezne sifiakon superpozicije velja le,Ce je zveza med pomiki
in obtezbo linearna. Pri teoriji, ki jo obravnavamo, to je majhne pomike in linearno elasticni
material, je zveza med pomiki in obido linearna, zato velja zakon superpozicije.

Primer 1.9 Obojestransko vpeti nosilec je obremenjentktyvnimi silami in momentom pri= c¢ (slika
1.32. Osiy in z sta glavni vztrajnostni osi pigega prereza. Izunajmo reakciji in vpetostni moment
v podporiB!

Ce je nosilec vpet na obeh kriih, so predpisani nasledniji kinentti pogoji
UAx = WAy = UAz = UBy = WBy = UBz = 0.

Nosilec je trikrat statino nedoléenn = 3 +3 — 3 -1 = 3. Sestih reakcij,;, May, Az, Bz, Mpy in
B, ne moremo dol@éiti iz treh ravnoténih pogojev. Zato odstranimo podporo \€ko B in njen vpliv
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50 1 Upogib z osno silo

nadomestimo z ustreznimi reakcijafi, Mg, in B,. Te dol@imo tako, da je izpolnjeno kinematim
robnim pogojem na mestu odstranjene podperg; = wpy = up. = 0.

My
% ‘\ Fee L
1A C\l/ Bl T
} FCz
—0C —
~ L ~
Yz
MC M AJA MC M
‘\y FCx ‘\Hy Bx éﬁy E4x ‘\y FCx A\By Bx

1
% % R
FCZ Bz Eﬂlz FCz Bz

Slika 1.32:Statttno nedol@eni nosilec in enakovredni stétio dold&eni nosileca

Na osnovi rezultatov prépjega primera in z ufevanjem ustreznih robnih pogojev lahko Zaspno

L c
_ . P =
up EA, z+EA$ cz =0,
L? L c? c
“By= o T EL VP aEL, T EL T
L3 L? 3c2L—¢? 2¢L —c?
= B. - Mp,+ 252" R, - 252 "% e, =0
YB=3ELF T 2EL T 6Bl C°T 2EI, OV

To je sistem treh linearnih et za tri neznanké,, Mp, in B.. Njegova réitev je

o= (5~ (1) )orec- (102 (D)) e waem
(o) -2 (5)) e (1) ()

Notranje sile izr@unamo iz ravnoteih pogojev za sile, prikazane na slikB2 Za polje 1 dobimo:

Nac:FCx+B:v7 Nz:FCz+327 My:_Bz(L_fE)_FCZ(C_x)+MBy+MCy7

za polje 2 pa:
B:,

N, =
Al ] [a]
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Reakcije v podporé izratunamo iz ravnotanih pogojev:

C
Ax:_FC;U_Bz: (z_1>FC$a

tomorm= () () ) e (- (D) e

MAy:—MCy—MBy—i-FCzC—f—BZL:
c\2 c c\?2 c
“((L> ‘2(L)+¢>Cfbf‘<3(L) ‘4<L)+1>”Qv

Za posebni primer, ko je= 0.5 L, dobimo

1 3 Mq 1
Bz:_gFCz"i_i Lyy MBy:_gLFCz‘i‘ZMCy'
My
/ A
‘ FCZ
- L L |
*Z 2 2

WMy For
2L 2

Slika 1.33:Deformirana lega nosilca zaradi obbeF-, in M, in njunega skupnega vpliva
Na sliki 1.33prikazujemo deformiranje nosilca posebej zaradiBite in posebej zaradi momenfidc,,.

Vidimo, da sta obe upogibnici taki, da sta pomika in zasuka v obeh podporah eakdpagibnica
zaradi sileF¢. je simetrtna na simetrijsko os nosilca, upogibnica zaradi moméigg pa je anti-
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simetrtna. Upogibni moment/, izraCunamo iz ravnot&nih en&b za vsako obi&o posebej

Feo., L Mc
r=0: ZM;:O — My(FCz):_ 8Z y My(MCy)__ 4y
Fo. L . Mc
x=1L/2: ZMyC =0 - M,y (Fc.) = 082 ) M;e °(Mcy) = ?y,
M,
M;:lesnO(M y) — _ 2Cy

Ker vzdoFE nosilca ni préne obt&be, je diagram upogibnih momentov odsekoma linearen. V podpora
je upogibni moment razten od nt. Upogibni moment na sredini nosilca je nezvezen, saj na tem mes

deluje takovni moment\/¢,,. Poteka upogibnega momenta zaradi sife in zaradi momenta/¢,, sta
prikazujemo na slikiL.34

FCZL ,M
: JEm M@@ :
4 w\% % [ M, (Fe.) ]
Feo L

MC FZL %7 FCzL
0 . [ My (Feo+ Mey)]
Mey | Feo L
2 8

Slika 1.34:Upogibni moment\/, zaradi obtéb F, in M, in njunega skupnegatinkovanja

V preglednicil.5 podajamo izraze za pomike in zasuke ter reakcije zaGralpodprte in obteene
nosilce z ravno o0sjo. V preglednici so narisani tudi diagramtipessile ter upogibnega momenGe so
pomiki znani, izr&unamo préno siloV, po drugiizmed eneb (1.83), upogibni momenf\/, pa po prvi

izmed enab (1.81). V preglednici so z4,, M4, B, in Mp, ozn&ene vpetostne reakcije v podpotdh
in B.
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Tabela 1.5: Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

59

a) Upogibnica konzole obtene s silaF’

o~
Yy

F=-A4,

HEN

*F@Z*MAY

(S,

Pomik in zasuk v polju 1:

F 22 3 ) Fx
w1 = a—x Wyl = ———=5
"T6EI, SRRV
Pomik in zasuk v polju 2:
Fa? 3 ) B Fa?
T 6pn, T T TeE,

Pomik in zasuk pric = a:
Fa? ( ) F a?
= — wyla) = — .
3e1, Y 2F 1,

w(a)

Pomik in zasuk pric = L:

a2
WD) = S BL=a), w(L)=

2EI,

Al L] [&
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PREGLEDNICA 1.5 (nadaljevanje): Upogibnice in notranje sile za nekatere nosilce

b) Upogibnica konzole ob¥ene z momentom/

.

Y7777977A
—
&
[a—

Pomik in zasuk v polju 1:
M 22 Mx
w) = ———, Wyl = ———-
2E1, Y EI,

Pomik in zasuk v polju 2:

Ma Ma
= _2 P —
2Ely(a x)? (JJyQ

w2

Pomik in zasuk pric = a:
M a? Ma

w(a) = —ma wy(a) = Eily
Pomik in zasuk pric = L:
Ma Ma
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