7. VAJA 1Z MEHANIKE TRDNIH TELES

(tenzor deformacij II)

(tenzor majhnih deformacij in rotacij, kompatibilitetni pogoji)

NALOGA 1: Pomik deformabilnega telesa je glede na kartezijski koordinatni sistem z
bazo e,, e, in e, opisan s translacijo u¢ in majhnim zasukom wy referen¢ne tocke 75(5,5, 1)

uy = 10_2(26$—36y+ez),
wo = 107 (e, +2e,+3e.).

Predpostavi da so zasuki majhni. Pri dolo¢itvi pomikov poljubne tocke T'(x,y, z) uporabi
priblizno Rodriguesovo enacbo

u = ug+ wy X (r—179),
kierjer =ze, +ye, +ze..
a) Dolo¢i komponente tenzorjev velikih in majhih deformacij v tocki T
b) Doloé¢i komponente tenzorja majhih rotacij v tocki 7.
c) Pojasni dobljene rezultate.
Resitev:

a) Tenzor velikih deformacij v tocki T je

65 —1 —1.5
[Ey]=1]-1 5 =3[ -107%
~1.5 =3 25

a’) Tenzor majhih deformacij v tocki T' je

0 00
[82‘3']: 0 00
0 00
b) Tenzor majhih rotacij v tocki T je
0 W, —Wwy 0 3 -2
wyl=|-w. 0 w, | =102 =3 0 1
Wy —wz; 0 2 -1 0

c) Ker smo vektor pomikov zapisali s priblizno Rodriguesovo enacbo
u = ug+ wy X (r—17rp),

ki opisuje translacijo in majhno rotacijo telesa, je tenzor majhnih deformacij enak nic.
Tenzor velikih deformacij ni enak ni¢, saj smo pri racunu pomika uporabili priblizno
enacho. Iz tenzorja rotacij lahko preberemo rotacijski vektor

w:wxex—i—wyey—i—wzez:10_2(ex+26y+3ez):w0.



NALOGA 2: Pomik deformabilnega telesa je glede na kartezijski koordinatni sistem z
bazo e,, e, in e, opisan s translacijo 4o in majhnim zasukom wy referen¢ne tocke 7y(5,5, 1)

wy = 107%(2e, —3e, +e.),
wy = 107 (e, +2e,+3e.).

Pri dolocitvi pomikov poljubne tocke T'(z,y, z) uporabi to¢ne enacbe

u = Uug+ Uy,
Wy = Wo€yw

P = cos(wy) p+ (1 —cos(wy)) (e, - p) e, + sin(wy) e, X p,
u, = p —p,

p = r—rg

kierjer =ze, +tye, +ze,.

a) Doloc¢i komponente tenzorjev velikih in majhih deformacij v tocki T
b) Dolo¢i komponente tenzorja majhih rotacij v tocki 7.

c) Pojasni dobljene rezultate.
Resitev:

a) Tenzor velikih deformacij v tocki T' je

000
[Ei;]=10 0 0
000
a’) Tenzor majhih deformacij v tocki T' je
—65 1 15
eij]=]1 1 -5 3 |-107%
1.5 3 =25
b) Tenzor majhih rotacij v tocki T' je
0 W,  —wy 0 29993 —1.9995
wij] = |—w. 0 we | =107%- [ —2.9993 0 0.9998
wy —wy; 0 1.9995 —0.9998 0

¢) Ker smo vektor pomikov zapisali s tocno Rodriguesovo enacbo je tenzor velikih defor-
macij enak ni¢. Tenzor majhnih deformacij ni enak ni¢, saj smo pri ra¢unu pomika
uporabili toéno enacbo. Iz tenzorja majhnih rotacij lahko dokaj natancno odé¢itamo
rotacijski vektor

w=w,e, twye, tw,e, = 1072 (0.9998 e, + 1.9995 e, + 2.9993 e,) ~ wy.



NALOGA 3: Predpostavi, da so deformacije po pravokotni plosci konstantne po pros-
tornini plosce. Deformacijski tenzor je

1
[Eij] = |2 . 10_3.
0

S W N
o O O

Privzemi, da sta pomik in zasuk v tocki A enaka ni¢. Dolo¢i spremembo dolzine diagonale
pravokotne plosce na dva nacina:

(1) izracunaj pomik v toc¢ki C' in dolo¢i deformirano dolzino diagonale.

(2) doloci deformacijo e¢e v smeri diagonale in iz nje izracunaj spremembo dolzine diago-
nale.

e——4cm———m™

Dimenziji a in b pravokotne plosce ter lega tocke C

Resitev: Pri izracunu pomika lahko uporabimo rezultat naloge 7. Dobimo uc = 1072 (e, +
1.7e,) [cm]. Od tu izra¢unamo Ad = d — dy = 5.018206 — 5 = 0.018206 cm, kjer smo z d
oznacili dolzino diagonale v deformirani legi z dy pa dolzino diagonale v zac¢etni nedeformirani
legi.

Upostevamo enachbi g = €44 ef:m + Eyy egy + 26,y €ep ey = 3.64 - 107 in Eee = %j in dobimo
Ad = 0.018200 cm.

NALOGA 4: Homogen kvader se deformira tako, da se stranica AB translatorno pre-
makne v smeri y za vrednost vg. Vse stranice ostanejo pri tem ravne (glej sliko). Doloéi
vektor pomika poljubnega delca D(z,y, z) ter komponente tenzorja majhnih deformacij glede
na prikazani kartezijski koordinatni sistem. Doloci tudi velikosti in smeri glavnih normalnih
deformacij.

o~
\

/7 \



Resitev: Pri dolocitvi pomika si lahko pomagamo s spodnjo sliko. Velja (glej sliko) u, = v 2

inv=wvg2. Od tu dobimo u, = vg £ %2 in konéno u(x,y,2) =vg < Ze,.
a Y a c ) I ac Y

Z odvajanjem pomika dobimo

0 az O
[gijl = |az 0 ax
0 ax O

[zracunamo se glavne normalne deformacije in pripadajoce smeri

e = ava?4 22,
g0 = 0,

€33 = —avVa?+ 2?2

in
z 1 x
@ \/2(232—%22)6%—’_%63/4_\/2(x2—|—22)627
x 2
“ T Tmra mra
z 1 T
= 2(x2+z2)ex_ﬁey+\/2(x2+22)ez.

NALOGA 5: Deformiranje telesa je opisano z vektorskim poljem pomikov
u=10""((52"-62)e, +2y*ze, + (2> =39’ 2) e,).
V tocki T'(x,4,2), ki lezi v ravnini I" doloéi:

a) specificno spremembo dolzine normale na ravnino T',
b) specificno spremembo pravega kota -,

c¢) rezultirajoci vektor zasuka w, vrednosti w,, in w; tenzorja zasukov ter povprecni zasuk
wy okrog smeri normale na ravnino I,

d) ugotovi ali v kaksni tocki na érti AB vlada izohrono defomacijsko stanje (to pomeni,
da je specificna sprememba prostornine v kaksni tocki enaka 0).



Resitev:

a) specificna sprememba dolzine normale na ravnino I' je D,,, = &, = % -1074,

b) specificna sprememba pravega kota v je Ay = D, = 2¢,, = —\3/—25 -1074,

¢) rezultirajoci vektor zasuka w = 107* (—40e, — 6 e,),

—4
w, =wxe, =17 (~6e,+40e, +12e.),

Wy =W X e = % (—12e,+80e, —6e,),

povprecni zasuk w,, okrog smeri normale na ravnino I' je w,,

d) v tocki T (40 4 i) na ¢érti AB vlada izohrono defomacijsko stanje.

110 ™ 11

NALOGA 6: Polje pomikov je podano z enacbo

u=10"((z —2)’e, + (y+2)° e, —zye,).

V tocki P(0,2, —1) doloci:
a) tenzor majhnih deformacij,

b

tenzor majhnih zasukov,

d) specificno spremembo dolzine v smeri e, = % (8e, —

)
)
c) vektor zasuka w.
)
)

e) spremembo pravega kota med vektorjema e in e,
Resitev:

a) tenzor majhnih deformacij

2 0
[eij] =107 | 0 2
1

=i(de,+4e,—Te,).

e, +4e,)



b) tenzor majhnih zasukov

0
[wi;] =107 |0
0

c) vektor zasuka w = —107% e,.

d) specificna sprememba dolzine v smeri e = 5 (8€, —e,+4e.) je Dee ~ eee = 52 - 1072
e) sprememba pravega kota med vektorjema e; in e, = % (4de,+4e,—Te,) znasa Dg, ~

_ —4 318
28577 =10 "]

NALOGAT7: Vzemimo, da so deformacije v ravninskem deformacijskem stanju linearne
funkcije materialnih koordinat x in y:

Eve = G TH+bry+c,
Eyy = Q2+ bay + o,
Exy = a3$+b3?/+03-

Preveri, ali so koeficienti ay, by, ¢1, as, ba, co, asz, b3, c3 medsebojno neodvisni. Izracunaj
pomik delca D z materialnimi koordinatami x = x1, y = y;, Ce vemo, da sta pomik in zasuk
v tocki T'(0,0) enaka nic¢ (glej sliko).

Yi

&l

o 1 T’ T
Integracijsko pot izberemo tako, da je vzporedna koordinatnim osem z in y

Resitev: Neodvisnost koeficientov preverimo s kompatibilnostnim pogojem, ki ga v primeru
RDS zapisemo z enacho

0%¢ 0%¢ 0% e
K.=22 w_9Z W
oy? * Ox? Ox Oy
Izracunamo odvode in dobimo
0% ey _ 0% e,y _ D% eyy o
Ox Oy ’ Oy? ’ Ox?

Kompatibilnostnemu pogoju je torej zados¢eno s poljubno izbiro koeficientov aq, by, ¢, as,
b27 C2, a3, b37 C3.

Pri izracunu pomikov uporabimo enacbi

T
uT:uTO—I—/ ((ex +w x e,)dr + (e, + w X €,) dy),
To



wr = wr, +/T<<v X &,)di + (V x &) dy).

To
Ugotovimo, da velja wr = wr, e,. Najprej izracunamo zasuke v pomoznih tockah 7" in T""
(glej sliko). Dobimo wry = (ag — by) « in wpy = (ag — by) 1 + (az — bg) y. Od tu sledi

a3 2 yi

ur = al;+015E1+51$1?/1+C3y1+53y1—CLQE €,
2 a} i

+ agxl—61?+03x1~|—a2x1y1+02y1+b25 €y

NALOGA 8: Komponente tenzorja majhnih deformacij so podane v telesnih koordinatah
x, y in z, in sicer v odvisnosti od konstantnega parametra K. Dolo¢i konstanto K tako, da
bo iz deformacij mogoce enoli¢no izrac¢unati pomike. Telo je v tocki A(0,0,0) togo vpeto v
nepomicno podlago. Doloéi prostorske koordinate in telesne bazne vektorje delca D(3,4,0)
po deformaciji telesa. Kako se med deformiranjem telesa spremenijo koordinate krajevnega
vektorja Ar med delcema D in P(3.06,4.02,0). Dolzine so podane v cm.

222 - Ky* 2zy(By—2) 0
[eij] =107* |zy(By—2) 3Kz%’y 0
0 0

Resitev: Kompatibilnostni pogoj, ki ga v primeru RDS zapiSemo z enacbo

o 0% N D* ey _2825% _ 10

K —2)(6y—2) =
0y? 02 Ox Oy ( ) (6y ) =0

bo izpolnjen, ¢e bo K = 2. S tem je tenzor majhnih deformacij dolocen.
Pri izra¢unu pomika in zasuka poljubne tocke T'(x,y, z) uporabimo enacbi

T
uT:uTO—i—/ ((ex+wxe,)dr+ (g, +w x e,) dy),
To

wr = wr, +/T((V X €;)dx + (V x g,)dy).

To

Z upostevanjem robnega pogoja w,(A) = 0 po drugi enachi izra¢unamo zasuk
wr=10"*Bzy* +2zy)e,

in nato ob upostevanju robnih pogojev u,(A) =0 in u,(A) = 0 iz prve se pomik. Dobimo

2 3
wp = 1074 ((%—21@2) em+3x2y26y>.

Prostorske koordinate tocke D dobimo iz enacb
(D) = (D) + u,(D) = 3 — 0.00780 = 2.99220 cm,
Y (D) = y(D) + u, (D) = 4+ 0.04320 = 4.04320 cm.

Nove bazne vektorje v tocki D pa iz enacb

i)
e (D) =e, + a—“(D) — 0.99860 e, + 0.02880 €,,,
s



ou

e'(D):ey—i—a—y

Y

(D) = —0.00480 e, + 1.02160 e,,.
V nedeformiranem stanju velja

Ar =r(P)—r(D)=0.06e, + 0.02e,.
V deformiranem pa

Ar' =7 (P) —r'(D) = (r(P) + u(P)) — (r(D) + u(D)) = 0.05982 e, + 0.02220 e,,.

NALOGA 9: Kot resitev mehanskega problema ravninskega telesa po metodi napetosti
smo dobili majhne deformacije €;; kot funkcije telesnih koordinat x in z. Vse tocke telesa se
premikajo le v ravnini (z, z). Razen tega je tocka Ty(0,0,0) nepomi¢no vrtljivo podprta, v
tocki 77(10,0,0) pa je preprecen pomik v smeri z. Dolo¢i pomika u, in u, ter zasuk w, kot
funkcije koordinat (z, z). Dolo¢i vrednost zasukov w, v obeh podporah, pomik u, v tocki 77,
ter vrednosti obeh pomikov in zasuka w, v tocki 7'(5,0,0.5). Dolzine so podane v m.

Eow = Sz cos(2mz)-1074,
€., = —100zz-107%,
E2o = Eup= (—2?(3+47msin(272) —252% 4+ 152 +25) - 1074,
Eyy = Egy = Ezx =0.
u,(0,0,0) = ul =0,
u.(0,0,0) = u?=0,
u,(10,0,0) = ul =0.

Resitev: Zaradi enakosti

82 Erz 82 Exx
0x? 072

e,
0z 0x

=0, 10* = —327%x cos(27 2), 10* = —167°x cos(27 2)

je kompatibilnostni pogoj, ki ga v nasem primeru zapisemo z enacbo

e, 0%cyy e,

Kyy = 0x? + 022 0201

identi¢no izpolnjen. Pri izracunu pomika in zasuka poljubne tocke T'(x,y, z) uporabimo
enacbi

T
uT:uTO—l—/ ((ex+wxe;)dr+ (e, +w x e,)dz),
To

wr = wr, —|—/T((V X g,)dr 4+ (V x g,)dz).

To

Pri izracunu zasuka, za referenc¢no tocko izberemo Ty, pa ¢eprav zasuka v tej tocki zaenkrat
Se ne poznamo. Od nic¢ razli¢cna je samo komponenta w,. Dobimo

wy = wy(Tp) + 107" (2 (3 — 47 sin(272) + 252> — 151)) .



Pri izra¢unu pomika upoStevamo robna pogoja u,(7Ty) = 0 in u,(7p) = 0 in tako dobimo
Uy = zwy(Tp) + 107" (42° cos(2mz) +252)

u, = —zwy(Ty) + 107" (=22 + 152° + 252 (1 — 227)) .
Ob upostevanju robnega pogoja u,(77) = 0 dobimo

wy(Ty) = —25- 107"

S tem so vsi pomiki in zasuki znani.

NALOGA 10: Pri enakomerni torzijski obremenitvi ravnega nosilca z vzdolzno tezis¢no
0sjo z in kroznim precnim prerezom je vektorsko polje pomikov v kartezijskem telesnem
koordinatnem sistemu z bazo e,, e,, e, in koordinatami z, y, 2 podano z izrazom

u=-Qyze, +Nzxe,.

Pri tem je €2 konstanten obtezni faktor.

Zapisi vektor pomikov in izra¢unaj komponente tenzorja majhnih deformacij v cilindri¢nih
koordinatah.
Resitev: Vektor pomikov v cilindri¢nih koordinatah

u=Qzre,.

Komponente tenzorja majhnih deformacij v cilindri¢nih koordinatah dobimo iz enacb

ou,
rr = = 07
c or
u. 1 0u,
= —4+-——=0
S r o r Op ’
ou,
zz = 07
c 0z
1/10u, 0
= L(Low 0w _,
2\r Oy or r
1 [ Ou, n 1 Ou, Qr
oz = =\ 73 - = 5
v 2\ 0z r Op 2
1 /0u, Ou,
Ez2r = 3 =
2\ Oy or
Rezultat zapisemo krajse
87‘7’ 67‘()0 87’2 Q 0 0 0
[8aﬁ] = |€or Epp Epz| = TT 0 0 1
€zr E2p Ezz 010
NALOGA11: Polje pomikov je v kartezijskem telesnem koordinatnem sistemu z bazo

€, €y, e, in koordinatami z, y, 2 podano z vektorjem
u=10""(4z—y+32)e.+ (r+Ty)e, + (-3 +4y+42)e,).

Doloéi:



a) specificno spremembo volumna,

b

tenzor majhnih deformacij,
d) ekstremne strizne deformacije in pripadajoce smeri,

e

)
)
c¢) glavne normalne deformacije in pripadajoce smeri,
)
) deviatori¢ni del tenzorja majhnih deformacij,

)

f) Rezultate prikazi z Mohrovimi krogi.
Resitev:

a) specifiéna sprememba volumna ey = 1074 (4 + 7 + 4),

b) tenzor majhnih deformacij

40 0
[eij] =107* [0 7 2],
0 2 4

c¢) glavne normalne deformacije in pripadajoce smeri so
€11 = 8- 1074, €990 =4 - 1074, €33 =3 - 1074,

e = % (2e, +e.),
€y = €y,
e; = % (e, —2e,).

d) ekstremne strizne deformacije in pripadajoce smeri so
N=35 (62 —es3) = 51074 = § (eg3—en) = —2- 1074, 3 = 5 (611 —€22) = 2-1077,
e = +2 (s + e3) = £(0.7071 e, + 0.3162 €, — 0.6325 e.,),
err =12 (es +e) = £(0.9487e, — 0.3162¢.),
errr = %2 (e + ) = £(0.7071 e, + 0.6325 e, + 0.3162e.).
e) deviatoricni del tenzorja majhnih deformacij
—1
[eij] =107* | 0O
0

NALOGA 12: Polje pomikov je v kartezijskem telesnem koordinatnem sistemu z bazo
€, €,, e, in koordinatami z, y, z podano z vektorjem

u=(—cy+bzle,+(cx—az)e,+ (-bxr+ay)e,,

kjer so a, b in ¢ zelo majhne konstante.

Pokazi, da vektor pomikov opisuje rotacijo telesa. Poisé¢i tudi vektor rotacije wy.
Resitev: Vektor rotacije wy =ae, +be, +ce,

NALOGA 13: Polje pomikov je v kartezijskem telesnem koordinatnem sistemu z bazo
€, €,, e, in koordinatami z, y, z podano z vektorjem

2-1073y
U=——-"

e,.
V3



Poiséi normalo ravnine, v kateri ni normalnih deformacij.
Resitev: Normali ravnin, v kateri ni normalnih deformacij sta e, = ae, + e, a?+[* =1
ine,=ae, +fe,a®+ 3 =1.

NALOGA 14: 'V kartezijskem koordinatnem sistemu z bazo e,, e,, e, in koordinatami z,
y, z je podan kvader z oglis¢i A(0,0,0), B(a,0,0), C(0,b,0), D(a,b,0), E(0,0,c), G(a,0,c),
F(0,b,¢c), H(a,b,c). Veljaa:b:c=2:3:5 Prideformaciji ostanejo dolzine stranic AB

AC in AE nespremenjene, pravi kot BAC' se poveca na 90°00'03”, pravi kot CAE' se zmanjSa
na 89°59'54” | pravi kot EAB pa preide na 89°59'56”.

Doloé specifiéno spremembo dolzine diagonale AH.
Resitev: Specificna sprememba dolzine diagonale e¢e = 0.143 - 1074,

NALOGA 15: Valj na sliki je na levem krajiscu vpet v steno, na desnem pa prost. Pri
deformaciji se volumen valja ne spremeni, prav tako se ne spremeni premer valja. Razdalji
|AB| in |OD| se med deformacijo ne spremenita (velja |A*B*| = |AB|, |C*D*| = |CD|). Pac¢
pa se spremeni kot, ki ga daljica AC oklepa z osjo z. Glej sliko.

Pokazi, da velja 7., = 2¢,, ~ tan(«).
Namig: Za opis polja pomikov uporabi nastavek iz naloge 10 ali nastavek iz naloge 7 v vaji
6.




