6. VAJA 1Z MEHANIKE TRDNIH TELES

(tenzor deformacij I)

(pomiki togega telesa, Lagrangev in Eulerjev opis, tenzor velikih deformacij)

NALOGA 1: Pomik togega telesa je glede na kartezijski koordinatni sistem z bazo e,, e,
in e, opisan s translacijo vy in majhnim zasukom wy referencne tocke Ty(5,5, 1)

wy = 107%(2e, —3e, +e.),
wo = 107 (e, +2e,+3e,).

Delec @ je v zatetnem stanju dolocen s tocko 7'(8,2,1) (telesne koordinate delca so torej
x =38,y =2, z=1). Doloc¢i pomik in zasuk delca @

a) v bazi e,, e, in e,
b) v bazi eg, e, in e, ki je glede na bazo e,, e, in e, dolocena z enachami

ec = 1/V3e,+1/V3e,+1/V3e.,
e, = —2/V6e,+1/\V6e,+1/V6e.,
e = —1/V2e,+1/V2e..

Resitev:

u = u0+w0><(r—rg):10’2(1lex+6ey—Sez),
w = w0:10_2(6x+2ey—|—36z).

U = Ugpe;+Uyey+ U, = Usg € + Uy €y + U € =
9 24 14
= 10 (—=e:———=€,— — e |,
(\/ﬁ V6T V2 C)

w = 1072 (ie +ie —|—ie)
\/§§ \/6?7 \/54‘

NALOGA 2: Za podatke iz gornje naloge izracunaj totno vrednost pomika u.
Resitev:

wy = Wwye,
p = cos(wy)p+ (1 —cos(wp)) (e, - p)e, +sin(wy) e, X p=
= 3.0877e, —2.9082e, — 0.0904 e.,
u, = p—p=10"72(877e, +9.18¢, —9.04e,),
u = wuy+u,=10"2(10.77e, +6.18e, — 8.04€,).



Resitev lahko poiséemo tudi z uporabo rotacijske matrike [R].

[R] = [1] + sin(wo) [N] + (1 — cos(wp)) [N]*,

kjer ob upostevanju oznak

velja

NALOGA 3:

P = pPz€yt pyey+p:e;,

p= pye.+p, e+ e,

e, = wie;twre,t+wse,
0 —w3 w o Pa
N]=]ws 0 —wl, py| = [R] | py
—wy w0 J2A P2

3. (35%) Dolo¢i pomike
in zasuke togih teles
na sliki, ¢e podporo

B v vertikalni smeri -
premaknemo za 6v =
-3
1072 m. D
a=3m. Y
a
A

vz

wlon




Resitev:

=

Pomiki in zasuki konstrukcije x1073.
Ug
Pomen oznak: |u,

Pz

NALOGA 4: Gumijasti pravokotni kvader ima v zacetni nedeformirani legi dimenzije
a, b, c. Zaradi delovanja zunanje obtezbe se kvader deformira kot je prikazano na sliki.
Doloé¢i pomik v referencnem in prostorskem opisu. Zapisi materialne bazne vektorje g, =
e,, g, = €, in g, = €’ za ta primer. Pokazi, da vektor e; lezi na tangenti na materialno
os in ni nujno enotski

trenutna
y'A lega
(YY" lega
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Resitev: Pomik v referencnem opisu: u = 3 vie, + %y e,.
. cnre o ey Iy
Pomik v prostorskem opisu: u = GrnZ € T Fip €y

: oo ; 2y f I
Bazni vektorji: e/, = e,, y =3 €t (1 + 3) e, e, =e,.

NALOGA 5: Za materialni delec T so prostorske koordinate x’, 3’ in 2’ podane v



odvisnosti od telesnih koordinat z, y in z z enacbami

¥ =
"= ytaz,
7 = z+4+ay.

V enacbah je a konstanta. Dolo¢i vektorja pomikov, izrazena z materialnimi in prostorskimi
koordinatami.

Resitev: Komponente vektorja pomika, izrazene z materialnimi koordinatami:
u=2'"—2z=0,u,=vy —y=az,u, =2 —z=ay.

Vektor pomika, izrazen z materialnimi koordinatami:

uUu=1u,e; tu,e, +u,e,=aze,+aye,.

Materialne koordinate, izrazene v odvisnosti od prostorskih koordinat:

/

x =
Y —az
y - 1-@2’
2 —ay
T e

Od tu dobimo vektor pomika, izrazen s prostorskimi koordinatami:

2 —ay y' —az’
U= m €y T ATz €.

NALOGA 6: Najboa = 1. Kam po deformaciji (glej prejsnjo nalogo) preidejo materialne
tocke, ki v zacetnem nedeformiranem stanju lezijo

1
l1-a

a) na kroznici z = 0, y* + 22 = L.
b) na kocki s stranicami dz = dy = dz s sredis¢em v tocki (dz/2,dy/2,dz/2).

Resitev:

a) Po izrazavi materialnih koordinat s prostorskimi

/

x =
B Y —az
y - ].—CL27
2 —ay

: 1—a?

kroznica x = 0, y2+22 = 1 preide v elipso (1+a?) y?—4ay '+ (1+a?) 2 = (1—a?)

1—a?

pri a = 1/2 konkretno v 5y — 8y 2/ + 5 2% = 3.




1/V3

y:+ 22 =43

b)

NALOGAT7: Deformiranje telesa je opisano v telesnih koordinatah z, y in z (dolzine so
podane v ¢cm) s poljem pomikov u = —ay ze, + az z ey, kjer je a poljubna konstanta.

Doloci vektor pomikov v cilindri¢nih prostorskih koordinatah, tj. doloci u,., u, in u., da velja
U=1uUu€ +u,€e,+u,e,.

Resitev: u, =0, u, =arz,u, =0, u=ar ze,.

NALOGA 8: Deformiranje telesa je v Lagrangevem opisu podano z enacbami
v = x4+ z(e?—1),
"= ytz(e?—e?)
Y = ez,

kjer je e konstanta. Pokazi da je Jacobijeva matrika povsod nesingularna in opisi deformiranje
telesa z Eulerjevimi enacbami.

Resitev:
d/ a/ d/
g—il g—””y gi 1 0 (e2-1)
=% % oo|=10 1 (€—e?)|=e#0.
22 0 02 00 e?



v = o+ (e?-1),

y +2 (e = 1)
-2 _/

NALOGA 9: Polje pomikov je podano z vektorjem
u = :erex +x2yey —i—yQZeZ.

Dolo¢i (materialni) deformacijski gradient [F] in materialni gradient pomikov [%} in pokazi,

da velja [&;g] — [F] - [I].

Resitev:
Ou 22 0 2xz T
[ J} = |22y a? 0
O 0 2yz o2

T

o' 1+22 0 271 2
[F]:[a J]: 2zy 142> 0
Ti 0 2yz  1+19?

NALOGA 10: Deformiranje telesa je opisano s poljem pomikov w v telesnih koordinatah
x, y in z (dolzine so podane v cm).

u=10""(22%e, — (v +y)’e, +4e.).

a) Doloci spremembo razdalje med delcema D; in Ds, ki sta v nedeformiranem stanju
dolocena s tockama 77(10,10,0) in 75(11,11,0).

b) V tocki T3 doloédi toéno vrednost specificne spremembe dolzine v smeri 7 7. Koliksno
napako naredis, ce to specificno spremembo dolzine izrazis

— z vrednostjo tenzorja majhnih deformacij v smeri T3 75,

— s povprecno vrednostjo specificne spremembe dolzine med tockama T} in T5.

Resitev:

a)
AT | — |Ar| = |(ry 4+ us) — (71 + wy)| — |7y — 71| = —0.002942 cm.

b) Eppe = 42107+ (822 + 2 (z +y)?) - 1078 = 40.16 - 1074,
B, =-2(x+y) - 107" +2(z+y)?- 1078 = —-39.92- 107,
Euy = —(x + y) - 1074 +2(x +y)*- 107° = —19.92- 107,
Ey = By €2, + 2By ey ey + By 2, = —19.80 - 1074,

D,,=+vV1+2E,, —1=-19.8196-107*

Erp = —20-107% n. = = —1= 0.91%,

<

:\A’TIA# —0.00208, 7t = 2= — 1 = 4.94%,

S



NALOGA 11: Deformiranje telesa je podano s poljem pomikov v materialnem koordi-
natnem sistemu u = 107 ((zy—3) e, + (222 +2) e, + 2% €.) [cm]. Telo v nedeformiranem
stanju zaseda trirazsezno obmocje (x,y, z) € [0, 1] x [0, 5] x [0, 5]. Analiziraj deformiranje
telesa v ravnini = 0. Dolo¢i spremembo razdalje med delcema D, in Ds, ki sta se pred
deformiranjem nahajala v tockah vy = 4e, + le, [cm| in ry = 5e, + 5e, [cm]. Doloci
tudi specificno spremembo dolzin vlaken v smeri 17 T5.
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Prerez telesa v nedeformirani zacetni legi in pomika delcev 2, in 2

Resitev: Specifiéna sprememba dozine daljice 71 15 je Dyp = pp = AT%T; = (0.005881.

Koli¢ina Dy predstavlja povpreéno normalno deformacijo €ry vlaken v smeri T;Tg med
tockama T in T5. .

Normalna komponenta deformacije e v smeri ey = % v tocki 17 je epp(T7) = 0.00211.
Normalna komponenta deformacije epy v smeri er v tocki T35, ki se nahaja na sredini med

tockama T1 in T2 je 8TT(T3) = 0.005882.

NALOGA 12: Deformiranje telesa je podano z ena¢bami

¥ =
/

= Yy+az,
7 = z+ay,

kjer je a konstanta.

a) Izracunaj (Lagrangev) tenzor velikih deformacij F,

b) Oznacimo z ds dolzino diagonale pravokotnika OC| kjer so koordinate tock C(0, dy, dz)
in 0(0,0,0) v nedeformiranem stanju. Izracunaj razliko ds — ds?.

¢) Izracunaj tenzor majhnih deformacij e.

d) Naj bo a = 107*. Z uporabo tenzorja velikih deformacij E in z uporabo tenzorja
majhih deformacij e izracunaj razliko ds”? — ds? in primerjaj rezultata.

Resitev:



0 0
a’> 2a
2a a?

[Eij] = :

o O O

ds? —ds* = a® (dy* + dz*) + 4adydz.

1 0O 0 O
[El]] = 5 0 0 2a
0 2a 0

ds? —ds* = a*(dy* +d2*) +dadydz = 1078 (dy* + d2*) + 10~ * dy dz,
ds? —ds* = 4dadydz=10""dydz.

NALOGA 13: Obravnavamo plosco trikotne oblike s stranicami a = 3m, b = 4m
in ¢ = 5m. Pod v uplivom zunanje obtezbe se plosca deformira. Spremembe dolzin
stranic trikotnika so Aa = —0.012m, Ab = 0.015m in Ac = 0.0088 m. Doloc¢i spremembo
pravega kota med stranicama a in b.

Trikotna plos¢a pred in po deformiranju

Resitev: Tocno: Ay =+ — v = 90.09482° — 90° = 0.09482° = 0.001655 rad.
Priblizno: 1z €., €4y, €y izracunamo e,,. Ay ~ 2e,, = —0.001667 rad.



