3. VAJA 1Z MEHANIKE TRDNIH TELES

(tenzor napetosti I)

(napetostni vektor, transformacija koordinatnega sistema, glavne normalne
napetosti)

Opomba: Pri obravnavi napetostnega tenzorja ne smemo pozabiti na enote. V nalogah,
kjer enote niso posebej navedene, so vse komponente napetostnih tenzorjev kot tudi vse
komponente napetostnih vektorjev podane v (Pascalih) [Pa).

NALOGA 1: Napetostno stanje v tocki P je podano s komponentami o;; tenzorja
napetosti, glede na kartezijski koordinatni sistem (z,y,z). Skozi tocko P polozimo dve
nekomplanarni ravnini: I'; z enotsko normalo e, in I'y z enotsko normalo e;. Doloci vektorja
napetosti o, in o3, ki v tocki P pripadata ravninama I', in [',. Dokazi, da je projekcija
napetostnega vektorja o, na smer e, enaka projekciji napetostnega vektorja o}, na smer e,.

NALOGA 2: Trikotna ploséa z ogliséi A(3 m,0,0), B(0,2 m,0) in C(0,0,1 m) je obtezena
s snegom itenzitete qg = 2%, ki pada v smeri —e,. Izracunaj velikost povrsinske obtezbe s
snegom na m? plosce.

NALOGA 3: Napetostno stanje valja je dolo¢eno s
tenzorjem napetosti, ki ga v kartez-
ijskem koordinatnem sistemu (zx,y, 2)
podaja matrika

3zy 5y* 0
[Uij]: 5y2 0 2z
0 2z 0

Skozi tocko P(2,1,+/3) polozimo tan-
gentno ravnino na povrsino cilindra
y? + 22 = 4. Doloci vektor napetosti
o0,(P) v tej tocki glede na tangentno
ravnino.

Resitev: Normala na ravnino v tocki P je e,(P) = e, + \/7562. Napetostni vektor

o,(P) = gem +3e,+ V3e,.
NALOGA 4: Napetostno stanje v tocki P je podano s tenzorjem napetosti

o aoc bo
loij] = |lac o co|,
bo co o

kjer so a, b in ¢ realne konstane, o pa poljubna napetost. Doloc¢i konstate a, b in ¢, tako da
bo napetostni vektor o, (P) v ravnini z normalo e, = \/Lg (e, + e, + e,) skozi tocko P enak
0.

Resitev: Konstante so a =b=c= _71

NALOGA 5: Telo iz linearno elasti¢nega, izotropnega, homogenega materiala v tocki
7(0,0,0) prerezemo s tremi ravninami.
Normale ravnin so podane z vektorji: e,, = \/Lg (e;+e,+e,), e, = \/Lg (e; — e, +e,),

€ny = 5 (e; + e, —e;). Znani so napetostni vektorji v tocki T', ki pripadajo tem trem



ravninam: o,, = —20e,—oe,, 0,, = —6oe,+30e;,, 0,, = 4o0e,+40e,—90e,. Izracunaj
komponente napetostnega tenzorja v tocki T' v kartezicnem koordinatnem sistemu. Kaksne
so komponente napetostnega tenzorja v tocki T', ¢e vektor o,,, zamenjamo z vektorjem o, =
4oe, +40e,+90e,? Al resitev takrat obstaja? Odgovor utemelji.

Podatki: o = 23 kN

3 cm?°’
Resitev: Ovedemo okrasave o, = 0,,, Oy = Op,, Oc. = 0y, iDL €, = €,,, € = €,,, €. = €,,.

Komponente tenzorja napetosti dobimo iz ravnoteznih enacb

Oy = Oz€qp + Oy Cay + 0, €42,
Oy, = Oz€p + Ty Chy + 0 €,
O, = Oz€y +O0y€yy+ 0 6.

Enacbe lahko zapisemo tudi v matri¢ni obliki

Uax sz O-.Z’y sz eax
Oay| = |Oyz Oyy Oyz Cay | »

_O.llZ_ _O-Zﬂf UZy UZZ_ _eaZ_
Obx Ozx Ogzy Ogz €z
Oby| = |Oyz Oyy Oyz Coy | >

_sz_ _Uzac Uzy Uzz_ _ebz_
ch U:):x O-CL’y o-ﬁz eCI
Ocy | = |Oyz Oyy Oy ey

| Ocz | Oz Ozy Ozz| [Eecz

ali vse skupaj z eno samo matri¢no enacbo

Oaz Obx Ocx Ozz Ozy Ogzz €az €z Ccx
Oay Oby Ocy| = [Oyz Oyy Oyz Cay Cby Cey| s
Oaz Obz Ocz Oze Ozy Ozz €az €bz CEcz

ki se v konkretnem primeru glasi

—20 0 4o Ove Ozy Oz 1 1 1 1
0 —60 40 | = |0y Oy O0y| —= |1 —1
—0 30 —90 Ore Ozy O V3 1 1 -1
Iz zadnje enacbe lahko neposredno izracunamo komponente tenzorja napetosti. Dobimo

-1

Oz Ozy Ogz —20 0 4o 1 1 1 1 10 -5 -—15
Oye Oyy Oyl = | 0 —60 4o — |1 -1 1 =|-5 15 -10
Osp Ozy Oz —0 30 —90 V3 1 1 -1 —15 —10 20
Tenzor napetosti je simetricen, torej je to iskana resitev. V drugem primeru dobimo
Ouw Oy Ous 26 0 4o L o T10 -5 —15
Oye Oyy Oyz| = 0 —60 4o — (1 -1 1 =|-5 15 —10
Ose Ozy Oz —oc 30 9c¢ V3 1 1 -1 30 —10 —-25

Tokrat resitve v okviru omenjene teorije nimamo, saj tenzor napetosti ni simetricen. V
drugem primeru zato vektorji o,, o, in o, niso napetostni vektorji.

NALOGA 6: Za podani napetostni tenzor (komponente tenzorja so dane v kartezicnem
koordinatnem sistemu)
3 1
il =0 | 0
-1

S NN O

0
1



e poisci normali ravnin e, in e,, da bosta napetostna vektorja v teh ravninah o, in oy
med seboj oklepala pravi kot. Ali je resitev vec¢? Ce je resitev vec, poisci vsaj eno.

e poiSci normali ravnin e, in e;, da bosta napetostna vektorja v teh ravninah o, in o
med seboj oklepala kot 30°. Ali je resitev vec? Ce je resitev vec, poisci vsaj eno.

Podatki: 0 = 32 N
Resitev:

e Normali ravnin e, in e;, v katerih napetostna vektorja o, in o, med seboj oklepata
pravi kot sta e, = e, in e, = e,. Resitev je vec. Za vektor e, bi npr. lahko izbrali
poljuben enotski vektor v ravnini X Z.

e Normali ravnin e, in e;, v katerih napetostna vektorja o, in o, med seboj oklepata
kot 30° sta npr. e, = 0.3827e, + 0.9239%¢. in e, = 0.2897e, + 0.9571e,. Pripadajoca
napetostna vektorja sta o, = o (0.2241e, + 0.5412e,) in o, = 0 (—0.0879¢, + 0.6673e,).
Tudi tu je resitev neskonéno mnogo.

NALOGAT: Tenzor napetosti v kartezijskem koordinatnem sistemu (z,y,z) z bazo
{es, ey, e.} opisemo z matriko
1 =10
[Uij] = |—1 1 0
0 0 1
Dolo¢i komponente tenzorja napetosti [ong], izrazene v novi bazi {e¢, e, ec}. Privzemi
sledece zveze med baznimi vektorji: e, = —e,, e, = e, in e, = e,. Fizikalno gledano,
lahko novo bazo dobim z rotacijo stare okrog osi e, za kot —90°.
Resitev:
110
[O’ag] =11 120
0 01
Opomba: Potek resevanja je prikazan na prosojnicah.
NALOGAS: Tenzor napetosti v kartezijskem koordinatnem sistemu (z,y,z) z bazo
{e., ey, e.} opisemo z matriko
1 -1 0
[Uij] =|-1 1 0
0 0 1

Dolo¢i komponente tenzorja napetosti [o,4], izrazene v novi bazi {e¢, e,, ec}, ki jo dobim z
rotacijo prvotne baze okrog osi e, = \/ig (e, + e, +e,) za kot a = 30°. Pri rotaciji vektor e,
preide v e¢ vektor e, v e, in vektor e, v e¢.

NALOGA 9: Tenzor napetosti v kartezijskem koordinatnem sistemu (z,y,z) v bazi
{e.,e,, e.} opisemo z matriko
1 =10
loij]=1-1 1 0
0 0 1

Pokazi, da obstaja taksna baza {e¢,e,, e} v kateri lahko tenzor predstavimo z matriko

_ O O

11
[0-046] =11
00



in jo poisci.
Resitev: Taksna baza obstaja, ker imata matriki [0;;] in [0,4] enake invariante in s tem enak
karakteristi¢ni polinom. Resitev je ve¢. Tule podajamo dve resitvi:

e =e,, e, = —e,, e = —e, (novo bazo dobimo z rotacijo baze {e,,e,, e,} okrog osi e, za
180°).
e: = —e,, e, = e,, e = e, (novo bazo dobimo z rotacijo baze {e,,e,,e.} okrog osi e, za
—90°).

Opomba: Potek resevanja je prikazan na prosojnicah.

NALOGA 10: Dokazi, da so kolicine I, I, I neodvisne od izbire koordinatega sistema,
torej invariante.

NALOGA 11: Pokazi so vse lastne vrednosti tenzorja napetosti realne.

NALOGA 12: 7 uporabo Lagrangevih mnoziteljev pokazi, da so ektremne vrednosti
normalnih napetosti enake lastnim vrednostim napetostnega tenzorja.

NALOGA 13: Izhajajo¢ iz Gaussovega integralnega izreka izpelji ravnotezne pogoje za
delec trdnega telesa izrazene z napetostmi v kartezijskih koordinatah. UpoStevaj, da je zu-
nanja obtezba telesa v ravnotezju.

NALOGA 14: Doloci glavne normalne napetosti in smeri glavnih normalnih napetosti za
napetostni tenzor, ki je v kartezijskem koordinatnem sistemu (z,y, z) podan z matriko

4] =

R
SR
SR

Kaksno napetostno stanje opisuje tenzor napetosti?

Resitev: Glavne normalne napetosti so 011 = 37, 090 =0, 033 = 0.

Smeri glavnih normalnih napetosti so:

e, =L (e,+e,+e,),

ey = iﬁ (—2e,+e,+e.),

e =~ (—e, +e,).

Tenzor napetosti opisuje enoosno napetostno stanje. Smer osi se ujema z vektorjem e;.

Ssks



