1. VAJA IZ MEHANIKE TRDNIH TELES

(ponovitev linearne algebre)

NALOGA 1: Zapisi vektor a = [1, -2, 5,1]T kot linearno kombinacijo vektorjev e; = [1,1,1,0] ",
ex=1[1,2,3,1]", e3=[2,-1,1,—-1]" in e, = [0,0,0,1] .

ResiteviResitev v MATLABU| a(e) = —6e; + 3ez + 2e3

NALOGA 2:  Preveri, da so vektorji e; = [1,0,0,0]", es = [1,1,0,0]", e3 = [1,1,1,0]" in e4 =
[1,1,1,1]T baza vektorskega prostora R*. Dolo¢i koordinate vektorja a = [2,—3,1,5]" v tej bazi.
Kaksne so koordinate vektorja a v bazi f; = [1,1,—-1,1]T, fo = [1,—-1,—-1,1], f3 =[1,1,1,1]7 in
fi=[-1,1,1,1]T?

Resitev: a(e) = [5, -4, -4, 5]T7 a(f) =[-2,4, %7 %]T

NALOGA 3: V prostoru R so dani vektorji e; = [1,2,0,1]7, es = [~1,2,1,0]T in e3 =
[0,3,1,1]T. Dopolni jih do baze prostora R%.

Resitev: Na primer es = [0,0,0,1]T.

NALOGA 4: Prepricaj se, da sestavljajo vektorji e; = [1,2,1,3]T, ex = [-1,3,2,1]T, e3 =
[0,5,3,4]" in eq = [2,—1,—1,2]" podprostor razseznosti 2 v prostoru R%.

NALOGA 5: Doloéi parameter a € R tako, da bo vektor @ = [~1,a+2, —2,a®+a+1]" pripadal
podprostoru, razpetemu z vektorji e; = [1,0,2,4]", es = [3,1,1,2]" in e3 = [5,1,5,3] .

Resitev: a = -2
NALOGA 6: Naj bosta M in N podprostora v R®>. Podprostor M je napet na vektorjih
e; = [1,0,0,0,—1]" in es = [1,1,1,1,1]", podprostor N pa na vektorjih f; = [-1,-1,0,0,1]",

f2=103,2,2,2,1]" in f3 = [1,0,2,2,3]". Doloci bazo podprostora M N N.
ResiteviResitev v MATLABU|M NN = {\f2 | A € R}

NALOGAT: Zapisi polinom f(t) = > 4 4t — 3 kot linearno kombinacijo polinomov p;(t) =
t2 — 2t +5, po(t) = 2t — 3t in p3(t) =t + 3.

Resitev: f = —3p1 + 2ps + 4p3

NALOGA 8: V vektorskem prostoru Py(R) imamo podprostora U = {p € P4(R) | p"(0) =
P'(0) =0} inV ={pe Py(R) | p/(1) = p(1) = 0}. Pokazi, da sta U in V podprostora v P4;(R) in
poiscéi po eno od baz za podprostora U +V in U N V.

Resitev: Podprostor U + V = P4(R) in zanj lahko vzamemo standardno bazo 1, ¢, 2, t3 in t*.
Baza za U NV pa je polinom 1 — 4¢3 4 3t

NALOGA9: NajbostaU = L{[0,—1,1,—1,0]7,[1,0,0,0,1]T}in V = {x = [x1, 20, 23, 24, 5] | €
R® | 21 + 229 + 23 + 24 + 25 = 0, =21 + 23 + 24 + 25 = 0} podprostora v R®. Doloéi po eno od baz
zaVinUNV.

Resitev: Baza za podprostor V sta npr. vektorja [—1,1,—1,0,0]" in [0,0,0,1, 1], za U NV pa
vektor [~1,1,—1,1,—1]T.

NALOGA 10: Dani sta matriki
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NajboU={Xe M3R) |A- X=X -A}inV ={X € M3(R) | B- X = X - B}. Pokazi, da sta
mnozici U in V' vektorska podprostora v M3(R) in poiséi baze prostorov U, V in U N V.

Resitev:

1 1
1 -1
Pokazi, da je V vektorski podprostor v Ms(R) in dolo¢i njegovo dimenzijo in eno od baz.

NALOGA 11: Naj bo A = [ } inV ={X € Ma(R) | det(A + X) = det A 4 det X }.

NALOGA 12: Izracunaj determinanti

1 0 0 -1 1 2 3 4
2 3 4 7 3 6 8 11
-3 4 5 9 7 13 20 26|
-4 -5 6 1 31 23 55 42

ResiteviResitev v MATLABU| 216, 5

NALOGA 13: Izracunaj determinanto n-tega reda

-n 0 0 . 0 1
0 —-n O 0 1
o e (AR,
1 2 3 n—1 1

Resitev: 3 (—n)""'(n+1)

NALOGA 14: Izracunaj determinanto z rekurzijsko formulo:

-2 1 0 0 00 0 O
1 -2 1 0 00 0 O
0o 1 -21 00 0 O
FRRRRXSLLL CLLFSLLERE 0T
0O 0 0 0 . 00 1 =2

Resitev: D, = (—1)"(n+1)

NALOGA 15: Dana je matrika A = i 1 Izracunaj A™ in rezultat preveri z indukcijo.
NALOGA 16: Doloci rang matrik
13 7 5 2 1 3 -9 1
41 -1 0 O
, 2 -1 3 4
20 1 3 -2 3 5 8 7
2 4 3 0 1]

ResiteviResitev v MATLABU| 4, 2
NALOGA 17: Dani sta matriki

1 2 a b
S L K}
Kaksna zveza mora veljati med parametroma a in b, da bosta matriki A in B ekvivalentni? Doloci

parametra a in b tako, da bosta matriki A in B podobni. Izracunaj tudi matriko P, za katero je
A=PBP™




Resitev: Matriki sta ekvivalentni, ¢e je b = —a, podobni pa pri a = —b = 4.

NALOGA 18: Za vsako realno stevilo a izra¢unaj rang matrik

2 2 1 1 -1 =2
A= 1|2 a+1 2|, B= —a 3 1+4a
3 3 3 —-2—a 4 5+a

in pokazi, da sta matriki A in B ekvivalentni.
Resitev: Za a # 1 je rang obeh matrik enak 3, za a = 1 pa 2.

NALOGA 19:  Pokazi, da za kvadratni matriki A, B velja (AB)T = BT AT. ¢e sta matriki A,
B se obrnljivi, je matrika AB obrnljiva in je (AB)~! = B~'A~!. Dokazi tudi, da velja (A7) =
(A=Y Pokazi, da inverzna operacija ohranja simetrijo (posevno simetrijo) matrike.

NALOGA 20: Za kvadratno matriko lahko definiramo sled matrike A kot tr(A) = aj1+- -+ any.
Pokazi, da je sled linearen operator. Pokazi, da je tr(AB) = tr(BA). Ce je @ obrnljiva, pokazi, da
je tr(Q 'AQ) = tr(A). Ce je A simetriéna B pa poSevno simetri¢na matrika, potem je tr(AB) = 0.

NALOGA 21: Resi sistem enacb

r1 —2x0+x3+24+1 =0
201 +2x9—x3—24—2 =0
T14+200 —x3—T4—3 =

3r1+x0+x3—224—4 =0.

ResiteviResitev v MATLABU|z = [1,2,1,1]"

NALOGA 22: Poisci sploSno resitev sistema

3.%'1—2.%’2—%’3—1‘4 =1
6x1 —4xo +4x3+3x4 =3
3x1 — 2x9 + 5x3 + 414 =
9r1 — 629 + 323 + 224 = 4.

ResiteviResitev v MATLABU|x = [0,0,6, —7] " +a1[1,0, —15,18] " +2[0,1,10,-12] ", a1, a2 € R
NALOGA 23: Zapisi resitev sistema linearnih enacb

(1+a)ry+azo+2a3 =1
1+ (1 +a)za+23 =a
r1+ x4+ (1+a)zz =a?

glede na parameter a € R.

Resitev: Pri a = —3 in a = 0 sistem ni resljiv, pri vseh drugih vrednostih parametra a pa imamo
resitev @ = m[Q —a%2a—1,a% +2a® —a—1]".
NALOGA 24: Doloéi razseznost in eno od baz prostora reSitev sistema homogenih enacbh
podanega z matriko

0 a 2a 1

a 0 1 a

A= a—1 a a+1 a
a -1 -1 0

glede na parameter a € R.



Resitev: Za a = 0 imamo le trivialno resitev, za a # 0 imamo dvoparametri¢no resitev.

NALOGA 25: Resi matri¢no enacbo AX + B = 0, kjer sta matriki

1 a b 121
A=1]0 1 0/, B=1{30 0
00 1 00 4

Resitev: X = -3 0 0
0 0 —4

NALOGA 26: Podana je matri¢na enacba
2 1 a —1 1 1
[1 2}'X_X'L 1]_[1 —1}'
Za katere vrednosti parametra a je enacba resljiva? Dolo¢i matriko X za a = 1.

Resitev: a # I, X(1) =1 [_73 :ﬂ

NALOGA 27: Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje matrik




% MTT0101.m

% postopek in resitev naloge 1 iz prve vaje MIT-ja v MATLABU

YA

% enacbo a = lambdal el + lambda2 e2 + lambda3 e3 + lambda4d e4

% lahko v matricni obliki zapisemo kot [el e2 e3 e4] * lambda = a,

% kjer je lambda = [lambdal lambda2 lambda3 lambda4]’

%

a=1[1-251]’;

el =[1110]’; e2=1[1231]"; e3=1[2-11-1]’; e4 =[00 0 1]°;
lambda = [el e2 e3 e4]\a,

% >> MTT0101

% lambda =
% -6
% 3
% 2
% 0



% MTT0106.m
% postopek in resitev naloge 6 iz prve vaje MIT-ja v MATLABU
)
% vektor v iz preseka prostorov M in N lahko zapisemo na dva nacina, tj.
% v=alel + a2 e2 = bl f1 + b2 £2 + b3 £3, kjer so al,a2,bl,b2,b3 neznani skalarji
% Gornji sistem enacb lahko po zgledu iz prve naloge ob uvedbi vektorja x =
% [-al -a2 bl b2 b3]’ zapisemo v matricni obliki [el e2 f1 £2 £3]*x = [0 0 0 O 0]’
)
el=[1000-11"; e2=[11111]%;
fi=[-1-1001]1’; £f2=1[3, 2, 22, 1]1’; £f3 =10 2 2 3]’;
x = null([el e2 f1 £2 £3]); 7, bazni vektorji iz jedra zlozeni po stolpcih
% ukaz null(A) izracuna bazne vektorje iz jedra matrike A
v = —x(1)*el - x(2)*e2; % lahko tudi v = x(1)*el + x(2)*e2
[v v/v(end)], % iz resitve opazimo, da je f2 = v/v(end) (v(end)=-0.4140)
% V nasem primeru je bila dimenzija jedra enaka 1.
% Kako bi postopal, ce bi bila dimenzija jedra 27

% >> MTT0106

% ans =

% -1.2421 3.0000
% -0.8281 2.0000
% -0.8281 2.0000
% -0.8281 2.0000
% -0.4140 1.0000



% MTT0112.m

% postopek in resitev naloge 12 iz prve vaje MTIT-ja v MATLABU
YA

A=[100-1; 2347; -34509; -4-56 1],

detA = det(A), % ukaz det(A) izracuna determinanto matrike A
B=1[1234; 368 11; 7 13 20 26; 31 23 55 42],

detB = det(B),

% >> MTTO0112

% A =

pA 1 0 0 -1
% 3 4 7
% -3 4 5 9
% -4 -5 6 1
% detA =

% 216

% B =

% 1 2 3 4
yA 3 6 8 11
yA 7 13 20 26
% 31 23 55 42
% detB =

pA 5



% MTT0116.m

% postopek in resitev naloge 16 iz prve vaje MTIT-ja v MATLABU
YA

A=[13752;41-100;2013-2;24301],

rankA = rank(A), % ukaz rank(A) izracuna rang matrike A
B=[13-21; 2-134; 3-538T17],

rankB = rank(B),

% >> MTTO116

%A=

% 1 3 7 5 2
% 4 1 -1 0 0
% 2 0 1 3 -2
% 2 4 0 1
% rankA =

% 4

% B =

% 1 3 -2 1

% 2 -1 3 4

% 3 -5 8 7

% rankB =

% 2
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MTTO0121.m
postopek in resitev naloge 21 iz prve vaje MIT-ja v MATLABU

=[1-21
=[-123
= A\b, %
>> MTTO121
A =
1
2
1
3
b =
-1
2
3
4
x =
1.0000
2.0000
1.0000
1.0000

;21 -1 -1;

>, % oali b
resi sistem enacb A * x =

1

2-1-1; 311 -2],
[-1; 2; 3; 41,

b (pazi b je stolpec!)



% MTT0122.m

% postopek in resitev naloge 22 iz prve vaje MIT-ja v MATLABU
)
A
b
b
% Ker je matrika A singularna, z ukazom A\b ne dobimo splosne resitve!

y = A\Db, % y resi sistem enacb A * y = b (pazi b je stolpec!)

)

% Splosno resitev lahko dobimo na sledec nacin:

xh = null(4d), % velja A * xh = 0 (matrika 4x2 samih nicel)

xp = pinv(A)*b, 7 velja A * xp = b, xp je resitev, dobljena po metodi najmansih kvadratov
% splosna resitev x = xp + alphal * xh(:,1) + alpha2 * xh(:,2),

% kjer sta alphal in alpha2 poljubni realni stevili

[3-2-1-1; 6 -443; 3-254; 9 -63 2],
[1; 3; 2; 41,

% >> MTT0122

% A =

pA 3 -2 -1 -1
% 6 -4 4 3
% 3 -2 5 4
% 9 -6 3 2
% b =

pA 1

% 3

% 2

% 4

% Warning: Matrix is singular to working precision.
% > In MTTO122 at 8

%y =

% Inf

% Inf

% -0.2500

% 0.5000

% xh =

% 0.5485 0.0878
% 0.8093 0.1942
% -0.1345 0.6255
% 0.1615 -0.7506
% xp =

% 0.2720

% -0.1814

% 0.1058

% 0.0730



% MTT0127.m
% postopek in resitev naloge 27 iz prve vaje MTIT-ja v MATLABU
)

A=[2-10;-120; 00 0],
B=[100; 010; 00 0],
c=[110;010; 00 0],

% lastni vektorji = (stolpci) matrike V, lastne vrednosti = elementi na diagonali matrike D
[VA, DA] = eig(h),
[VB, DB] eig(B),
[vC, DC] eig(C),

% >> MTT0127

% A =

yA 2 -1 0

yA -1 2 0

pA 0 0 0

% B =

% 1 0 0

yA 1 0

yA 0 0 0

% C =

% 1 1 0

% 0 1 0

yA 0 0 0

% VA =

yA 0 -0.7071 -0.7071
pA 0 -0.7071 0.7071
pA 1.0000 0 0
% DA =

yA 0 0 0

yA 0 1 0

pA 0 0 3

% VB =

pA 0 0 1

yA 1

yA 1 0 0

% DB =

pA 0 0 0

pA 0 1 0

% 0 0 1

% VC =

pA 1.0000 -1.0000 0
pA 0 0.0000 0
pA 0 0 1.0000
% DC =

yA 1 0 0

yA 1 0

% 0 0 0



	Postopki in resitve izbranih nalog v MATLABU
	naloga 1
	naloga 6
	naloga 12
	naloga 16
	naloga 21
	naloga 22
	naloga 27


